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Uma aplicacdo de célculo simbélico com interesse
para o estudo da teoria dos circuitos eléclricos

por Fernando M. Sequeira
Lisboa

Introdugdo

O calculo simboélico definido por J. SEBAS-
TIAO E SiLVA no trabalho «Sur le calcul
symbolique d’opérateurs permutables & spectre
vide ou non borné» [2], permite resolver
muitos problemas de fisica e de electricidade;
convém no entanto realizar certos trabalhos
de adaptagio dos resultados nele expressos,
no sentido de os tornar mais manejaveis,

Com esse objectivo deduzimos pois algumas
férmulas de aplica¢iio imediata, cujo dominio
de validade é todavia mais lato do que o
definido pelas condi¢des em que elas foram
deduzidas. Ja usadas em circunsténcias menos
gerais, e por vezes de forma heuristica, elas
permitem uma aplicagio facil do calculo sim-
bélico & teoria dos circuitos, ao estudo dos
sistemas dindmicos lineares, & teoria do con-
trole linear automatico, a resolugiio de siste-
mas de equagdes diferenciais, etc. Na parte
final apresentamos alguns exemplos dessas
aplicagdes.

1. Asredes lineares interpretadas como
funcdes

Um quadrupolo eléctrico, na medida em
que a cada «sinal de entrada» faz corres-
ponder um «sinal de saida», define uma fungio.
Tanto o sinal de entrada, como o de safda,
sio em geral constituidos por duas distri-
buigdes u;(f) e wuy(f) na variavel tempo:
duas correntes, duas tensdes ou uma corrente

e uma tensio; no que se segue, designa-las-
-emos por componentes do sinal, ou simples-
mente por sinais.

Um quadrupolo diz-se linear, quando &
soma de dois sinais de entrada faz corres-
ponder a soma das respectivas saidas, e &
multiplicagio de nm sinal por uma constante,
faz corresponder a multiplica¢do pela mesma
constante da respectiva saida.

Se G designa a funcgio definida pelo qua-
drupole, X a entrada e Y a saida, estas
propriedades podem-se representar pelas ex-
pressdes :

a) Y=G(X);
b) G(X; + Xo) = G(X;) + G(Xo);
¢) GOX)=1G(X)

onde X; e X, designam dois sinais de en-
trada e A é uma constante.

A adigio de sinais e a multiplicagiio por
constantes sio as usuais, e correspondem 2
adigdo e a multiplicagiio por essas constantes
das respectivas componentes :

(g5 ug) + (v1,v9) = (u; + vy, up+ 7y)
A(uy,ug) = (Auy, Aug)

onde (uy,ug) e (vy,vy), sdo dois sinais de
duas componentes cada, e A é uma constante.

Cada componente da saida é também uma
funcio linear da entrada, podendo-se escrever

vy = G (uy, ug)

vg = G (uy,up)
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onde u;,uy sio as componentes da entrada
e v;,vy as da safda.

Definindo-se entdo as aplicagdes Gy,
l,k=1,2 pelasrelagdes Gy (u;)=G(u;,0),
Gra(ug) = G1(0,ug), Ga1(wg) = Ga(11,0) e
G (ug) = G5(0,uy), pode escrever-se

2
v="Y Gulw) I=1,2

k=1

ficando pois cada quadrupole linear determi-
nado por estas quatro aplicagdes Gy.

Um esquema anilogo pode também aplicar-
-5 a uma rede linear. Sabe-se que entio
existe um conjunto de grandezas, correntes
ou tensdes, uy(t),ug(t),--+,u,(t) linear-
mente independentes, tais que a corrente
através de qualquer ramo ! ‘da rede, ou a
tensdo entre os seus terminais, v;, se pode
exprimir como fungio linear daquelas gran-
dezas :

v=Gi(ug,tg, e %).

E em virtude de a rede ser linear, para
cada ! e cada k& pode-se definir uma aplica-
¢io linear (;; que a cada componente u
da entrada faz corresponder a componente de
saida @ (ux) dada pela relacio

Gur (ux) = G (0,0, 44,0, %,0,...,0)

tendo-se entio

P
G;(ul 3 Mg e tfp) = 2 sz(”-k)-
k=1

O estudo do funcionamento das redes pode
pois fazer-se através das aplicagdes lineares
Gir, que a cada componente da entrada (dis-
tribuiciio na variavel tempo) faz correspon-
der uma distribui¢io na mesma variavel.

2. Os sinais como elementos de um
espago de distribuicdes

No que se segue vamos supor que os sinais
sdo distribui¢des na variavel tempo, de tipo
exponencial [1], isto é, da forma

g= D'l 7 (1)

onde n=0,1,2,..., f é uma fang¢io com-
plexa, continua, limitada, e D designa a de-
rivacio em ordem ao tempo. Designaremos
por A o espaco vectorial constituido por
estas distribui¢des, que suporemos munido de
estructura topologica usual (1).

Esta situagiio é suficientemente geral para
englobar os casos que se apresentam na pra-
tica, e além disso A verifica algumas pro-
priedades que sdo importantes para o estudo
dos circuitos.

Uma dessas propriedades resulta do se-
guinte. Tendo em atencdo que toda a distri-
bui¢gdo geA é decomponivel numa dife-
renga [1] gt — ¢~ de duas distribuigdes g+
e g~ pertencentes a A, nulas respectiva-
mente 4 esquerda e & direita da origem, de-
terminadas a menos de uma combinagio linear
de ¢(t) e de suas derivadas, pode definir-se
a transformagiio bilateral de Fourier do
seguinte modo [1]: dado g =g+ —g—eA,
diz-se transformada de Fourier #(g) de g,
a fungiio complexa ¢(z), holomorfa no com-
plementar V, de uma faixa |Imz| L« (« real
nao negativo dependente de g) do plano
complexo, e determinada a menos de um
polinémio inteiro em z pelas relagdes

fg"’(t)e‘“‘dt se Imz>0
o(z)={""
fg—(t)e“‘dt ge Imz<O0.
R

Demonstra-se ainda que cada uma destas
imagens ¥(g), ge A, é uma funcgio de cres.
cimento lento (2) sobre o fecho de V.. Estas
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classes de funcdes, determinadas a menos de
um polinémio inteiro em z, chamam-se ul-
tradistribui¢des temperadas [1], e o seu con-
junto munido da adigio e da multiplicag@o
por complexos usuais, constitui um espago
vectorial complexo, que designaremos por U.

Reciprocamente, dada uma ultradistribui¢io
temperada, a relagéo

& 1 s
@) =g [ e ds
Ag

.

onde ¢ é uma representante qualquer da
ultradistribui¢io, determina univocamente
uma distribuicio g(f)e A. Neste integral,
A, é a fronteira de uma banda |I,z| <L«
(« real positivo) do plano complexo, tal que
@(2) 6 holomorfa no complementar ¥, dessa
banda, e de crescimento lento sobre o fecho
de V.; a fronteira é orientada por forma a
deixar a direita os pontos da banda.

As aplicagdes & e &'
sendo ¥5! e #1& as identidades de res-
pectivamente |J e A.

Se identificarmos pois cada sinal a uma
distribuicio de A, e as decomposi¢les es-
pectrais aos elementos de |J, a transforma-
cio de FOURIER e a sua inversa fazem
corresponder a cada sinal uma decomposigéo
espectral e reciprocamente.

Estas aplicacdes sio lineares, e sobre |J é
possivel definir uma topologia(3) por forma
que elas sdo também isomorfismos conti-
nuos [1].

Entre os elementos de |J, tém particular
interesse os que sdo representados por fun-
¢des ¢(z), prolongaveis como fungdes holo-
morfags ao complementar do eixo real e de
crescimento lenfo (para o e para o eixo
real) nos smi-planos Imz>0 e Imz<0;
nessas condicdes existem os limites no sen-
tido das distribuigdes temperadas (%),

gio injectivas,

lim ¢(w+7y)=g*(®).
y<0~

As distribuicdes gt (0) e g~ (w) sdo tem-
peradas, e sendo injectiva a aplicagdo linear
0(2)—»gt (w)—g (»), identificam-se por vezes
estas fungdes holomorfas ¢(z) com as suas
imagens ¢(®»)=g¢*(») — ¢~ (») no espago &'
das distribuigdes temperadas.

Recorrendo a estas identificagdes, a trans-
formacéo bilateral de F'ouRIER, coincide com
a transformacio de Fourier usual, definindo
um automorfismo de S', que é continuo para
a topologia usual de S'(%).

3. Uma algebra de operadores

A continuidade de um operador relativa-
mente a uma dada topologia permite muitas
vezes tirar conclusdes importantes a respeito
das suas propriedades. E no caso das redes
tem-se um exemplo.

Com efeito, se se identificam os sinais com
elementos de A, e se a continuidade dos
operadores & relativa &4 topologia deste
espaco, resultam de forma quase imediata
muitas das propriedades com interesse para
estudo dos circuitos.

Uma dessas propriedades resulta de se
supor ainda que as caracteristicas dos eir-
cuitos ndo se alteram ao longo do tempo, o
que significa que os operadores G definidos
pelas redes sio comutaveis com a translacgio
no tempo. Como consequéncia, vem que:

I. A todo o operador G definido por uma
rede, continuo para a topologia de A, corres-
ponde uma distribuigio g (t) de decrescimento
sub-exponencial (5), tal que

G()=g+7= [oG~0 7O
para todo o feA.

g(t) é obviamente a imagem G (d) de fun-
¢io de Dirac, ou a resposta do circuito a
um impulso de Dirac.



48

GAZETA DE MATEMATICA

Uma outra propriedade é a seguinte:

II. A decomposicio espectral do sinal de
saida obtém-se multiplicando por &(g) [1] a
decomposigdo espectral do sinal de entrada.

Resultado importante advém ainda de se
admitir um prineipio de causalidade entre a
entrada e a saida: o valor do sinal de saida
num dado instante ¢ (quando existir) nio
pode depender do valor do sinal de entrada
em instantes posteriores a ¢, o que implica:

III. As respostas g (t) dos circuitos a tm-
pulsos de DIRAC sdo nulas & esquerda de origem.

Supondo portanto que os sinais sio de
crescimento exponencial, impondo a continui-
dade dos operadores relativamente a topo-
logia de A, bem como a comutabilidade
com a translaccio no tempo e o referido
principio de causalidade entre a entrada e a
saida, selecciona-se um tipo de operadores
para os quais se deduzem as propriedades I,
IHGCHAR

Sucede porém, que estes operadores nio
sio suficientes para estudar muitos dos cir-
circuitos com interesse; os circuitos ligados
a este tipo de operadores respondem com
um sinal de decrescimento sub-exponencial
ao impulso 9(2).

Uma generalizagio destas propriedades
a outros circuitos, e portanto a outros ope-
radores, é entio de considerar; e um exem-
plo é o constituido pelos operadores G da
forma

G(f)=9*f=j;9(f—i)f(i)dﬁ

onde geA e é nula & esquerda da origem.
Sio estes os operadores que nos interessam,
isto é, operadores lineares G' que ao impulso
0 ({) fazem corresponder imagens G (3) =
= ge A, nulas & esquerda da origem.

Cada um destes operadores G« g tera
entio o seu dominio constituido pelas distri-
buigdes feA para as quais existe o pro-
duto de convolugiio ¢+ f, satisfaz o referido
principio de causalidade e comuta com a
translaccio.

O conjunto destas distribuigdes geA
nulas & esquerda da origem, munido da
estrutura vectorial induzida por A e do pro-
duto de convolugio, constitui uma algebra
comutativa complexa, com elemento unidade.
Se a munirmos da topologia induzida por A,
relativamente & qual o produto de convo-
lugio 6 continuo, ela passa a constituir
também uma algebra localmente convexa,
completa e separada. No que se segue de-
signé-la.emos por A™.

A transformacio de Fourier & define um
isomorfismo vectorial entre AT e o subes-
paco UT de U constituido pelas ultradis-
tribui¢des que admitem uma representante
¢(z) nula no semi-plano Imz<< 0. Se em

UT introduzimos o produto usual, ut
adquire a estructura de uma algebra, e &
passa a definir um isomorfismo algébrico

entre AT e UT.
Se rodarmos de 90° os elementos de U™
pela transformagio z -~ — 7z, obtemos por

sua vez uma algebra VT, isomorfade U™,
e que é constituido pelas imagens de

LapLACE [1] £(g) dos elementos geA™.
A transformacio de LAPLACE define um iso-

morfismo entre AT e VT, e a seu respeito
sio validas as relagdes

a) _L’.-_-R_lg
b) F=R.L

¢) £'=¢"'R
d) 7 'l=c1R!

onde R representa a rotagio de 90° definida
em V7T pela transformagio z —iz.

A respeito das transformag¢des de FOURIER
e de LAPLACE sio ainda validas as seguintes
propriedades :
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I. §(Dg)=—iz&(g)
. (g»h)=¥(g) 5(h)

. #7'(e-¢) =" ()% (¢)
IV. #(t:-g9)=—1D.%(yg)

I'. £(Dg)==z-£(9)

1. £(g=h) = L(g)£L(h)
. £'(@.0)=L71(@)x£71(0)
IV. £(t-g)=—D.2(g)

quaisquer que sejam g,keA"', 72,06 U
e D,0e V™.

As transformadas de Fourier dos elemen-
tos de AT chamaremos respostas de fre-
quéncia dos circuitos correspondentes, e as
transformadas de LAPUACE, funcdes de trans-
feréncia,

As respostas de frequéncia serio pois, as
func¢des complexas ¢(z), holomorfas num
semi-plano Imz>a (« real, dependente de o)
e de crescimento lento sobre o seu fecho, e
as funcdes de transferéncia serio as fungdes
6(z), holomorfas num semi-plano Rez >«
(« real dependente de 0) e de crescimento
lento sobre o seu fecho.

4. Fungoes de operadores

No paragrafo anterior definiu-se uma alge-
bra de operadores lineares, com elemento

unidade, isomorfa de A", constituida pelos
operadores G da forma

G(f)=fﬁ9(t—— §)F(E)dE

com geA". No que se segue, identificare-
mos pois cada um destes operadores com a
distribuigdo correspondente, isto 6, a algebra

dos operadores com AT .

A estructura vectorial desta algebra veri-
fica-se a respeito das operac¢des usuais de
adicio e de multiplicagiio por complexos, e
do produto de convolugio. Munido de estruc-
tura topolégica induzida por A, ela é ainda
completa.

A transformac¢iio de Fourier define por

sua vez um isomorfismo entre AT o UT,

que ao produto de convolugio em AT faz
corresponder o produto usual em UT.
A transformacio de LapLACE define por sua

vez um isomorfismo entre AT e V+, que
ao produto de convolugio em AT faz corres-

~ ponder o produto usual em VT,

Posto isto, seja ¢ um filtro de sub.con-
juntos do plano complexo, que admite nma
base regular |[G:{(6), e A(8) a ilgebra das
fung¢des holomorfas de crescimento lento so-
bre ¢ [2]: Nestas condigdes, prova-se
que [2]: ewiste uma correspondéncia biunivoca
g entre os elementos de AT cujo filtro
especiral é mais fino do que G, e os homo-
morfismos continuos 5 de A(G) em AV, tais
que H(1)=20(t). Esta correspondéncia é de-
Jfinida pelas férmulas

[6()=g

S@)=——(g— o

*f D) (g—Adyt .,
e (=)

(1)
¥ @e A(9)

onde o ¢ qualquer ponto do plano complexo
———L @ é suposta
(A — a)-t
limitada sobre G, e holomorfa no seu interior,
e I'y é a fronteira de G, orientada por forma
a deixar & direita os pontos de G.

Isto é, quando todo o elemento de § 6 um

pertencente a C— Gy,

conjunto espectral de um dado geA™t, 6
possivel definir as func¢des P (y), com
®eA(G), e o homomorfismo $—+P(g) é con-
tinuo. : : :
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Para determinar os conjuntos espectrais

de um dado geA+ pode entéio fazer-se uso
do seguinte resultado, que se demonstra re-
correndo a transformacéio de FOURIER: um
conjunto S C C € um conjunto espectral de
geA+, se e 36 se existe um neN, um real
B>0 eum I,=|26C:ImzX k|, keN,
tais que para todo o zel, e todo o 1¢e C—S
se tem |2+ (0—g(2))[>B, em que g(5)=5(g).

Este resultado implica por sua vez que o
filtro espectral de g é mais fino do que §,
se e 86 se para todo o G, de uma base reqular
|Gy} existeum I, keN, tal que (L) G,.

Nestas eondigdes, aplicando a transforma-
¢io de Fourier & férmula (1), e fazendo

5(9) =¢, vem
7 (2(9) =

P o R o ()
2mi efe)e) . A—a)"(¢(2)—2)
=D (9(2))
isto é
@) ®(g) =& ®((2)).

Quando o filtro espectral de g é mais fino
do que @, a fungio composta P (p(2)) defi-

nida sobre um J; é um elemento de U™,
tendo pois sentido a férmula (2).
Uma generalizagio possivel destes resulta-

dos pode ser obtida com a algebra 4 (¢,A™")

das fungdes com valores em AT, holomorfas
e de crescimento lento sobre §. A este res-
peito, identificando cada elemento ®e A (9)

com ®x<d(H)ed(9, A™") prova-se que [2]:
para todo o elemento ge AT cujo filtro espec-
tral é mais fino do que G, o homomorfismo

de A(G) em AT, que acada ®eA(S) faz
corresponder ®(g), admite um e um 8é pro-

longamento continuo ©* a A(9,A™) tal que
H* (D h) = B5(D)xk
quatsquer que sejam Pe A(§) e he At

Este prolongamento é obtido através da
férmula

@ SO=g G
(le “) »®d)r v dea(g, At

onde o« é qualquer ponto do plano complexo
0
()‘ 'w—l
limitada sobre (G, (neN) e hofamorfa no seu
interior, e I'y ¢é a fronteira de G, orientada
por forma a deixzar & direita os pontos de G, .
Aplicando a transformacio de FOURIER &
igualdade (3) obtém-se por sua vez

pertencente a C — G, é suposta

F@(g) =

" ¢ (@)
) fr T CTmmsy

=[F®Wh=¢e

#(g). Isto &,

di=

onde ¢(z) =
(4) $(g)=

que é 6bviamente um prolongamento da for-
mula 2.

Por um processo analogo, e usando a frans-
formacdo de LAPLACE, poder-se-ia também
demonstrar que nas condi¢des descritas na
proposi¢éo anterior, se tem

®) S (g)i= <7 [LD Whopr

onde 0(z)=<L(g).

As férmulas (4) e (D) sugerem entdo definir
® (g) sempre que [FP W), —¢we U, ouo
que é equivalente, sempre que

FHF O M=o

[£® Wh—oeeP*.

Esta extenséio permite, dado A(g,A+),
fazer corresponder a cada elemento geA™
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um homomorfismo algébrico (ndo necessaria-
mente continuo) entre uma sub-ilgebra de

A4(9,A"). dependente de g e que diremos
relativa a g, e AT. Este homomorfismo,
sempre que o filtro espectral de g é mais fino
do que §, coincide com o homomorfismo 5*
definido na igualdade (3), e é continuo. Em
qualquer das hipéteses, se ® e ¥ sio fun-
¢des pertencentes a sub-algebra relativa a g,
tem-se :

@+ (=309 + ¥ ()
x-®)(g9) =2-9(y)
@ 9)(9)=3(g*¥(9)

MlieC.

Um caso com interesse é aquele em que
@ 6 o filtro gerado pelos semi-planos {zeC:

Rez > a, « real| e o elemento de AT & &
(que corresponde ao operador derivacio).

Entéo, para todo o ®e.4(¢, AT) temos
b (@)= 2 (£ ).

sendo a aplicagio ®—+®(3) de A(G,A) em
AT, um homomorfismo continuo. Se $ ¢ 4 9,
tem-se

®E)=L10(2)

5. Algumas aplicagdes

1. Comecemos por considerar alguns di-
polos eléctricos simples, e para cada um
desses dipolos determinemos a distribuigio
g(t)e AT associada, que permite através da
igualdade

e(t) =g (%) *i()

relacionar a corrente que atravessa o dipolo
com a tensdo nos seus terminais (supomos
que o dipolo é linear).

Nos casos em que o dipolo é constituido
por uma resisténcia £, uma capacidade C
ou uma inductdneia L, resulta imediatamente
que a distribuigdo g (t) associada é respecti-
vamente

Resisténeia R 4§ (t)

Capacidade ,1_ k() (2 funcio de Heavi-
¢ SIDE),

Inductancia L ¢ (7)

Da associagdo em série ou em paralelo de
dois dipolos, a que correspondem por exem-
plo as distribui¢gdes g; e gy, resultam por
sua vez dipolos cuja distribui¢io g esta rela-
cionada com as anteriores pelas equagdes

g=¢;+ g2 (associacio em série)

g=91*92*(¢1+92)! (associagdo em paralelo).

Este segundo resultado s6 tem sentido se
g1 + g2 tem inverso, isto é, se

o LD g
£(91) + £(92)
Associando em série e em paralelo os

dipolos assinalados atris, obtém-se entio as
seguintes distribuig¢des :

Ro+ Ld (R e L em série)

RS—Q—%h (R e C em série)

1

L+ ?h (L e C em série)

z
LyLceC
1

Vel A
+Ee VLo k() (L e C em paralelo)

.._"_: = i_f
eVIO h()we VEO R(1)+

s A N
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B2 -5

Ry()— e Y0

(R o L em paralelo)

t

L “ET ),

ha—e (R e C em paralelo)

2. De acordo com os resultados do para-
grafo 4, tem sentido escrever e’ para todo o

geA™, tal que e€We VT, Por sua vez, se
ef) o ¢£9, com f,geAT, sioelementos
de VT, tem-se

(1) gf‘l"g T 8’* 89‘ :

Consideremos entéio a igualdade

®) =3,

As distribuigdes ge AT que a verificam

satisfazem a relagdo et@ =1 , © portanto
£(g) =2n=wi, com n inteiro, ou

g=2nwi0d (n inteiro).

De (1) infere-se entio que

ef+2n'r=i‘6 7

=¢

para todo o fe AT tal que e<e V.
Seja agora a equagio

@) /=g

onde ge A" 6 um dado e se pretende deter-
minar f.
Se . eV, a fungio 218 3
£(9) 0(2)

8(z) = £(g), 6 um elemento de V7, e
admite primitivas em VT que diferem entre
si em uma constante. Sendo pois y(z) uma
dessas primitivas, tem-se

onde

d
[oREa -T(E)-a)y = O
L (0(6)e 1079

qualquer que seja a constante «, e portanto
0 (z) = const. 1) +=

podendo-se determinar « por forma que a
constante seja igual a 1. Para esse valor
de a, tem-se pois

] (z) = gT()+2

e portanto

LS _
isto 6, fo=-L"1(y(2) +«) 6 uma solugiio de
equagio 3.

Por sua vez, sendo ¢ invertivel, se existir
uma outra solucio f; de equagio 3, tem-se

et s g‘fo=g*g—l = ¢

isto 6, fi—fy=2nwid, onde » & um in-
teiro,

Por analogia com o que se passa com s
func¢des, pode entdo dizer-se que toda a so-
lugio de equacéio 3 é um logaritmo de g e
escrever

f=Ing.

A titulo de exemplo, consideremss a dis-
tribuicio ¢'. Como e*:e VT para todo o
« real positivo, e como £L(3') ==z, pode
escrever-se e~%%', e vem

e =L1(e%) =0(t—a).
Por sua vez, o facto de
It —a)xf(1)=[(t—«)

para todo o fe A, permite dizer que o ope-
rador associado A distribuicio e~*3’ ¢ uma
translaccio.

Na pratica este operador pode representar
uma linha de atraso que ndo deforma os
sinais.
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3. Asequacdes diferenciais de um sistema
linear dindmico com m graus de liberdade
tém a forma [3]

G (1)) + Gz (ug) + + -+ Gym (um) =21 (2)
@) Gm (31) + 922 (“2) +o 4+ Gon (“m)— Vg (t)

-------

ml (ﬂl) “I“ Gmg (1"2) S i Gmm (um) =Un (I)

onde 0s Gy sio operadores lineares do tipo
considerado, e os v;({)e AT siio dados. Os
u; (1) ({=1,2,-.-,m) sido também elemen-
tos de AT e definem o estado do sistema.

Sendo entio ¢ (f) a distribuicio de AT
associada ao operador linear Gy, 1,k =

,m, o sistema 4 pode escrever-se
com a forma

= 2
A2 TR

m

®) Z Jir * Uk = VUp

k=1

Ll DL

e utilizando as transformadas de LLAPLACE

m

E 0k (2) 91 (2) = (2)

l=1,2,.00,m

onde 0,4 (:)=2(gus), o()=2(ui) e di()=

=L(v)y Lk ="L;2 . a5m
Se o determinante
A(2) = |611(2) O12(2) ++- 01 (2)
921 (z) O95(2) +-+ Ogm (2)
Om1 (z) 02 (2) *++ Omm (2)

é tal que eV, existem em VT e sio

A) |

tinicas as fungdes ¢ (2),k=1,2,...,m que
verificam o sistema 6. Elas séio as dadas pelas
relacdes

9: (2)= ZAM(Z)%(Z) k=1,2,...,

A()

onde cada um dos Ay (z) é o menor comple-
mentar do elemento 0, (z) afectado do sinal
(=D

Passando entiio as imagens inversas de
LApLACE, vem

we (H)=A (1)1 * iAkz(t)*v;(i) k=1,2,...,m

1=l

onde
At ) =2
Au(t):,g‘l[A“(z)}, Uy ksl 2 5 v0 s ms

O estado do sistema fica pois univocamente
eVt.

determinado sempre que :
A(z)
Se no sistema 5 substituirmos agora um
dos ¢;1(¢) por uma variavel complexa A, o
determinante A(z,2) fica a depender do 2,
e pode-se entdn discutir para que valores de
X6 SEHLA, um elemento de V. Para esses
A(z, )
valores obtém-se solugdes da forma

wi(h, ) =ATQ, t)*ixkﬂ(?.,i)*v;(t)

=]

onde os A“l(k,t).AM(l,t), k,=1,2,..c,m,
sio funcbes vectoriais de A, com valores
em AT,

A possibilidade de substituir A por um
certo g(r)6A+ esta entdio sujeita as condi-
¢des descriptas no paragrafo 4.

4, Consideremos um servomecanismo que
consiste em dois aparelhos, um de entrada e
outro de saida, devendo o segundo reproduzir
os movimentos do primeiro com a maior pre-
cisdio possivel ; ele contém também um ampli-
ficador que gera uma corrente 7 (t)=g; ()*¢(t)
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onde ¢(?) 6 a tensdo aplicada na sua entrada,
e um motor accionado por ¢ (t), por forma
que a posicio wv(f) do aparelho de safda é
uma fungiio linear de #(t):v (t)=gq(t)*2(?).

Posto isto, pretende construir-se um apa-
relho X que mediante as posi¢des do aparelho
de entrada u(¢) e do aparelho de saida v (%)
forneca uma tensio a aplicar a entrada do
amplificador por forma que:

a) e(!) seja uma fungio linear da dife-
renca u(t) — v (t);

b) O aparelho de saida reproduza os mo-
vimentos do aparelho de entrada.

Substituindo por A (variavel complexa) a
distribui¢iio correspondente a X, podemos
escrever as equacdes :

1. e(t)=A(u—v)
2. ()= g1 *(\(u—1))
3. v()=gaxg1*(A(x—))
e portanto
O+ Agaxgr)*v=2Agaxgr*u

P6e-se entio o problema de saber para
que valores de AeC 6 invertivel a distri-
buigiio 0 +Ags* ¢y, isto é, em que valores
de 1eC esta definida a fungio vectorial

®(2) =2ga% g1 *(O+Agax gyt

Ora de acordo com os resultados do para-
grafo 4, esta func¢ido esta definida para todo
o A tal que

My @0E) |+
1+ 26, (2) b2 (2)

onde 0;(2) =L(q) e 02(2) = L(g2).

De acordo também com (D) do paragrafo 4,
a saida sera uma funciio linear da entrada,
ge ao aparelho X corresponder uma distri-
buigdo g tal que

8.(2) 9 (2) 82 (2) s
140(2)0; () 82 (2)
onde 0(z)=2<L(g).

Nessas condi¢des, vem

o 0(2)61(2) 02 (2) Feri
® £[Lw@m@wa ®

Suponhamos agora que existe um filtro
regularizavel ¢ de conjuntos do plano com-

plexo, tal que ®e A(g,A™), o que o filtro
espectral de ¢ 6 mais fino do que §. Nessa
conformidade, e na medida em que

0(2)0:(2)92(2) _
1+ 6(2)6; (2) 62 (2)

sera também
v(t)=3d(t)*u(t).

5. Dada uma fungiio qualquer 6(z)e V'™,
holomorfa num semi-plano direito

Va=1|26C:Rez>a}, a real,

e do crescimento lento sobre o fecho de V,,

oxiste sempre uma sucessio de fungdes Tacio-

nais (ps(z)) com polos no complementar do
fecho de V., que converge em V1 para
0(z). Este resultado demonstra-se tendo em
atencdo que existe um natural » e um com-
plexo y tais que

od-}ioo

+
N e=r 40
S e fq@—ywo—z>dk

&—ico

Posto isto, sendo g = £71(8(2)), a suces-
sio (g.) constituida pelos elementos g, =

=-f-1(pn(z))s converge em AT para g.

Por outras palavras, o conjunto dos elemen-

tos de AT que sio produtos de convolugio
finitos entre elementos de forma ¢ + 84,
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e'h(t) ¢ wd com B e weC, é denso
em AT, '

Este resultado, aplicado aos circuitos, po-
dera eventualmente justificar o tracado de
circuitos equivalentes.

6. Uma extensdo possivel do conceito de
«estabilidade de uma rede ou de um eircuito»,
a situagdo presente, 6 a que resulta da se-
guinte defini¢iio : dada uma rede linear, diz-se
que ela é estavel quando as distribuiges
gix () e AT associadas a essa rede, isto 6, as
respostas a impulsos de Dirac, sio distri-
bui¢tes de decrescimento rapido.

As imagens de Fourier destas distribui-
¢des sdo fungdes ¢(z), holomorfas no semi-
-plano Imz >0, e tais que o limite

(M lim (e + iy) = g («)
y->0F

é uma fungdo ¢(w) indefinidamente diferen-
ciavel e de crescimento lento sobre R. O li-
mite entende-se no sentido da topologia que
se utiliza geralmente sobre o espago vectorial
S destas funcdes [4], e de acordo com a qual
9(w + 7y) e as suas derivadas o¢®(w + ¢y),
k=1,2,..., convergem uniformemente so-
bre os intervalos compactos de R para ¢(w)
e gW(w), k=1,2,..., respectivamente.

Usando pois a identificagio ¢ (z)=yg ()
assinalado no fim do paragrafo 2, podemos
dizer que as respostas de frequéncia destes
circuitos sio fungdes de S.

Relativamente &s fungdes de transferéncia,
pode-se por sua vez dizer que elas sio
fungdes 0 (z), holomorfas no semi-plano
direito Rez>0, e tais que existe o limite
lim+ﬂ (x+7y) em S.

z-0

Do resto sabe-se que toda a aplicagio li-
near continua G do espago vectorial S' das
distribui¢des temperadas em si mesmo, comu-
tavel com a translaccio é da forma

G(f)=fgg(t—-i)f(i)di

onde ¢ é uma distribuicio de decrescimento
rapido [1]; e reciprocamente,

Aplicando entdo a transformacgido de Fou-
RIER a esta igualdade, obtém-se

G ()= % (9)2<5(f)

onde F(g)eS, #(f)eS', e amultiplicagio
assinalada no 2.° membro desta igualdade é
a que se costuma definir entre elementos de
S e de 8'. Nesta igualdade, foi também
utilizada a identificacdo, referida no para-
grafo 2, entre fungdes hslomorfas e distri-
buigdes.

7. Num meio material a polarizagio eléc-
trica P em cada ponto é uma funcio linear

P G(E) do respectivo campo eléctrico E
nesse ponto; se as caracteristicas do meio néo
se alteram com o tempo, G é comutivel com
a translagio no tempo.

Por forma semelhante & usada no paragrafo
1, podemos entdo definir nove aplicagdes
lineares Gy (I, k=1,2,3) que permitem
relacionar as componentes P, da polarizagiio
eléctrica com as componentes J; do campo:

]
P}= G;k(E;‘) l=1,2,3.

Para cada par I,k, Gy (E;) daacompo-
nente ! da polarizagio criada por um campo
eléetrico E; com a direcciio k.

Uma interpretagio suficientemente geral
sera entdio supor que estas componentes (va-
riaveis com o tempo) sio elementos de A,
e que os operadores G,z sido do tipo consi-
derado no paragrafo 3.

Nessas condigdes pode escrever-se

5

P(t) = 2 eg Xux * B (1)

k=1

e

onde para cada par [,%k, ¢ X4 (t) designa o

ket

Ak R
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elemento de AT correspondente ao operador
G, isto é, a polarizacgiio criada na direcgio
! por um campo eléctrico 3(¢) de direcgio
I, e ¢ a constante dieléctrica do vacuo; as
transformadas de FouRIER destes elementos
Yix (t) constituem o tensor da susceptibilidade
eléctrica do meio.

De forma semelbante, podem também rela-
cionar-se a indug¢io e o campo magnético, e
determinar os elementos py; (¢)€ At corres-
pondentes ao tensor da permeabilidade mag-
nética.

Sendo o meio isotrépico, estas distribui¢des
sio de forma X (1) =diu X (1) e pu(t) =
=0,z (1), onde X(t) e p(f) sio elementos
de A+, e 0y designa o simbolo de KroyE-
CKER. Se existir uma distribui¢io =(f) tal
que

n(t)*n(t) = (1 4+ L(@)*p(t)

ela correspondera naturalmente ao indice de
refracgiio, e sera da forma «d(f) (2= cons-
tante) quando o meio ndo for dispersivo. A
transformada de Fourier de =(f) permite
determinar a velocidade de propagacdo das
ondas no meio, em fungio das respectivas
frequénciag.

NOTAS

(1) Considerando o espago vectorial das fungdes

complexas, limitadas f(¢), munidodanorma ||f|[[=

= sup | f(¢)|, a topologia A é a do limite induc-
teR

tivo dos espagos imagens daquele pelas aplicacoes
f= Dr(enlt f(2).

(2) Uma funglo ¢ (#) diz-se de crescimento lento
sobre um conjuto © do plano complexo, quando

existe um inteiro p positivo e um y e C tais que
¢(2)
(z—77
(3) U é o quociente, pelo subespago dos polind-
mios inteiros em z, do espago das fungdes holomorfas
do crescimento lento sobre o filtro gerado pelo con-
junto dos complementares das bandas |Imz| <«
(z>0). A topologia de U é a do espago quociente.
(4) Considerando o espago vectorial das fungdes
complexas limitadas f(¢), munido da norma |[f]||=
= sup | f(f)|, a topologia do espago ' das distri-
teR

6 limitada sobre Q.

buigdes temperadas é a do limite inductivo dos espagos
imagens daquele pelas aplicagdes f—D" (1 +a?)" f (x).

(5) Uma distribui¢io g (¢) diz-se de decresci-
mento sub-exponencial, quando para todo o ke N,
ekl (g) ¢ é limitada: As imagens de Fourier destas
distribuigdes sBo fun¢des holomorfas o (z) que veri-
ficam a seguinte propriedade: ¢ (z) definida em semi-
-planos Imz>a e Imz<B («,B: reais) admite
prolongamentos analiticos a todo o plano complexo
¢t (z) e ¢ (2), que sdo de crescimento lento sobre
todo o semi-plano Im 2>+ e Imz<y (y: real)
respecticamente.

(6) Diz-se que uma base |G :keN! deum filtro
é regular, se ela é normal e distanciada, e se qualquer
seja ke N, a fronteira de G, é rectificivel apds
inversio.
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