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Como era já do conhecimento dos pitagóricos (século V e 

IV a.C.), certas relações entre os números inteiros podem 

ser descobertas representando números por conjuntos de 

pontos, arranjados de forma conveniente. Por exemplo, a 

figura seguinte:

sugere imediatamente que a soma dos primeiros n números 

ímpares é precisamente n2, ou seja:

1 + 3 + 5 + ... + (2n-1) = n2

Um outro exemplo é dado pela figura:

que sugere a relação:

1 + 2 + 3 + ... + (n-1) + n + (n-1) + ... + 3 + 2 + 1 = n2

de onde resulta:

 2 x (1 + 2 + 3 + ... + (n-1)) = n2-n,

ou 

1 2 3 1
1

2
+ + + + −( ) = × −... n n n

A Forma dos Números

Várias outras relações deste tipo estão propostas como exer-

cícios (com dicas e soluções) na página do Atractor, em:

http://www.atractor.pt/mat/sem\_palavras/

index.htm

sob o título “Somas com um nº finito de parcelas’’, num 

conjunto de “applets’’ de alguma beleza.

Estas representações dos números por pontos dão lu-

gar a toda uma variedade de conjuntos interessantes de 

números, nomeadamente os números poligonais: números 

triangulares, quadrados, pentagonais, etc... Em geral, o 

primeiro número m-gonal é 1, sendo o n-ésimo formado a 

partir do anterior acrescentando um ponto em dois lados 

adjacentes e completando a figura por forma a formar 

um polígono com m lados, em que cada lado tem n pontos 

contando com os vértices.

Uma ilustração interactiva está disponível em:

http://www.cut-the-knot.org/Curriculum/Alge-

bra/PolygonalNumbers.shtml

Um dos resultados mais notáveis relativos a números 

figurados é sem dúvida o resultado conhecido pelo nome 

de Teorema dos Números Poligonais, descoberto por Pierre 

de Fermat (1601 - 1665):

Todo o número (inteiro positivo) pode ser escrito

 como soma de n, ou menos, números n-gonais.

Em particular, todo o número se pode escrever como soma 

de, no máximo, 3 triangulares, 4 quadrados, 5 pentagonais, 

etc... Como acontece com muitos dos seus resultados, 

em especial em Teoria dos Números, não se conhece a 

demonstração do próprio Fermat.  Em 1772 Carl Gustav 

Jacobi (1804 - 1851) e Joseph Louis Lagrange (1736 - 1813) 

demonstram, de forma independente, o resultado de Fer-

mat para os números quadrados. Em 1796, e como resultado 
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das suas investigações sobre a representação de números 

inteiros por formas quadráticas, Carl Friedrich Gauss (1777 

- 1855) obtém uma demonstração para os números trian-

gulares, tendo anotado o acontecimento no seu pequeno 

diário matemático, a 10 de Julho desse ano, de um modo 

conciso mas expressivo:

ΕΥΡΗΚΑ     num = Δ + Δ + Δ

Em 1813 o resultado foi finalmente demonstrado em toda 

a sua generalidade por Augustin Louis Cauchy (1789 - 1857).

De modo análogo se definem números poliedrais e outras 

classes de números usando generalizações da noção de po-

liedro para dimensões superiores a 3. Há dois artigos curio-

sos sobre números poligonais e poliedrais do matemático 

francês Édouard Lucas (1842 - 1891), publicados na revista 

La Nature, em 1886, que estão disponíveis “online’’ em:

http://cnum.cnam.fr/CGI/fpage.cgi?4KY28.26/

58/100/432/0/0

http://cnum.cnam.fr/CGI/fpage.cgi?4KY28.27/

286/100/432/0/0

(e páginas seguintes...). 

No segundo destes artigos é esboçada uma demonstra-

ção interessante de um resultado muito bonito, que era 

já do conhecimento do matemático hindu Ariabata1 (476 

- 550), que o menciona sem demonstração numa sua obra, 

e que é o seguinte:

A soma dos cubos dos primeiros n inteiros positivos

é igual ao quadrado da soma desses mesmos inteiros.

Ou seja:

13 + 23 + 33 + ... + n3 = (1 + 2 + 3 + ... + n)2

Este resultado é mencionado no tratado de álgebra 

Al-Fakhri fi’l-jabr wa’l-muqabala (algo como o Livro Glo-

rioso de Álgebra), do matemático muçulmano Abu Beqr ibn 

Muhammad ibn al-Hasan Al-Karaji2 (c.~953 - c.~1029), com 

a demonstração que Lucas esboça, e que advém da seguinte 

observação.  Considere-se a tabela de multiplicação dos

números de 1 a n.

1 2 3 4 5 6

2 4 6 8 10 12

3 6 9 12 15 18

4 8 12 16 20 24

5 10 15 20 25 30

6 12 18 24 30 36

Tabela de multiplicação 6x6.

Cada um dos seus gnomons (um gnomon é uma figura 

com a forma ), marcados na figura por tonalidades dis-

tintas, é igual a:

n x (1+2+3+...+(n-1)+n+(n-1)+...+3+2+1) = n x n2 = n3, 

por um resultado acima mencionado.  A soma de todos os 

números da tabela de multiplicação n x n é assim igual à 

soma dos primeiros n cubos. Mas é também igual a (1 + 2 + 

3 + ... + n)2, o que se torna claro visualizando a tabela de 

multiplicação com pontos, da seguinte forma:
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1 Não temos a certeza se esta é a forma como deve o seu nome ser trans-
literado para português. Em inglês, é Aryabhata. 

2 Usamos aqui a transliteração para inglês, por desconhecimento de como 
deverá ser feita para português.


