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Generalizacion a la esfera del teorema de Pilagoras

por Alfonso de Urquijo

(aluno de la «Escuela de Ingenieros Agrénomos» de Madrid)

Damos a continuacién el enunciado y demos-
tracion de un sencillo teorema de Geometria esfé-
rica, del cual no tenemos referencia, a pesar de
las indagaciones hechas.

«Dado un tridngulo esférico rectingulo en A4,
si consideramos los cuadrildteros construidos
sobre la hipotenusa y ambos catetos, formados
por los tres lados, y el arco de circulo maximo
cuyo polo es el vértice opuesto al lado en cues-
tién, se verifica que el area del cuadrilatero esfé-
rico formado sobre la hipotenusa, es igual a la
suma de las areas de los cuadriliteros formados
sobre los catetos.»

El exceso de un cuadrildtero esférico, o sea su
area, como es sabido, es la suma de sus dngulos
menos cuatro rectos. Veamos cual es el area del
cuadrilatero BCNM construido sobre la hipote-
nusa. Los angulos en M y /N son rectos, por pasar
AM y AN por el polo 4. El angulo NCB es su-
plementario de C, el CBM, lo es del 7.

Luego S,=S (BCNM)=2+(2— B)+(2—C)—4—
=2—(B+C). El area de 4BPQ sera: angulos en
Py O rectos, angulo 0A4F es tambien recto, por
ser suplementario del 4, y d4ngulo 4BP suple-
mentariodel B, luego S,=S(ABPQ)=3+(2—B)—
—4=1—275. Analogamente S,=S(ACRT)=1-C.
Luego S,=5,+.S,.

Puede ocurrir que alguno o algunos de los cua-
drilateros que se formen sean céncavos, nuestro
teorema es igualmente vilido en estos casos, sin
mas que orientar el perimetro de los cuadrilate-
ros en un sentido ciclico, teniendo en cuenta el
principio de Gauss para los signos de las areas.

Sumando

Por ultimo, si el tridngulo no es rectangulo,
efectuadas construcciones andlogas, resulta el
seguiente teorema: -

<El area del cuadrilitero construide sobre un
lado, es igual a la suma de las areas de los cua-
drildteros construidos sobre los otros dos lados,
menos el area del huso que tenga por édngulo
un recto menos el opuesto al lado en cuestion»,
S.=58,+5.—Hy,
La demostracion es immediata,

S¢=S{r+sc—Hﬂﬂ—.l
S,=S5,+S,— Hys
S¢=Sﬂ+§$_Hm—C

SatSy+S.=Hy s+ Hyp+Hoc=
=Hy_(a+pr0=Hpsr
Es decir que la suma de las tres areas es equi-
valente al area de un huso cuyo dngulo vale un
recto menos el exceso del triangulo dado.



