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M A T E M A T I C A S S U P E R I O R E S 
PONTOS DE EXAMES DE F R E Q U Ê N C I A E F INA IS 

ÁLGEBRA SUPERIOR —MATEMÁTICAS GERAIS 

F. C. L .—Álqe i ih í SurKRion - - 1 ° oxame de fre-
quência 1949-50. 

- 3 1 8 2 — a ) Demonstre que toda a sucessão monó-
tona tem limite. 

Seja 

b) Mostre que JÍ^ e % _ ( são sucessões monó-
tonas. c) É a sucessão u„ convergente? No caso 
negativo indique os seus limites máximo o minimo. 
cíl Com que valor de o pode convergir a sucessão 
do termo geral u* (responda i pergunta som calcular 
o valor de (»,) ' ) • 

3183 — a) Defina uma série absolutamente con-
vergente e mostre que a soma duma série absoluta-
mente convergente é independente da ordem dos seus 
termos, b) Como se comportam a esse respeito as 
séries simplesmente convergentes? Em que funda-
menta a resposta? c) un/a„ tem limite finito com u„ 
qualquer e a „ > 0 . Sendo 2a„ uma série conver-
gente prove que â uma série absolutamente 
convergente. Na hipótese de ser divergente em 
que condições pode ainda Zt(„ convergir absoluta-
mente? E convergir simplesmente? (í) Verifique 
pelas conclusões anteriores a convergência absoluta 
da série de termo geral log ( l + 2 /n s ) . 

3184 — Seja / ( x ) uma função contínua no intervalo 
aberto (o,6) com limites laterais / ( a + 0) e fyb—0) 
de sinais contrários. Mostre que / ( x ) se anula em 
algum ponto interior a ( a , b ) , 

3185 —a) Mostre que uma função com derivada 
finita num ponto o nesse ponto continua. 6) Deter-
mine a derivada na origem de g (x)—xf(x) em que 
f (x) é uma função contínua nesse ponto, c) Pode 

para esse efeito ser / ( c ) —arctg — ? 
as 

finida para qualquer valor finito de x (a (x) é a 
oscilação de y no ponto de abcissa a:) b) Consi-
derando a hipótese do / ( x ) estar definida para 
qualquer valor de x e só admitir pontos isolados 
de descontinuidade, prove que o mesmo acontece 
com 6> (x) . 

F. C. P, —Álgebra Snperior — I," exerc ido de rovi-
são —Dezembro de 1950, 

3187—Se ja (AjB) uma cisão definida no con-
junto dos números racionais positivos. Provar que 

também uma cisão, sendo l/B e 1/A , m -
respectivamente, os conjuntos dos inversos dos ele-
mentos de B e do A . R : a) Todo o núumero da 
classe l / B é menor que qualquer número da classe 
l / A ; b) como qualquer número racional pertence a 
A ou B , sendo x um número racional, o seu inverto 
l /x (também racional) pertence a A ou B ; portanto 
a jiertence a l/A ou l/B, 

1 + i l 
318S - Provar que a relação z' trans-

I—ia 
forma o segmento do eixo dos xx. compreendido 
entre os pontos o —1, numa semi-circun-
ferência de centro na origem, que passa pelos pontos 

= 1 e »' ——1. R : Consideram-se os valores reais 
de s , tais que \ z \ 1 . Para esses valores, é claro 
que, sendo 

(1-t-iz)? 
< 1 - Í x ) ( l + Í » ) 

1 —zr-f-2 iz 1 —z ! 

1 4 - s 3 + i : 
2z 

1+Z* 1 + 2' 

o mádido de •/.' é igual a 1, e o seu argumento I 
iiarto entre — ir/2 e it/2 - [cos 9 ^ 0] . Para z — 1, 
item z' — l , e para z = — 1 , z' = —1. 

3189 — a) Se x ^ y ^ s , e se 
x* 1 + x 1 

1+!/3 

l + ü í 
y .0, 

provar que l + x y » = 0 . R : Note-se que 

3186 — a) Seja y=*f(x) uma função limitada num X X- J +x3 X 1 
conjunto (x) com pontos em qualquer parte («,&) y yi li-yS — y yi 1 + xyz 1 y y' 
do eixo real. Verifique que a função «(a;) está de- z z* 1 t-K' E 1 1 2 Z= 
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6) Calcular, a partir da definição, o determinante 
1 0 0 

A — 0 1 0 
0 0 1 

3190 — Resolver discuti rido-o, o sistema linear 

ax + by + cu + dt k 
a?x + tf y + d* t ~ k* 

o5 x + 4a y + e +• ci31 ^ K1 . 
3191 — Sendo a e [i dois números reais definidos 

por pares de sucessões convergentes, 
«1 , a j , — i a*. 

> h, i b- i 
« ' l 1 I1 ! t -
b'i > b'i 1 " • ,M 

mente 

provar que o par de sucessões 

l , ( i i+6 ' i ) /8 , , (A, + « ) / a , -
dofine um número real e que esse número é precisa-

• + P 

3192 — Sendo í uma variável real de quadrado 
menor que 1 , provar que o afixo dum número com-
plexo í + \/t* — fi pertence sempre ã circunfe-
rência de centro no afixo do ndmero —1/2 o raio 1/3. 

3193—Resolver, graficamente, o sistema de equações 
r | i - » ( - 2 
í | . - ( 1 + <)|-|» + (1 + 01 

3194 — Se X—o + £6 e X'=-a — ib, provar que 
os números X" — X1" (n , inteiro e positivo) o 
X" + X1" são imaginários puros. Nota — Recorrer à 
X" —X'* 
representação trigonométrica. 

3195 — Partindo da identidade 
a + ib 

a? + tf + o» + d* 
c -f- id 

— c + id a — ib 
justificar o seguinte teorema de de Euler: «o pro-
duto de dois números, cada um dos quais é a soma 
de quatro quadrados, 6 ainda a soma de quatro 
quadrados». 

3196 — Se x , y , z não são todos nulos o se 
ax + by -f cs = 0 
bx + cy -f az = 0 
cx + ay -f- bi = 0 

provar que, ou a-f-ó-f-c^O ou a* + -(-(£ — ai>—ac— 
- > 3 - 0 . 

SoInçOea dos ; i 3 1 S 7 a S1S9 d« A. Audrade (rui |d&riât 

I . S. C. E. F- — M A T E M Á T I C A S G E R . W S - 2.* exame 
de frequência — 30 de Junto de 19Ü0, 

3197 — Defina função homogénea e demonstre que 
a derivada pareial de uma tal função è também ho-
mogénea. Verifique a homogeneidade da função [/(y/x) 
0 calcule o seu grau. Supondo a função g (u) difere n-
eiável mostre que a função g (y/x) verifica a identi-
dade do Euler . R : Corno g (yt/xt) =• t" g (y x) para 
1 + O í t > - 0 , então g (y/x) é homogénea de grau zero. 
Posto isto mm: x- g', (y/x) - ( — yj x2) -j- y • g', (y / x) . 

1 7 7 
. - w 0 • g (y/x) e a função verifica a identidade. 

319S — Defina integral no sentido do Riomaun de 
uma função / ( x ) limitada no intervalo ( » , 6), Defina 
primitiva da mesma função no mesmo intervalo. Sc 
f ( x ) é integrável c primitivável em (a , b) , como se cal-
cula o seu integral naquele intervalo? Justifique, Des-
creva e justifique o método de primitivação por decom-

•Ãx~2 posição e calcule a primitiva de — — - xl • sen x . 

P ——— + P -
„ „ 3 X - 2 
R : P P i ' , sen x 

x 2 - 2 x X*—2x x(x —2j 
- Px* - sen X — log C ( i ! - 2x) (x —2) + 

+ x ! cos x — 2 (x sen x + cos x ) . 

3199 — Prove que efectuando a operação de Jacobi 
sobre um de terminante o valor deste não vem alterado. 
Descreva o cálculo aliruviado de um determinante 
(n>-3}. Enuncie o primeiro teorema de Laplace e 
aplique-o à segunda coluna do determinante 

1 3 2 
2 2 1 
3 1 3 

(Defina previamente os termos com que enunciar o 
teorema de Laplaco). R : O teorema, de Laplace a que 
se refere a questão é o seguinte: um determinante é a 
soma dos produtos dos elementos de uma ftla pelos res-
pectivos complementos 

• - S x 
2 T 
3 3 + 2 x 1 2 

3 3 
1 2 
2 1 

3200—Trate o problema da determinação das 
raízes inteiras o fraccionarias de uma equação al-
gébrica de coeficientes inteiros e deduza condições 
necessárias de existência dessas raízes. Prove que 
a equação f (x)=«0 de coeficientes inteiros não admite 
raizes impares se um, pelo menos, dos números / (—1), 
f ( +1) for ímpar. 
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I. S. C. E. F. — M A T E M Á T I C A S G E B A I S — 2." Exame de 
frequência — 2.* chamada. 1950, Julho, 15. 

2 
3201 —Calcule a primitiva de / ( « ) x (x—1) 

-t-aen* x • cos x . Descreva e justifique o método de 
primitivação por substituição, R : 

2 1 
P — h P sen* x • cos x = - P 3 sen* x • cos x + 

x (x —• 1) 3 

+ P 
( * - ! x ) 

sen3 jc 
+ l ogC Ct1)' 

3202 — Dada a função z=f(x,y) quando & ela 
diferenciável no ponto P (a , b) 1 S u p o n d o f ( x , y) dife-
rencia vel em P ( o , i ) , seja M(x,y) um ponto vi-
zinho de P e calculo o limite da função qnando o 
ponto M se desloque para P . Justifique. Sendo 
se —tp (í) a (í) e as funções tp e ^ diferenciá-
veis no ponto que faz » ^ a tj (ío) = b índi-

ds 
que o valor da derivada —- no ponto Para d t 

+ e com x sent e cost calcule 
dz 
— no ponto t—^jA, í í : 
dt 
r d i 
L d t 

i _ r i » - i . r i í i + r ü i 
_Jir/4 L d x j x - s e n i r / í L ^ U « / * L d y J i — M i r / 4 

y=»tir /4 r-c a* is fé 

m Ldt J ^ 
5v {2 ^ 2 _ V 2 j / 2 

' 2 ' 2 2 ' 2 0 . 

3203 - Enuncie o teorema de (TAlembert e deduza 
a decomposição em factores primos de um polinómio 
de grau n . Determine um polinómio de grau mínimo 
e de coeficientes racionais que admita a raiz , a 
raiz dupla 2 — i e que assuma o valor 4 para x—2. 
R : a0 (x - v^2) (x + t/2) (x - 2 4- i)* {x — 2 - Í>= = 
- ao ( x » - 2 ) [(x —2)* +• l p e para x = 2 vem 2 a o - 4 
portanto 2 {x ' —2) [(x — 2)I + 1] ' é o polinómio pedido. 

3204 — Enuncie o 1.* teorema de Laplace e o seu 
consequente. Justifique este último. Verifique que ó 
nulo o determinante A e determine uma composição 
linear das linbas. 

2 —1 2 - 1 
2 4 0 - 2 
1 —3 2 0 

- 1 0 3 4 

R : Pelo primeiro teorema de Laplace aplicado à 
primeira coluna: 

2 (50) + 2 ( - 2 5 ) + 1 ( - 5 0 ) — 1 (0) = O 

e aplicando o consequente às outras colunas veem as 
relações : 

- 1 (50) + 4 (—25) — 3 (—50) + O (0) - 0 
2 (50) 4- 0 ( - 2 5 ) + 2 ( - 5 0 ) + 3 (0) - 0 

—1 (50) + 2 (—25) + 0 (—50) + 4 (0) - O 
que somadas c representando por L^ Lj L3 L^ as ma-
trizes linhas e por O a matriz nula de tipo ( 1 x 4 ) : 
(50) L[ + ( - 2 5 ) L, + ( - 5 0 ) L , + (0) L4 - 0 -
Sotuçíes dos o . " 31!»7 a 3201 de J. Rlljelre de Albuquerque. 

\ 

G E O M E T R I A 

F. C. C . — OSOJÍETITIA D E S C R I T I V A — 2." exame de 
frequência, 1950 — Ponto n." 1. 

3205 — Conduzir por um ponto do 1." bisscctor 
uma recta que faça ângulos de 50° com uma recta 
vertical de afastamento 4 cm. e com a L. T . R: A 
recta pedida é a 3.' aresta dum triedro cujas faces 
medem 50° , 50° e 90" . As outras duas arestas são 
paralelas a L. T. e à recta vertical respectivamente. 

3206 — É dado um plano cujos traços formam 
ângulos de 45a com L. T. Por um ponto qual jner do 
plano conduzir as rectas deste que formam ângulos 
de 60" com uma recta vertical de afastamento nulo. 
R : Considere a superfície cónica de revolução de eixo 
vertical, vértice no ponto de intersecção da L. T. com 
o plano dado e tendo por meridiana principal duas 
rectas que fazem ângulos de 60* com o eixo. Determine a 
secção feita nesta superfície pelo plano dado. As rectas 
pedidas são as paralelas conduzidas pelo ponto às duas 
rectas que formam a secção. 

D E S C R I T I V A 

3207 — Por um ponto de cota 3 cm. c afastamento 
4 cm. conduzir os planos que distam 2 cm. da L. T. 
R : Planos tangentes conduzidos pelo ponto a uma su-
perfície cilíndrica de revolução tendo a L. T. por eixo 
e cujas geratrizes distam 3 cm. deste. 

Fonto n.° 2 

3208 — E dado um plano vertical inclinado 60" 
sobre o plano vertical de projecção. Conduzir por um 
ponto do 2." bisscctor uma recta que forme ângulos 
de 55° com esse plano e com a L. T. R: Considere 
com vértice no ponto dado um triedro em que uma das 
faces é limitada por uma paralela a L. T. e por uma 
recta normal ao plano dado. A recta pedida é d 3-* 
aresta deste triedro cujas faces medem respectivamente 
55«, 35*. e 30" 

3 2 0 9 — Determinar os pontos dum plano horizon-
tal de cota 3 cm. que distam 5 cm, duma recta do 
plano horizontal de projecção que faz com a L. T. 
um ângulo de 40." li : O lugar dos pontos é constituído 



to G A Z E T A D E M A T E M Á T I C A 

pelas duas rectas da secção do plano dado, na superfí-
cie cilíndrica de revolução cujo eixo é a recta do plano 
horizontal de projecção e cujas geratrizes distam 5 cm. 
daquele eixo. 

3210 — Por tuna recta do 1 bissector, cujas pro-
jecções fazem com a L. T. ângulos de CO.", conduzir 

os planos que fazem ângulos de 40° com L. T. 
K : Planos tangentes conduzidos pela recta dada a 
uma superfície cónica de revolução tendo por vértice o 
ponto comum à recta do 1° bissector f á L, T , esta 
por eixo e de ângulo no ixrtice igual a 80° . 

S o l u c e s dos li."' 3205 a 3310 do j o i o Farini» 

A N Á L I S E I N F I N I T E S I M A L 

I. S. C. E. F. — ANILISU Is'FIS»TI;SIUAI, — 1.° exame de 
frequência ordinário — Fevereiro 1949. 

/ * " 3 : H 
3211 — Estndar o integral I — dx e, cm 

J o ( s 3 + 1 ) 5 

caso de convergência, calculá-lo. R: O integral écon-
vergente porque 

l i r a ï ' - : 1 (S - 5 > 1) -
( x ' + l ) 5 

Integrando por partes tem-se : 

d x - r —1" + / 
Jc ( ! + » ' ) » L ( l + x ^ J o * Jc 

xdx 
( i + x s ) » L a + x 3 J ! J o ' . / o í ^ + i ) * 

r" xdx 1 r —1 'j™ 

\ h <*+! )*<x*-x + l)* ~ " 9 l l T . l " 
i r * I™ 1 >o° 2x — 1 

1 
xS — X H-1 

JL / 2dx 1 
9 X ( x t - x + 1 ) * fl4 

9^27 3 1/27 V /̂J 9\ \/V 
Cs 1 - a cos a; 

— Calcular / -= / 2 dx . J 1—« cos x -t a2 
o 

J \2 1 — 2 a cos x + a 2 / 2 | j 0 

3212 

E : 

-2 acos x + t f j 
+ 

d x 
( M D -

(l+a2) (cosí x/2+sen }x/2)—2a(cos !x/2-6en?x/2) 

ir / I a=\ f l 
d -

d x 

(1—a)z cos " x /2+(l+a-} sen1 x/2 

ir , n a*\ / 2 

•4 + 2 { ï - 2 ) j ã= 
see' x/2 dx/2 

ï + ( 1 ~ a î ) ( l + a ) 

a)* + [(1 + a) tg x/2]1 

<l+a)tgx/2-|í are tg -

ir l-t-a 
- + aretg —— • 
4 1 —a 

1 — a 

3213 — Dá-se um tetraedro A D CD; sejam SA , 
S j , | SD quatro escalares iguais às áreas das faces 
do tetraedro. Considerem-se quatro vectores normais 
às faees, dirigidos do interior para o exterior do 
tetraedro e de módulos iguais a K $A , K ,SH, KSC e 
K S „ , sendo K um número positivo; demonstrar 
que a soma destes 4 vectores c nuia. R : 

S-= 1 AC A AB + ÃB A Ã D H-

+ AD A AC + CD A CB 
mas 

CD •> AD — ÃC . CÍí = AB — ÃC 

CD A CB - (7\f> - Á c ) A (AB - Ã c ) 

= Ã D A ÃB - ÃD ÃC - Ã C A ÃB 
Logo: 

S - ^ [ Ã C A ÃB f ÃB A ÃD -Í ÃD A AC + 

+ ÃÍJ A ÃB — ÃD A Ã C — Ã u A AB = 0 
q. e. d. 

Note-se que os redores nag circunstâncias do p ra-
li 

blema são o produto de —, pelo produto externo dos 

vectores arestas do tetraedro. Solnçdog dos II, 3211 a 3213 do M. Soares Madureira 

ME C A N I C A R A C I O N A L 

F. C. P . — MKCÂNICA RACIONAL — O u t u b r o de 1 9 5 0 — 
1.* chamada. 
3214—Um referencial rigido Axyz cujo eixo Az 

coincide constantemente cora Oz está animado de um 

movimento helicoidal relativamente a Oxyz, a) Fi-
xar as leis temporais de variarão dc s (cota de A) 
e de 4> (ângulo de Ax com Ox) para que o movi-
mento seja de passo p e ainda de modo que um pon-
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to M ã distância a do eixo Az (ponto que pode (ser 
escolhido sobre Ax) possua um movimento de acele-
ração tangencial constante e igual a b. b) O movi-
mento obtido na alínea precedente pode, em projecção 
sobre Oxy, obedecer à lei das áreas relativamente 
a O? Justificar a resposta e, não sendo afirmativa, 
dizer qual deveria ser a lei do movimento helicoidal 
para aquela condição ser satisfeita. 

3215 — Um ponto material M de peso mg e massa 
m é obrigado a mover-se sobre a parábola perfeita-
mente polida y* = 2ax cujo eixo Ox é vertical. Além 
do peso actua sobre o ponto uma força constante mb' 
paralela a Oy. a) Escrever as equações do movi-
mento de M sob a forma de Mac-Laurin. 6) Escre-
ver o integral da força viva expresso nas coordena-
das do ponto e das suas primeiras derivadas, c) Sa-
bendo qne o ponto no instante t—O se encontra na 
posição de ordenada y ~ a , calcular a velocidade que 
deve ser-lhe comunicada nesse instante para que 
atinja o vértice da parábola com velocidade nula. 

3216 — Um disco circular vertical de centro C e 
raio b pode rolar sem escorregamento sobre um eixo 
horizontal AH. Ura fio inextensível ES DM está 
fixo cm E à periferia do diseo, aplica-se sobre ele, 
abandona-o horizontalmente em S e depois de passar 
através de um anel D perfeitamente polido cai ver-
ticalmente sustentando na extremidade um peso p. 
ít) Sabendo que em C actua uma força horizontal 
F , calcular o seu valor de modo que o disco e o 
ponto estejam em equilíbrio (aplicar o teorema dos 
trabalhos ou das velocidades virtuais), b) Calcular 
as componentes da reacção que se desenvolve no 
ponto de contacto do disco com a horizontal AB • 

I. S. T. — M E C Â N I C A R A C I O N A L — Exame final — Outu-
bro de 1950. 

3217 — E dado um sólido $ cujo elipsóide de 
inércia, em relação ao ponto fixo O do sólido, é de 

revolução. O sólido está animado dum movimento de 
1'oinsot em relação ao ponto O. Escrever as equações 
de Euler e integrá-las, determinando as equações do 
movimento. R : Seja A x ! + A y 3 + C z ! = l a equação 
do elipsóide em relação ao ponto O, As equações de 
Euler serão: 
dp ^ dq dr ( C \ 

que, integradas, dão 
p = Cj sen jj.t + c3 cos tit 
q = Cj sen jt t — Cj cos j» t [t = k ci 
r = c , . 

O sólido tem pois um movimento de rotação em torno 
—> 

do ponto O , definido pelo vector pi -)- q J + rK. 
3 2 1 8 — Um ponto P, de massa m, move-se sem 

atrito, sobre uma recta OP que, por sua vez, está 
animada duma rotação uniforme, nura plano lixo (ttay), 
em torno da origem O. Não bá forças activas. Achar 
a força viva, escrever as equações de Lagranpe e as 
equações canónicas de Hamilton, R : Em coordena-
das semi-polares (R , S , K) será 

p _ 0 = r e í w u-vrotação 
e a força viva toma a forma 2 T = ra (r' ! + r2 w-) 

As equações do movimento serão então 

F„ = ra (r" — ruí) r F s = ~ m r? «2 . 
d t 

3219 — Verificar que o ponto P definido pela 
equação 

bl(P-B1)+bz(P~Bz)+ ••• -rb„(P-SJ "0 
é o centro de gravidade dum sistema de massas 
bt, b, • • • b„ colocadas respectivamente nos pontos 
B i , B f - B „ . R i Da expressão corrente que define 
o centro de gravidade M (G —0) = m, (P, —0) resulta 
imediatamente mi (G —P, )=0 , igualdade equivalente 
ít equação proposta. 

SoluçOas dos n." 8217 a »219 de J. Gflsjinr Tuixuirs 

B O L E T I M B I B L I O G R Á F I C O 
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85—SBMPLB, J. G., and ROTH, L . - In l roducl ion 
lo Algebraic Geometry. Oxford, at the Clarendon 
Press, 1949, xvi-f-446 pp. Price ííOs. net. 

A nuestro juicio, el mérito principal de la obra que 
vamos a pr<isentar reside en el hecho de contener un 
vasto y bien elegido material experimental de geo-
metria algebraica. En tal sentido, lo consideramos de 
inestimable valor para el especialista de aquella dis-

ciplina. Dicho material eneuentra su lugar, no solo 
en la parte expositiva dei texto, sino también y espe-
cialmente en las numerosas notas y en los ejemplos 
y ejercicios, puestos al final do cada párrafo y de 
cada capítulo, seleccionados con el fino espírítu geo-
métrico que poseen los autores, ambos distinguidos 
investigadores en el campo de la geometria alge-
braica. 


