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3259 — Utilizando o teorema da deriva¢io dum
integral definido em relagio a um parimetro, mos-
trar que o integral

el
I = - i ol )
0
¢ da forma I= Ce %, sendo C uma constante. R :

dI R e
__f gt o
da o x2
a!

a dI : :
substituigdo - = t, lem-se — = 2f e T Vdt =
x da

E fectuando agora a

gl A d1
-—2 e~V dt=—21, donde T=—Qda.
0

Integrando : log I=logC—2a ou I= Ce 2. Fazendo

el -1 0
a=0 tem-se 1 —/ e~ dx=C e, comof e X dx=
0 0

=7, 1=z e,

3260 — Fungdes de variagdo limitada e absoluta-
mente continuas — Conceitos de integral de Perrox
e Dexgoy.

3 261 — Diferenciais de ordem superior 4 primeira
das fungdes de uma e mais duma varidvel.

Solugdes dos n.% 3258 e 3250 de J. Quadros e Costa.

CRITICA DE LIVROS

Espagos Veloriais Topolégicos por Leopoldo Nachbin, Nolss de Malemélica N.° 4.

Llivraria Boffoni, Rua do Chile, 1, Rio de Janeiro, 1948.

Este livro, de que é autor o Professor Leopoldo
Nachbin, faz parte duma colec¢io de monografias,
«Notas de Matemdtican, publicada sob a direcgiio do
Professor A. Aniceto Monteiro, quando da sua esta-
dia no Brazil. Trata-se do essencial dum curso de
Teoria das Fungdes, professado pelo autor na Secgio
de Matemdtica da Faculdade de Filosofia do Rio de
Janeiro.

O nome do Prof. Nachbin, que no dominio dos es-
pagos funcionais e dos espagos abstractos tem publi-
cado alguns trabalhos de grande mérito e de que a
cultura matemdtica brasileira muito tem a esperar,
¢ bem conhecido nos meios matemdticos interna-
cionais e sem divida também dos leitores da «Gazeta
de Matemdtican. Para estes niio constituird pois uma
surpreza o elevado interésse que este livro lhes podera
oferecer.

O objectivo central do curso ¢ uma introducio a
teoria dos espagos vectoriais topolégicos. Colocando-se
num alto nivel de generalidade, o autor considera
espagos vectoriais topolégicos sobre um corpo topo-
logico abstrato e niio especialmente sobre o corpo
dos mimeros reais ou complesos. 5 precisamente o
estudo aprofundado da teoria dos corpos topoligicos
que constitui a parte mais importante deste primeiro
tomo. A nogdo de corpo topoligico estritamente mininal,
criada pelo autor, permite-lhe obter uma nova caracte-
rizaclo dos corpos valorizdveis, isto ¢, cuja topologia
pode ser definida por meio dum valor absoluto, e
também formular, para os espacos vectoriais topold-
gicos cujo corpo de escalares é um corpo topoldgico

estritamente mininal, importantes propriedades que
adiante mencionaremos. (1)

Para conduzir o leitor até estes belos resultados,
cujo interéésse ndo=reside apenas na sua originalidade,
o autor fornece, nos primeiros seis pardgrafos do livro,
todas as nogdes e teoremas necessdrios a uma ini-
ciagio neste dominio, nfio pressupondo conhecidos
senfio o8 preliminares da teoria dos conjuntos.

Assim, no § 1 sfio dadas as defini¢des de espago
topoldgico, subespago, transformacio continua,
espago topolégico separado, ete. Ao produto de espagos
topolégicos é concedido aqui o lugar importante
que ele merece, pela sua utilidade neste como noutros
capitulos, O § 2 consta das defini¢des de corpo e de
subcorpo ¢ o § 3 trata de corpos topologicos e das
propriedades fundamentais desta noc¢do. Veem a se-
guir, no § 4, os espagos vectoriais sobre um corpo
comutativo abstracto. A recta, o plano e o espago
euclideano tridimensional sdo apontados como exem-
plos de espago vectorial ¢ designados para servir de
ilustraglo geométrica intuitiva as nogdes a seguir
introduzidas. Isso facilitard particularmente a com-
preensdo do significado das nogdes de subespaco
vectorial, variedade linear, homotetia, transla¢io,
produto de espacgos vectoriais, forma linear, ete.

O &5 é consagrado aos espacgos vectoriais topold-
gicos (sobre um corpo topoldgico) que sio definidos

(') O autor publicou, de resto, outras aplicagdes desta noglo,
noma nota «On strictly minimal topological division rings»,
Bulletin of the American Math. Society, 55 (1949) p.p. 1128-1136.
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como espagos vectoriais munides duma topologia tal
que as operagdes de adigdo vectorial e de multipli-
caglio por um escalar sfio continuas. Destes espagos
sfio demonstradas algumas propriedades simples
fundamentais, nomeadamente as condigdes sob as
quais ele se torna um espago separado (de Hausdorff),
bem como a caracteriza¢io das vizinhangas da
origem. S3o consideradas a seguir as transformagdes
lineares continuas e os homomorfismos continuos
entre dois espagos vectoriais topoldgicos, mostrando-
-se como se constroiem as imagens homomorfas
(directa e inversa), sobre um espago vectorial, da
topologia dum espago vectorial topolégico.

Muito criteriosamente, o autor ocupa todo o § se-
guinte com o estudo dos conjuntos limitados num
espago vectorial topoldgico, dedicando particular
cuidado & apresentacgfio desta nogio, que tio grande
importincia assume no desenvolvimento da teoria dos
espagos vectoriais topoldgicos. A defini¢io rigorosa
da nogdio de parte limitada é esclarecida pelo asen
contelido geométrico: uma parte L ¢é limitada se e
s6 se ela pode ser tornada, por meio de uma homo-
tetia de centro na origem 6 e de razio 1==0
conveniente, tio pequena e préxima de 6 quanto se
desejar». Ou, o que ¢ equivalente, «se toda a vizi-
nhanga da origem 6 pode ser ampliada por uma
homotetia de centro 6 e razdo i conveniente, de modo
a abranger L » (pig. 42 e 43). Afora casos triviais
sem interésse, um espago topoldgico ndo é limitado
e, se for separado, nfio possui subespagos limitados
além do subespacgo formado pela origem. As proprie-
dades cldssicas fundamentais dos conjuntos limitados
sio aqui cuidadosamente demonstradas para espagos
vectoriais topoldgicos; nomeadamente, a condigio
necessiria e suficiente para que uma parte dum pro-
duto de espacos topoldgicos seja limitada: cada uma
das suas projecgdes nos espagos factores sio partes
limitadas destes espacgos.

Aqui termina, por assim dizer, a introdugiio desta
primeira parte da teoria dos espagos vectoriais topo-
légicos. Na verdade, as nogdes que anteriormente
foram estudadas nas suas linhas essenciais sfo, de
ora em diante, encaradas dum ponto de vista menos
geral, que permitird avan¢ar mais profundamente na
andlise dessas nocdes. Assim &, sobretudo, no § 7.
Valorizagbes e corpos topoldgicos estritamente minimais.

A topologia sobre um corpo comutativo K ¢é agora
definida por meio duma fungfio real definida sobre K
— a valorizagdo — gosando de propriedades que gene-
ralizam as do valor absoluto dos mimeros complexos.
Fazendo a distingfo entre valorizagGes arquime-
dianas e nio arquimedianas, o autor dd como exempo
das primeiras o valor absoluto (ou uma poténcia
h,0<h<1, do valor absoluto) sobre o corpo dos

nimeros reais ou dos mimeros complexos; e como
exemplo das segundas, a valorizacdo p-ddica sobre o
corpo ¢ dos nimeros racionais, demonstrando que
esta ¢ a nica valorizagio ndo-arquimediana
sobre . Promete igualmente demonstrar «um resul-
tado importante de Ostrowski, segundo o qual aque-
les dois exemplos (a menos de detalhes a serem
especificados) sio os tinicos possiveis de valorizagdes
arquimedianas.» (pdg. 54). O aludido teorema de
Ostrowski &, sem divida, o que estabelece que todo o
corpo valorizado arquimediano € {somorfo (algébrica e
topologicamente) ao corpo dos niumeros complexos valori-
zado com o valor absoluto habitual (?). Mas ndo pudemos
encontrar depois uma referéncia expressa ou a demons-
tragio deste teorema. Trata-se possivelmente de uma
omissfo por lapso.

O estudo das valorizagdes nfo arquimedianas é
desenvolvido com todo o pormenor e ¢ demonstrado
o critério de Shafarevitch-Kaplansky para que um
corpo topoldgico, pessa ser valorizado: é necessdrio
e basta que o conjunto dos elementos nilpotentes ou
neutros seja limitado. Esta proposiciio é completada
por uma condi¢fio para que um corpo valorizado seja
nio-arquimediano: ¢ necessdrio e suficiente que seja
limitado o conjunto dos seus inteiros.

A propésito do problema da valorizagie dum
corpo toplégico, o autor, como jd atrds assina-
lamos, introduz a nogio do corpo topoldgico estri-
tamente minimal. Para que um corpo topoldgico
seja estritamente minimal ¢ necessdrio e suficiente
que as suas partes limitadas I. possam ser caracte-
rizadas pela propriedade seguinte: existe uma vizi-
nhanga 9% de 0 tal que 14 I 9. Demonstra em
seguida que todo o corpo valorizade é estritamente
minimal e, reciprocamente, todo o corpo topolégico
estritamente minimal cujos elementos nilpotentes
formam uma vizinhan¢a de 0 ¢ valorizdvel. O corpo
dos mimeros reais e dos nimeros complexos sfio, pois,
estritamente minimais. O interdsse desta nocdio apa-
rece ainda elaramente no teorema seguinte: os corpos
topolégicos estritamente minimais s3o os iinicos
corpos /U tais que para todo o espaco vectorial topo-
logico E sobre K e toda a forma linear f de F,
f ¢ continua se f~'(0) for um conjunto fechado de
I e somente neste caso. 12 demonstrada uma propo-
si¢do andloga relativa i equival@ncia das nocdes de
de forma linear continua e forma linear fechada (isto
¢, cujo grifico ¢ um conjnnto fechado no produto
topoldgico de E por K).

Os dois dltimos pardgrafos sfio dedicados ao estudo
das topologias fortes e fracas. Seguindo Mackey, o

(*) A. Ostrowski, Uber einige Losungen der Funkiounalglei-
chung ¢ (z) @ (y) =@ (xy). Acta Math., 41 (1918) p.p. 271-284,
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autor diz que uma topologia dum espago vectorial
topolégico ¢ forte se ela é a mais fina de todas as
topologias que tém o mesmo conjunto de partes limi-
tadas. Esta definigio conduz A importante proprie-
dade seguinte, que lhe serve de justificaciio: Se a
topologia dum espaco veetorial topolégico E sobre K
¢ forte, entdo, qualquer que seja o espaco vectorial
topologico F' sobre K, toda a transformagfo linear
de E em F, que transforme partes limitadas de
E em partes limitadas de F', ¢ contipua; o mesmo
se ndo dd se a topologia de E nio for forte. Mas
para um leitor ji familiarizado com a designagio de
topologias forte ¢ fraca num espago de Hilbert ou,
mais geralmente, num espago de Banach, toma espe-
cial significado esta outra proposicio, que o autor
demonstra sem comentdrios: A topologia dum espago
vectorial topolégico £ localmente limitado sobre um
corpo K ndo discreto € forte. Na verdade, a condigfo
de um espago wvectorial topoldgico ser localmente
limitado (existéncia duma vizinhanc¢a limitada) nfo
é sendo a condigdo de Kolmogoroff, (3) necessdria e
suficiente para que um espago vectorial topolégico
localmente convexo seja nmormduvel. Resulta pois da
proposi¢do indicada que a topologia definida por
uma norma ¢ forte, no sentido acima definido.

Uma topologia dum espago vectorial topolégico ¢
dita fraca se ela é a menos fina de todas as topolo-
gias que tornam continuas as mesmas formas lineares.
O interesse desta nogdo tem origem na seguinte
proposi¢io: Dado um espago vectorial F sobre um
corpo topolégico separado K, para cada topologia
t admissivel sobre E, o conjunto das formas
lineares sobre E continuas relativamente a t cons-
titui um espago vectorial ; reciprocamente, para cada
espago vectorial ' de formas lineares sobre E,
existe pelo menos uma topologia + admissivel sobre
E , relativamente 4 qual ¥ ¢ o conjunto de todas
as formas lineares continuas sobre E; e entre estas
topologias hd uma menos fina que as demais.

A terminar, o autor, anuncia para um tomo se-
guinte o estudo da nogio de dual topolégico dum
espago vectorial topologice, que viri completar e
esclarecer as propriedades gerais das topologias fortes
e fracas apresentadas nesta primeira parte do seun
trabaltio.

Depois desta rdpida vista de olhos sobre o conteiido
deste livro, nfo nos parece imitil juntar alguns
comentdrios e acentuar algumas caracteristicas mais
salientes. Entre estas impde-se a grande actualidade
do assunto, ndo somente como um capitulo da Andlise
Geral que estd na primeira linha das preocupacoes de

(*) A. Kolmogoroff, Studia Mathematica, 5 (1934), p. 29.

pesquiza de numerosos matemdticos, mas também como
um instrumento indispensdvel para abordar os recentes
desenvolvimentos da teoria dos espagos funcionais.
Se necessirio, tanto bastaria para justificar plena-
mente a sua inclusfdo num curso de Teoria das Fun-
¢bes. Do primeiro ponto de vista, ndo é demais insistir
sobre o interésse que apresenta este trabalho. A utili-
dade da formulagdo abstrata da teoria dos espagos
vectoriais topoldgicos, pela grande simplicidade e
elegincia dos conceitos que ela proporciona, pela
largueza dos dominios que permite abranger e a
consequente economia de pensamento, tornou-se hoje
uma ideia clara e geralmente aceite. No entanto nio
existia ainda, em lingua portuguesa, uma exposi¢io
breve e sistematizada desta matéria, contendo as
nogoes e resultados fundamentais e tendo em conta a
orienta¢io que nos ultimos dez anos se tem impri-
mido a alguns dos principais capitulos. A teoria aqui
desenvolvida aparece como um edificio fundado axio-
mdticamente e construido com uma solidez légica
sem lacunas. Por outro lado, a consisténcia e validade
desta construgio é posta em evidéncia pelo exemplo
do espago euclideano que aparece como caso parti-
cular.

Mas se deste ponto de vista, como exposi¢cio dogma-
tica, este curso nos parece modelar, outro tanto se nfio
pode dizer quando o consideramos como introdugio
i teoria dos espagos funcionais, ou, mais simples-
mente, se temos em vista o seu intuito diddtico de
fornecer aos alunos um novo instrumento de trabalho.
Na verdade, através todo o livro se nota a auséneia -
da preocupacio de estabelecer uma ligagfo estreita
entre os conceitos da Andlise Geral e os correspon-
dentes na Andlise Funcional. Ora, para um leitor
pouco familiarizado com as teorias matemdticas
abstractas e cujos conhecimentos lhe nfo permitem
encontrar sozinho os emodelos concretos» da Andlise
Real ou da Andlise Funcional aqui generalizados,
estaria indicado fornecer como exemplos de espagos
vectoriais topoldgicos, além dos espagos euclideanos
os espagos funcionais mais correntes: o espago dos
polinomios, o espago das funcdes continuas, o das
fungdes de quadrado do mddulo somdvel (espago de
Hilbert), o das fun¢des derivdveis, etc. Em particular
nos §§ 8 e 9, isto permitiria mostrar como é corrente
a consideragio de topologias forte e fraca sobre um
mesmo espago vectorial, nomeadamente a topologia
da convergéncia uniforme e a da convergéncia sim-
ples das sucessoes de fungdes continuas, por exemplo.
Assim, quere-nos parecer que 08 preciosos comen-
tdrios, indicacbes bibliogrificas e notas com que se
encerra o volume, poderiam proveitosamente alar-
gar-se a sugestio de exemplos e exercicios. O leitor
ai encontraria matéria para reflexdo e interpretacio
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dos axiomas e principais resultados da teoria abstrata,
e para a sua aplicaclio as teorias matemdticas que
aquela engloba. Por outro lado, poupar-se-lhe-ia a
impressdo de aridez que tantas vezes as exposigbes
dogmadticas deixam no espirito do leitor nfo iniciado
— e desconfiado da «utilidade» da matemdtica «mais
abstrata» do que aquela que lhe é familiar... As
vantagens duma larga generalizagio tornar-se-iam
evidentes até aos mais cépticos em tal matéria.
Estamos certos de que o autor nio deixard Jde obviar
a esta deficiféncia nos tomos que a este se seguirdo.

Para terminar, um rdpido resumo pode ser feito do
contelido deste livro: ai se estudam, com pormenor
varidvel mas sempre com notdvel clareza, diferentes

tipos de estruturas sobre um conjunto abstrato:
estruturas topoldgicas (de espago topoldgico), algébricas
(de corpo, de espago vectorial) e miztas (de corpo
topolégico, de espago vectorial topolégico). Aesteres-
peito, esta publica¢io -- continuando a linha dos Ca-
dernos de Anilise Geral langados em Portugal pela
Junta de Investigagio Matemadtica, quando da passa-
gem de A. Monteiro pelo Porto, em 1944 — subiu um
importante degrau que a estas publicagdes nfo foi
dado franquear, por razdes que nfio importa agora
analisar aqui. Por isso ainda, este trabalho é de reco-
mendar a todos quantos naquelas publicages fizeram
a sua iniciagiio no dominio da Andlise Geral.

Adfredo Pereira Gomes (Bolseiro do C. N. R. 8. — Paris)
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87 — GREEN, 8. L. — Dynamics — University
Tutorial Press Ltd., London, 1948, 264 pigs.

Em prefdcio, o Autor destina o presente livro aos
estudantes, candidatos ao «General Degree in Arts
or Sciencer, da Universidade de Londres ou «Degree
in Engineering»; ou ainda aos estudantes do primeiro
ano, candidatos ao titulo «Mathematical Honours».

Por um lado, verifica-se que estes candidatos
possuem conhecimentos elementares de cdlculo inte-
gral, com pritica suficiente de integra¢io das mais
correntes equagdes diferenciais ordindrias. Por outro
lado, nfio devem ainda ter adquirido os instrumentos
de Andlise como por exemplo o ecdlculo variacional,
que lhes permitam atitude mais critica e exame mais
profundo dos problemas da mecénica racional.

Realmente, a idea de explicar os fendémenos me-
cdnicos dentro dum «prineipio de economia» —atitude
que comegou a manifestar-se com KEuler (1744) e
Maupertuis, concretizando-se com Hamilton (1835),
Gauss, Lipschitz, Hertz, ete.—nio pode ser apresentada
numa obra com o objectivo da presente. Nem as
equagdes gerais do movimento, estabelecidas primei-
ramente por Lagrange (1760 e 1788), generalizadas
ultimamente por Appell (1900), Maggi e M. Fernandes
(Portug. Math., vol. 2, 1941) entram no Ambito deste
livro. Mesmo os simples teoremas gerais da dinimica
que nos permitem em muitos casos estabelecer os inte-
grais primdrios das equacdes diferenciais do movi-
mento, reduzindo assim o problema analitico ao
probl mecdnico, nio aparecem sob forma sistema-
tizada que caracterize um livro de dindmica analitica.

Nio compreendemos mesmo por que razio o Autor
termina o Cap. I, destinado ao estudo dos vectores
(16 pdgs.), com um pardgrafo (2 pdgs.) intitulado
Newtonian Dynamics. Neste comeca por definir
dinimica, velocidade e aceleragio dum ponto, quan-
tidade de movimento (momentum) duma particula
material; apresenta as leis de Newton (3) como
axiomdtica da mecdnica; e termina por definir as
unidades de comprimento, tempo, velocidade, acele-
ragio, forga nos sistema C. G. 8. e britinico

Este aglomerado de axiomas, conceitos e defini¢des
nio nos parece justificivel num livro que, nas res-
tantes 250 pdgs., pretende ter um aspecto essencial-
mente priatico. Com efeito, esses axiomas, conceitos
e definigdes deveriam ser apresentados sob forma
clara e acessivel, mostrando a pessoas nfo iniciadas
as préprias relagdes e independéncias. S¢é depois, com
exemplos e aplicagGes, se deveria iniciar o estudo
pratico dos problemas abordados.

Os Caps. II e III s3o0 dedicados ao estudo do mo-
vimento rectilineo do ponto. Com um minimo de
nogdes tedricas — de resto é o que acontece em todo
o livro — o movimento rectilineo é estudado sob a
forma de vdrios exercicios resolvides. No Cap. IV
estabelecem-se nos diversos tipos de coordenadas
(cartesianas, polares, intrinsecas) as equacdes do
movimento plano. Seguidamente faz-se o estudo do
movimento dos projecteis no vazio e em meio resis-
tente. O péndulo simples e 0 movimento dum ponto
sobre a cicloide aparecem como casos particulares
ou relacionados com o movimento sobre a circunfe-



