GAZETA DE MATEMATICA

MATEMATICAS SUPERIORES
PONTOS DE EXAMES DE FREQUENCIA E FINAIS
ALGEBRA SUPERIOR — MATEMATICAS GERAIS

F. C. G. — Argesra Sveemior — Exame final, 1949-50.

3233 — Primitivar a fungio:
f@) = (2x —38)/y/2xt —2z+ 1.

3234 — Aplicar o método de Srurm 4 separagio
das raizes do polinémio x3+4x2—3x —1 e calcular a
maior delas em 1.* aproximagio pelo método de

Newrox.
LY

3235 — Mostrar que a familia de quddricas
2x24-292 432 22+ (W2 —2) w2 +4 (x+y+2)+4—2=0

contém duas esferas coneéntricas. Determinar a super-
ficie que corta o eixo 0z no ponto z=—1 e a recta
x=1, 2=—5 no ponto y=0. Reduzir a equagio
obtida & forma candnica. Classificar a superficie.

I. S. C. E. F. — Maremiricxs Gerais — Exame final —

4/10/4950.

3236 — Estude a fungiio y=1—¢**. R: Dominio :
(—c0,00); llmy=-]—0 lim y=1—0. Continuidade:

=W

continua em tocfos os pontos do dominio. Simetria:
relativamente a yy'. Tragos nos eixos: (0,0). Cresci-
mento: decrescente em (—oco,0); crescente em (0,+ o).
Midix. e min.: minimo na origem, igual a zero. Concavi-
dade: negativa em (— co,— 1/V§); positiva em
(—1/V2,1/V/2) ; negativa em (1//2,+ o). Inflexdes:
nos pontos de abeissa xy= —1/)/2=—07 e xp=
=1/{/2 = 0,7 com ordenadas y=1—e"'?=04. Assin-
totas: de equagdo y=1. A curva para baixo da
assinilota.

3237 — Seja P (x,y) um polinémio cujos termos
silo todos de grau superior 4 unidade. a) Mostre que
a equagiio f (z,y) =P (z,y) +«*—y=0 define impli-
citamente uma fun¢fio y () na vizinhanga do ponto
M (0,0). b) Supondo P (x,y)=(x2—1)y? escreva a
equacgido da tangente 4 curva de equacgfo f(xz,y)=0,
na origem dos eixos coordenados. ¢) Demonstre o
teorema em que baseou a resposta 4 alinea a). R:
Como o polindmio se anula evidentemente no ponto
M (0,0), tem-se: £ (0,0)=0 e como f(x,y) € continua
relativamente a x e continua e mondétona relativamente

a v, pelo teorema de existéncia, tem-se uma y (x) em
certo rectingulo centrado em M (0,0). A derivada
de f (x,y) em ordem a y € igual a —1 no ponto M (0,0),
e por isso f(x,y) € decrescente relativamente a y
dentro do tal rectingulo conveniente. Como f(x,y) €
diferencidvel de diferencial identicamente nula, vem

L].'
df = fidx + fidy =0 ou fi—}—f';—-}-=0, e € pois
x

d 2xy242
d—i. -—— 2-———()::1:)- 3:_1 que para x=0 ¢ nula. A tan-

gente € o eixo dos XX .

3238 — Defina sucessfo de Sturm de f(x) no
intervalo (a,?), e mostre como ela reflete a passagem
de = por um zero simples de f(x) interior ao intervalo.

Utilize a sucessfio na contagem e separagio dos
zeros do polinémio P (x)=at—2x3—2x—1 e caleu-
le-os em primeira aproximacfo. R: Sdo limites dos
zeros l=—1/2 e L=3.

© eyl T R N W
A—2a8—22—1 | +512| —1 |—4 | —5 | +20
2ad—3at—1 2B =1 =2 [8 [e
Jat+6x+5 | +11/4| +5 | + 14| +29| 450

ek T v P = e, ek

= I S R P e
N.° de variagdes 3 3 2 2 1

Hé uma raiz real em (—1/2,0) . Para ela o extremo
Sfavordvel ao cdleulo é —1[2; tem-se:
—15
1 16 .
By 4 T 0,422 ( por defeito).

Hé uma raiz real em (2,38). Para ela o extremo favo-

20
ravel € 3; tem-se: I‘z'=3—ﬁ=2,524 (por excesso).
© 3239 — Faga a contagem e separagiio das raizes
da equagio 4x3—522—-14x—06=0, e calcule em 1.»
aproximacfio a maior das raizes reais. R : Os limites
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das raizes sdo l=—1 e L=3. Com a sucessio de Fou-
rier temos o seguinte quadio:

x T T e R TR
423 —522—142—6 | —1 | —6 —12| +15
1222—-10x—14 +4 | =7 | =6 | +7 | +32

24x—-10 —17| -5 7 |+19| 431
24 424 | +24| +24)| 424 424
N.° de variagdes 3 1 1 1 0

f(x) tem um maximo em (—1,0); se este mdximo €
positivo hi dois zeros reais distintos no intervalo; se o
maximo € nulo h um sé zero no intervalo (zero duplo) ;
8¢ 0 maximo € negativo ndo haverd zeros reais no inier-
walo (—1,0). :

As equagdes das tangentes em (—1,—1) e em (0,—6)
sdo respectivamente: y+1=4 (x+1) e y+6=—-Tx,
e cortam, respectivamente, OX em pontos de abeissas
—3/4>—6/7. As duas tangentes cruzam-se abaixo de
OX e a concavidade é negativa no intervalo: nio hd
raizes reais em (—1,0). Para calcular a inica raiz
real o extremo favordvel é 3; a equagio da tangente no
ponto (3,15) €: y—15=32 (x—3) e ela corta OX em:
r=—15/32 + 3 = 81/32 = 2,532, aproximagio por
excesso.

3240 — Defina fun¢io continua num ponto e limi-
tes f(a—0) e f(a+0). Estude a continuidade da

fungio y = T (a=>0) no ponto de abeissa x=0.
(Sugestio: Faca o estudo nas duas hipdteses a<<1
ea>1). R: Se a>1 o valor da func¢ioé 0 e os
limites esquerdo e direito sio, respectivamente, 1 e 0.
Se a<<1 o valor da fungio é 1 e os limites esquerdo
e direito sdo, respectivamente, 0 e 1. A fun¢do ndo ¢

continua no ponto x=0 mas ¢ continua & direita.

3241 — Determine o polinémio de grau minimo
tal que f(—4) =301, f(—2) =35, f(0) = —1,
f@) =—5,f(4) =119.

R: A tdbua das diferengas ¢

— 4 391
— 356
- 2 35 320
— 36 —288
0] — 1 32 384
- 4 96
21 - b6 128
124
4 119

portanto o polindmio é:
f(x) =391 —173(x +4) + 40 (x +4) (x + 2)—
—b6(x+4)(x+2)x+(x+4)(x+2)x(x—2).
Bolugdes dos n.® 3236 a 3241 J. R. de Albuquerque

I. 8. T. — Maremdiricas Gerais — Exame final —
Outubro de 1950.

I—Parte Prdtica

3242 — Determinar em qae condi¢des haverd ima-
gindrios puros z satisfazendo a relagiio 27=(1+14)"
onde p é um mimero inteiro e positivo.

3243 —Dada a funglio f(x)=(z+a) (x—a) (x+408)
(x—0b), verificar que ela é limitada inferiormente no
intervalo (—oo, +o0). Mostrar que o seu extremo
inferior é ao mesmo tempo um minimo absoluto e
relativo. Fazer a representaciio grifica e aproximada
da fungio.

x"
(n1)?
¢ absoluta e uniformemente convergente para todos
os valores reais de «. Calcular o valor da sua deri-
vada, para ®=2, com um erro inferior a 0,001.

3244 — Verificar que a série X (—1)"
1

3245 — Discutir a posi¢io relativa dos trés planos

x+ay+ z+1=0
w4+ y+az+1=0
para os diferentes valores de a.
Eserever a equacio normal de um dos planos.

[az:-|- y+ z+1=0

1I — Parte Tedrica

3246 — Discuta, analitica e graficamente, o pro-
blema da evisténcia de raizes reais na radiciaciio
de mimeros complexos.

3247 —Faga um estudo sumdrio da fun¢do loga-
ritmica de varidvel complexa. Determine, em par-
ticular, os seus pontos de analiticidade e estabeleca
para eles a expressio da sua derivada.

3248 — Diga em que diferem os conceitos de con-
vergtneia uniforme e de convergéncia ordindria duma
série funcional.

3249 — Defina degenerescéncia duma cénica e
indique os vdrios casos que se podem apresentar.

Demonstre que a condi¢iio de degenerescéncia da
conica Ax?+ 2Bay+ Cy?+ 2Dz +2Ey + G =0
¢ dada por

=0

Ok
Haw
QU

Enunciados de J. H. Arandes
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ANALISE

F. C. P. —- Circuro IxrFixiresimar — 1.° Exercicio de
revisdao — 1950-51.

3250 — Calcular a derivada de y=sh2? a partir
da definigio. R:

sh (x+h)?—sh x?

) I'
Y nl:-r; h
8k (x+h)2—x2? (x+h)24x2
lim 3 2
- = =
Sl 2 sh (hx+h?/2) (:h (x2+ hx+ !13;‘2) = Sichi,
A
visto
sha . er—e—% . ez—1
lim = lim = lim =
a0 @ 2a o0 2ae*
1 1
=lim ——————— =1 sendo — =e? —1.
n>e nlog (1+41/n) n

3251 — Determinar o verdadeiro valor de

i | 1
Yy = “Ta:__ue'T’—l] para z=0. R:
" ehr_x—1
gy =AM —-—x @ —1) =
1+shx+ —x—1
= lim —
h sh2x
x (sh x4 ; + ++0)
x3 sh?x 2
Thgpbrst gt
= lim —
xshx
sh?x
3 2! 1
= lim

xshx nE'

Nota: Poderia também ter-se aplicado a regra de
L’Hospital.

3252 — Apoiado no teorema «uma série, cociente
de duas outras, é convergente na parte comum aos
intervalos de convergéncia das séries dividendo e
divisor, salvo nos pontos onde esta se anula»
efectuar o desenvolvimento em série de poténcias de =

sen x
log (1+=)
meiros termos. Determinar o raio de convergéneia da

da fan¢fio y = escrevendo os quatro pri-

INFINITESIMAL

série e a partir desta o verdadeiro valor da funcio
x3 x5 :

'375*

para =0. R: senx = x —

Aaeﬂeg( 1)--"——---(2“l o1

o intervalo finito.

€ convergente em todo

R, = z—' (— 1) sen (ex +ng) (resto de Lagrange)

‘4
xﬂ
IR < 41 —+0 com n-»co para os valorves de x

considerados.
%2
log(l+x)—x—~2—+ ......... + R/

on 1"
3 (1= r_n- € convergente no intervalo, —1<x<1

(n—1)!

Ri (1 ko e)n = ( (1 +0X)n

(n 1) !
0<6<1 (R} resto de Cauchy).

> 1—6 \"
1—6 \ 140x

valores de x considerados. Entio

l)nv—l

|Ry| =

—+0 com n—»oco para os

sen x

‘STOE(TH-
x3 x5 20—t
i e S A L T PN
S TlRer P ea=tie
o x2 x3 xS
I b o/ T ol e o T
x 2+3 + ( ) !1+
x x? 13
Ll Rk Re, o i
e e vk e e

série esta que representa a fungdo para —1<<x<<0
e 0<x<1.

Embora a série seja convergente para x=0 ela ndo
representa a fungdo nesse ponto visto esta, atravez da
sua expressio analitica, nio estar definida no referido
ponio.

sen x
No entanto, fazendo vy, = lim ———————
x>0 log (14x)
a série passa a definir a fungio no intervalo —1<x<1

sendo
) it

(se existir)

i 1 x x2
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3253 — Determinar o8 mdximos € minimos de

2 (z+1)
(@—1)2
x (x2—3x—2
R: Derivando vem y' = x{x—xl . Zeros da pri-
(x—1)3
meira derivada: x; =10, x; = 31;/& e x3= 3_'})/17 .

Pontos de descontinuidade da primeira derivada x3=1.
Valor da segunda derivada nos pontos onde a primeira
ge anula:

3x2-6x—2
y =
(x——I)?-_
yY>0 x=0 minimo
y;"‘;;o Xp = ﬂ»g—’!—l minimo
V<0 x3= -'?—:%/-E— mdawximo,

Sinal da primeira derivada a esquerda e @ direita do
ponto de descontinuidade

—4—5h+4h3
y' (1—h) = —hs+i' = (0 ecrescente
mdximo.
—44+.hdee
y' (1+h) = T T +, < 0 decrescente

F. C. P. — Civovro IxFixiresiman — 2.° Exercicio de
revisdao — 1950-51.

2
3254 — Calcular I = {'cos_a:dﬁ' R:
J coswm
x—1 13
I = m—-—-—dx==2senx—~f—{—t—=
s €0s x ) eosx
2 logt (’ R VR
= 2senx — — 4 — .
ogtg( 4)+

3255 — Calcular [logy/T+aztde. R:

e Lo 1
{log‘/l-i-x!rlx = xlogv’1+x?—r(1 - _.._)dx

14-x2

(s

=xlogy/1+x% — x + arctgx + C.

¥ 4 2 ut =D %
3256 — Sendo
3
casy— + logtguz =1
@

calcular a_z e ﬂi no ponto x=1, y=0, z=1, u= %

de  dm

R:
iii

Jx

(Ben E) . ..jE. 4 [_ (Ben E)i -
x x? > ol -

14 tg? (uz) 0z 1+4tg? (uz) Ju

y x!pzx! fut log u+4x* log x + xu*! ?—‘:- =0

tg (uz) " ox tg (uz) zsx--()
dJu = =
Y s (1+Ilog1)
o0z ] T
T=:+ og —

3257 — Determinar os mdximos e minimos de y
definido por

(1) 23 + w2 (1 4 2y) = 0.

R: Derivando vem:

@  2x(1+2y) + 6y +2x)y'=0.
2y34+x2(14+2y)=0

2x (1+2y)=0 , satisfeilo para os valores fini-
X 2y)=

tos x=0, y=0 mas que anulam o coeficiente de v'.
Logo, ponto singular.
Derivando novamente :

2(L+2y)+4xy'+ [6y*+2x2]y"+[4x+12yy'] y'=0

que para x=0, y=0 dé y'=oco (raiz dupla).

Logo, ponto de descontinuidade de y', com tangente
dupla. A eq. (1) define x, no campo real para
0Ly —1/2,
Nestas condigies, a equagdo (2) mostra que para
x<0 € yy>0 e para x>0 ¢ y'<0.

Se a fungiio passa de crescente a decrescente no ponto
x=0, a fun¢do ¢ mixima nesse ponto.

Solugles dos n.®® 3250 a 3257 de Rogério Nunes

I. S. T.—Circuro—1.° exame de frequéncia, 1950-54.
3258 — Dada a matriz 4 = (a,), sendo
{ a;, = —a, (para {Zk)
a; = a (qualquer que seja 7)

mostrar que a transposta de 4 ¢ permutdvel com 4.
R: Se B € wma matriz tal que a, = —a, (para
iZk), e a, =0, serd A=aE+B e A=aE—B .
E fectuando AA=a?E?—aEB BaE—B? ou, por E
ser permutdvel com qualquer matriz, AA=a’E — B2,
E fectuando 'AAc(aE —B) (aE + B) =a?Ez2 — B2 =
=alE — B2, donde se conclue AA = AX.
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3259 — Utilizando o teorema da deriva¢io dum
integral definido em relagio a um parimetro, mos-
trar que o integral

el
I = - i ol )
0
¢ da forma I= Ce %, sendo C uma constante. R :

dI R e
__f gt o
da o x2
a!

a dI : :
substituigdo - = t, lem-se — = 2f e T Vdt =
x da

E fectuando agora a

gl A d1
-—2 e~V dt=—21, donde T=—Qda.
0

Integrando : log I=logC—2a ou I= Ce 2. Fazendo

el -1 0
a=0 tem-se 1 —/ e~ dx=C e, comof e X dx=
0 0

=7, 1=z e,

3260 — Fungdes de variagdo limitada e absoluta-
mente continuas — Conceitos de integral de Perrox
e Dexgoy.

3 261 — Diferenciais de ordem superior 4 primeira
das fungdes de uma e mais duma varidvel.

Solugdes dos n.% 3258 e 3250 de J. Quadros e Costa.

CRITICA DE LIVROS

Espagos Veloriais Topolégicos por Leopoldo Nachbin, Nolss de Malemélica N.° 4.

Llivraria Boffoni, Rua do Chile, 1, Rio de Janeiro, 1948.

Este livro, de que é autor o Professor Leopoldo
Nachbin, faz parte duma colec¢io de monografias,
«Notas de Matemdtican, publicada sob a direcgiio do
Professor A. Aniceto Monteiro, quando da sua esta-
dia no Brazil. Trata-se do essencial dum curso de
Teoria das Fungdes, professado pelo autor na Secgio
de Matemdtica da Faculdade de Filosofia do Rio de
Janeiro.

O nome do Prof. Nachbin, que no dominio dos es-
pagos funcionais e dos espagos abstractos tem publi-
cado alguns trabalhos de grande mérito e de que a
cultura matemdtica brasileira muito tem a esperar,
¢ bem conhecido nos meios matemdticos interna-
cionais e sem divida também dos leitores da «Gazeta
de Matemdtican. Para estes niio constituird pois uma
surpreza o elevado interésse que este livro lhes podera
oferecer.

O objectivo central do curso ¢ uma introducio a
teoria dos espagos vectoriais topolégicos. Colocando-se
num alto nivel de generalidade, o autor considera
espagos vectoriais topolégicos sobre um corpo topo-
logico abstrato e niio especialmente sobre o corpo
dos mimeros reais ou complesos. 5 precisamente o
estudo aprofundado da teoria dos corpos topoligicos
que constitui a parte mais importante deste primeiro
tomo. A nogdo de corpo topoligico estritamente mininal,
criada pelo autor, permite-lhe obter uma nova caracte-
rizaclo dos corpos valorizdveis, isto ¢, cuja topologia
pode ser definida por meio dum valor absoluto, e
também formular, para os espacos vectoriais topold-
gicos cujo corpo de escalares é um corpo topoldgico

estritamente mininal, importantes propriedades que
adiante mencionaremos. (1)

Para conduzir o leitor até estes belos resultados,
cujo interéésse ndo=reside apenas na sua originalidade,
o autor fornece, nos primeiros seis pardgrafos do livro,
todas as nogdes e teoremas necessdrios a uma ini-
ciagio neste dominio, nfio pressupondo conhecidos
senfio o8 preliminares da teoria dos conjuntos.

Assim, no § 1 sfio dadas as defini¢des de espago
topoldgico, subespago, transformacio continua,
espago topolégico separado, ete. Ao produto de espagos
topolégicos é concedido aqui o lugar importante
que ele merece, pela sua utilidade neste como noutros
capitulos, O § 2 consta das defini¢des de corpo e de
subcorpo ¢ o § 3 trata de corpos topologicos e das
propriedades fundamentais desta noc¢do. Veem a se-
guir, no § 4, os espagos vectoriais sobre um corpo
comutativo abstracto. A recta, o plano e o espago
euclideano tridimensional sdo apontados como exem-
plos de espago vectorial ¢ designados para servir de
ilustraglo geométrica intuitiva as nogdes a seguir
introduzidas. Isso facilitard particularmente a com-
preensdo do significado das nogdes de subespaco
vectorial, variedade linear, homotetia, transla¢io,
produto de espacgos vectoriais, forma linear, ete.

O &5 é consagrado aos espacgos vectoriais topold-
gicos (sobre um corpo topoldgico) que sio definidos

(') O autor publicou, de resto, outras aplicagdes desta noglo,
noma nota «On strictly minimal topological division rings»,
Bulletin of the American Math. Society, 55 (1949) p.p. 1128-1136.



