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GAZETA DE MATEMATICA

MATEMATICAS

ELEMENTARES

SOLUCOES INTEIRAS NAO NEGATIVAS E INTEIRAS POSITIVAS
DA EQUACAO DE DIOFANTO(®"

por Heliodoro Augusto Lopes e Anlénio Francisco Pires

Consideremos a equagido de DioFaxro ax+by = ¢
em que:

a) os nimeros @, b, e ¢ sdo inteiros e positivos
nenhum deles nulo ou negativo ;

b) os coeficientes a e b sfo primos entre si, o
que garante a irredutibilidade da equacio e a exis-
téncia de uma infinidade de solugdes inteiras dadas,
a partir de uma delas ag; ¥, por

r=xg+b-u ; Yy=y—a-u

com wu inteiro qualquer.

I —Resoluggo da equacdo em nOmeros inleiros
ndo negalivos

O pardmetro u deve satisfazer simultineamente is
duas condigdes:

xp+b-u>0
donde se deduz

yo—a.u>0

Lo Yo
— _b' < U < =2
a
duapla condigdo que mostra ser limitado o nimero de
solugdes em niumeros inteiros nio negativos.

Como xy e 33 ndo podem ser conjuntamente
nitmeros negativos, dois casos se apresentam :

A = x5 ¥, € wma solugdo em niameros positivos

Designando /4 e k os maiores inteiros contidos

Yo o . v "
em e 3’ respectivamente, a sucessao
4
. X0
B4 omalieily sty june Wm0 15 25

Yo .
;u--;k;-g;fg—.—l

mostra que « assume os & 4+ k + 1 valores inteiros
— ko5 —15051525--+5h

a que correspondem oulras tantas solucies em numeros
ndo negativos.

Ora, de
yo=a-h+r; 0<r<a ¢ axg=b-k+R; 0L R<H

(') Recebido em 1951, Fevereiro, 12.

deduz-se
R
L. B W b T G T R ol
a b
Adicionande membro a membro as igualdades

anteriores, resulta

c [
1) ;—b-&-i—l»—r,

atendendo a que x); iy ¢ uma solugiio da equacio
proposta.

obedece i dupla condi¢io

br4aR
A fracgio —
ab

br+aR
0<——b <2, porque de 0<r<ae 0<R<)
a
se obtém 0<br + aR<2:ab; além disso, a refe-
rida fracgdo é diferente de 1, o que se reconhece
com auxilio dos teoremas seguintes: «Se um niémero
divide uma das duas parcelas de wna soma, esta e a
outra parcela, divididas por esse niimero ddo restos
iguais» e aSe um nimero divide um produto e é primo
com um dos factores, divide o outro factor».
Nestas condigdes, temos :
br +aR

1
ab o

a)

: 0
A igualdade 1) toma a forma 4ad =h4k+ {
ab 0,m

da qual se conclui que % + & é o mador inteiro con-
tido em c/ab.

Ponrrasro: «O namero de solugbes em inleiros ndo
negativos € igual ao maior inteiro contide em clab
aumentado de uma unidade».

br4akR

b) 1< <2

A referida ignaldade 1) escreve-se com a forma
ottt sl 4 05
ab

que mostra ser h -+ k + 1 o maior inteiro contido
em cfab.
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Porranto: «O nimero de solugies em inteiros nio
negativos € igual ao maior inteiro contido em c[ab.

B —>xq;y € uma solugio em que xy € negativo e iy,
positivo

Pondo a'y= — xp e designando % e % os maiores

N . Yo 'y .
inteiros contidos em — e 5 respectivamente, a
[

sucessio
! 9
Sy) 1;2;---;k;-;;k+1;--';k-*l;k;Jf;fzﬂ

mostra que u assume os h — k valores inteiros
+13k42;---;8—15A

a que correspondem outras tantas solugbes em nivmeros

ndo negativos.

Procedendo como anteriormente, de

Yo ”r o'y -R
—=h 4+ —;0: —=k4+1—=—
a ¥ a’ e b % b

com R=b—Re 0OER<b
conclui-se
» b - Ii
2) SN MR
ab

atendendo a que x93, ¢ uma solucio da equacio
proposta.
Como R' obedece a4 dupla condigcio 0<R'<Hh,

br +akB'

reconhece-se que a fraccio satisfaz a

br +al
0<—-1-b——- << 2; além disso, ¢ ignal a 1 se =R/
@
e r=0, e diferente de 1 nos outros casos.
Nestas condigdes, temos

br + aR'

a) 0< — <1
ab

A igualdade 2) toma a forma

c

S s e o O i

a
da qual se conclui que A —k — 1 é o maior inteiro
contido em e¢/ab.

Porraxto: «O nitmero de solugies em inteiros ndo
negativos € igual ao maior inteiro contido em cf/ab
aumentado de uma unidade».

br + aR

b) 1< <2

A referida igualdade 2) escreve-se com a forma

w1 {1
ab 1,n

que mostra ser h— k& o maior inteiro contido em
clab .

Porranro: O niumero de solugies em inteiros ndo
negativos € igual ao maior inteiro contido em clab ».

As consideragdes feitas em 4 — e B — permitem
escrever a proposi¢ie P.: — «O nidmero de solugies
em niumeros inteiros nio negativos da equagio ax+
+ by = ¢, nas condigies indicadas, € igual ao maior
inteiro contido em cfab ou ao inteiro seguinte», visto
que o raciocinio e a conclusio em B — se mantém
quando 1, ¢é negativo e xy positivo, como facilmente
se reconhece.

Ops. — No caso limite ¢ =0, a proposigdo ante-
rior ainda ¢ aplicdvel. Na realidade, a equagfo ax+
+by =0 admite a inica solugio nio negativa
x=0;y=0.

11 — Resolucdo da equagdo em nlimeros inteiros
e positivos
o % L] Yo i
Neste caso, 0s nimeros — — e ~—, que limitam a
a

varia¢io do parimetro u, mesmo que inteiros, ndo sdo
valores de u, quer dizer, u obedece i dupla condigio

Como em | — temos a considerar dois casos:

A—>aq3 yo € uma solugdio em nimeros positivos

A sucessio 8) e a correspondente igualdade 1)
permitem construir o quadro seguinte :

Yalores dp Nimero de Maior inteiro
- —? e %9- solugdes contido em ¢/ad
Nio inteiros | &+ % +1 | h+k ou 4k+1
Ambos inteires | A+ k—1 h+k
Um deles inteiro h+k : h+k

B —»>xg; yg € uma solugdo em que xy € negativo
e ¥p positivo
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A sucessio S;) e a correspondente igualdade 2)
permitem construir o quadro seguinte:

Val d
Toms ye Nimero de Maior inteiro
R et solugdes | contido em c¢/ab
b a
Nio inteiros h—k h—Fk ou hA—1Fk -1
Ambos inteiros | A— /A —1 h—k
SN Ry h—k
: b
If inteiro ou
Yo| h—k—1 P |
a

Da observacdio dos quadros precedentes, concluimos
a proposi¢io seguinte, vulgarmente conhecida pelo
nome de Teorema de Caravax:

«0 niimero de solugies em nimeros inleiros e posi-
tivos da equagio ax + by =c, nas condigies indi-
cadas, € igual ao maior inteiro contido em c¢lab ou
esse inteiro aumentado ou diminuido de uma unidade»
visto que o raciocinio e a conclusdo em B — se mantém
quando yp ¢ negativo e xy positivo, como facilmente
se reconhece.

Osns: — Esta proposigio pode aplicar-se & determi-
nagio do mimero de solu¢des em inteiros nio nega-
tivos, porque contém a correspondente proposigdo
P. referida em I —.

Onss: — As consideracdes anteriores levam-nos iis
seguintes conclusdes, iiteis na pratica da determina-
cHo.das solugdes em nimeros inteiros e positivos :

a) Se c/ab € inteiro, o ntumero de solugies € igual ao
maior inteiro contido em cjab diminuido de uma unidade;

b) Se a parte prépria de clab, tornada irredutivel,
tem por denominador um dos coeficientes a ou b, o
nimero de solugdes é iqual ao maior inteiro contido em
clab;

¢) Nos outros casos, o numero de solugies € igual ao
maior inteiro contido em ¢/ab ouw esse infeiro aumen-
tado de uma unidade.

Alguns exemplos :

Nimero de solugdes
Equagdes
Aplic.® os teor. | Resolv.® a eq.
n. neg. 4 ou 5 5
Tx+dy =140
posit. 3 3
n. neg. 5 ou 6 6
S+ 3y= 87
posit. 5 b
n. neg. 3 ou 4 4
3+ by= 53
posit. 3 ou 4 4

PONTOS DE EXAME DO 3. CICLO DO ENSINO LICEAL
E DE EXAMES DE APTIDAO AS ESCOLAS SUPERIORES

Ensino Liceal — Exames do 3.° ciclo — 1950.
I

3220 — Determine os mimeros @ e b inteiros e
positives tais que o polinémio 3 —62x?+ 2ax 4 b
seja divisivel por @—1. R: Representando por P (x)
o polinémio, tem-se P (1) =0 ou 2a +b =25, equagdo
de Dioraxro que admite 2 solugdes em niimeros inieiros
e positivos: ay=1, bj=38 e as=2,by=1, Ha
pois dois polinémios, Pj(x) =x3—6x2+2x+3 e
P, (x) = x3—6x2 4 4x + 1, nas condigbes do enunciado.

3221 —E dada a equacio x? f-4axr+a=0 em
que a>0. 1) Determine a equa¢lio cujas raizes
sejam respectivamente a média aritmética e a média
geométrica das raizes da equacio dada. 2) Calcule a
de modo que a soma das raizes da equacio ohtida
sejaiguala —6. R: 1) S¢gjam x| e x» as raizes da
equacio dada e yy e y2 asda eq. a determinar. Entdo:
vi= (X4 %)/2=—2a, y=VX1x2=V3, yi+y2=

=y/a—-2ae ¥iy:=—2a Va;a eq. do 2.2 grau pedida
éy:+ (2a—ya)y—2ay/a=0. 2) y/a—2 =—6,
y”; =2a—6. Racionalizando: 4a2—25a 1+ 36 =0
eq. que admile as 2 raizes 4 e 9/4 , esta Gltima solugio
extranha & eq. {/a = 2a—6. Tem-se pois a=4.
11

3222 — Os pontos A (—2,—3) e B(0,1) sio
os extremos do didmetro duma circunferéncia. a) Cal-
cule o raio da circunferéneia. b) Calcule as coorde-
nadas do centro. ¢) Escreva a equagio da circunfe-
réncia. d) Sendo S o ponto de intersecgio da
circunferéncia com o semi-eixo positivo das abcissas,
determine o dngulo que a recta AS forma com esse
eixo. R: a) R =AB/2={/20/2=y/5; b) C(—1,—1);
¢) (x+1R+(y+1)2=5 ou x?4+y?4+2x+42%y—-8=0;
d) os 2 pontos de interseccdo do eixo das abeissas com
a circunferéncia sio as solugies do sistema: x*+y%+
+2x+42y—3=0,y=0, sistema equivalente a x?+2x—
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—8=0, y=0, donde (1,0) e (—3,0). O 1.° ponto é
0 que pertence ao semi-eixo positivo e portanto S (1,0).
A eq.de AS é y=x—1 cujo coeficiente angular per-
mite determinar imediatamente o dngulo o pedido:
tga=1 ou = =m=/4 rad.

1t
3223 — Sendo 4 tge
— Sendo - 08 a= | — €
1—sec?a ’ R o 98
do 4.° quadrante, calcule 4.
P e U T A ik
1—secta —tgla D%

Se 37/2 <a < 2= e cosa—3[4, vem sen a——/1—9/16=
=—\/7/4 donde cotga = — 3T =—3\7]T e, por-
tanto, A=3y/7]7.

3224 — Na encosta dum monte estd espetado ver-
ticalmente um poste telegrifico AB que projecta na
direcgio BD uma sombra BC =85m, quando a
altura do Sol (dada pelo dingulo ARAL) for 650380 .

L

A
B
L
N = o

O angulo I 6 83°20' 5. a) Caleule o ngalo ACE .
b) Caleule BAC. ¢) Determine a altura BA. R:
a) ACB =AEM —~BDM =65°30'—33°20' 5 =3209' 55'".
b) BAC = 90° — ATTM = 24030'. ¢) Considerando o
AB 8,5
sen 32° 9' 55! sen 24°30'°
log AB = 8,5 + log sen 32° 9' 55! 4 log sen 24° 30! =
= 0,92042 + 1,72620+0,38227 —1,03789,
ou AB =1091m.

v

triangulo [ABC], tem-se

3225 — O niumero N divide o produto 6X5 e
é primo com 5. a) Que valores pode tomar N7
b) Enuncie e demonstre o teorema que justifica a
resposta & alinea anterior. R: a) N=2,3,6.

3226 — Determine os trés menores numeros pares
consecutivos, tais que o primeiro seja miiltiplo de 3,
o segundo miltiplo de 5 e o terceiro multiplo de 7.

Solugbes dos n.%* 3220 a 3225 de M. Zaluar
Soluglio do n.° 3226 Vidé: A. A. Lopes, Compéndio de
Aritmética Racional, 5.° ciclo dos Liceus, Porto, 1951, pig. 153.

Exames de aptiddo para frequéncia dos prepara-
térios para a Facaldade de Engenharia e Instituto
Superior Técnico — 1950, Outubro -— Ponto n.° 3.

3227 — Demonstre que o nimero que precede ou
0 que segue um niumero primo superior a 3 é um
multiplo de 6. R: Bastard provar que qualguer nimero
primo superior a 3 € da forma 641, o que ¢ imediato
em virtude de qualquer nimero ser 6, 6+1, 6+2
ou 6+3 e de serem compostos todos os nimeros da forma
6, 6G+2 ¢ 6+3, pondo de lado os niimeros 2 e 3.

3228 — Determine quantos nimeros inteiros exis-
tem, menores que 2000, que sejam muiiltiplos comuns
de dois ou trés dos nimeros 2, 3 e 5. R: Os nimeros
sdo: Gk (k55), 10k (k's=8) 15k" (k'"s£2) e 30k
todos inferiores a 2000. Os nimeros 6k inferiores a
2000 sdo em nivmero de 333, isto ¢, k pode tomar todos
o8 valores desde 1 a 333 ; leremos de excluir nos valores
de k os miltiplos de 5, menores que 333, que sio 66.
Portanto hic 333 —66 =267 n.” inferiores a 2000 que
siio miltiplos de 2 e 3 e nido de 5. Procedendo igual-
mente para 0s outros numeros, obtinha-se o nimero
global 534 (incluindo, naturalmente, 0).

3229 — Determine m e n de modo a terem as
mesmas raizes as equagdes:
m—1)x*+ 2m+1)2+4=0
Zn+1a—(n—3)z—1=0.

R: D ; m—1 2m+1 4 .
(8 cLUeri  ser = W S—— srelema
S S P T S P e
cuja solugiio é n="T[20, m=—29/56
: 242243
3230 — Hesolva a inequagfo a;iﬁ:—{_-” <0.
Qx—8x

R: O numerador da fraccio é sempre positive para
valores reais de x (0s seus zeros sio niuneros imagina-
rios) ; o denominador deverd ser portanto negativo.
Vem 0<<x<<3/2.
3231 — FFaca o desenvolvimento do bindmio
(z—2?)% e simplifique os seus termos. R:
5 —5x? 4+ 10x~! —10x% 4 Hx~7 —x~10,

3232 — Determine com o auxilio de umas tdbuas,
dando os logaritmos dos nimeros e das fung¢des gonio-
métricas com einco algarismos decimais, os valores
de = que satisfazem a equacio

tag s — /T —cos 327712 -
R: Em virtude de ser cos2x=1—2sen’x a relagio
dada € equivalente a tg a—Y/2sen® 163° 36', on tg o=
=1/2 sen 163° 36' =|/2 sen 16° 24,

Aplicando logaritmos, wvem logtga=1/2log2 +
+log sen 16° 24! | log tga=1,60128 (5), a=k - 180° 4
+210 45! 57",

Solugles dos n.° 3227 a 3232 de Laureano Barros



