of choice and of the generalised continuum-hypothesis
with the axioms of the set-theory.

Se nos recordarmos que a grande objecgdo contra o
axioma da escolha, por parte dos matemdticos que se
recusavam a utilizd-lo, era a desconfian¢a de que ele
poderia conduzi-los a antinomias, concluiremos apds
este resultado de Giper, que nfio hd motivo para
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considerar o axioma da escolha com um receio que se
nio tem em relagio aos restantes axiomas da teoria.
Como o proprio Géver diz: pode agora afirmar-se
que, no estado presente dos nossos conhecimentos, o axio-
ma da escolha estd tdo bem fundamentado como todos os
outros.

Junta de Investigaglio Matemética — Porto, 1951, Abril,

A fungéo de Dirac— Sua interpretagcdo matemética — Il

por Ruy Luis Gomes

Derivada de uma distribuigéo

Para maior facilidade de dedugfio suponhamos que
se trata de uma fun¢io com derivada no sentido
ordindrio:

f@+m —f@
h

€T -nl'
f (#) =lim
Ora, como cada fun¢io f(x) é identificada com a
respectiva distribuicfo f f(z) g (x)de, somos le-
vados a considerar a nova razio incremental
[f@tne@do— [f@) e ds
: ke :

1)

a que ainda se pode dar a forma

il T
) [rate=—t®,,,

mediante a substituigio x=y — A.

Como a razio incremental afecta agora a fungiio ¢
e nfio f, bastard sujeitar ¢ a uma hipétese suple-
mentar para ficar assegurado o limite de (1) para
h=0,

Concretamente, se ¢ admitir derivada, continua,
-sobre todo R, tem-se

o b 4 G )y

h=0 h
-—[f@¢ @ad=.

 Na verdade com a hipétese formulada, (1') trans-
forma-se em

~[r@¢ @ ay— [ ¢ G+om) — ¢ Wy

ou efectivamente em

*ﬁ(y) ¢ (v) dy —fo(y) [¢' (y+0h) —o' (¥)]dy,

sendo K o suporte compacto de o.
Ora, como, por hipdtese, o' é continua sobre R1,
resulta uniformemente continua sobre K donde

}:.- S @) [9' (y+0h) — o' (y)]dy |

S ACIE I TIEIC

Finalmente, atendendo a que f(y) e portanto
| f(y) | t8m integral finito em qualquer compacto, vem

|[70)1¢ w+om —g @ay| <5 11<e@),

donde (2). Em resumo

[r@e@de = - [7()¢ @ da,

conforme a regra de integragdo por partes.

No caso de uma fun¢fio f(z), localmente somavel,
evidentemente, mas sobre a qual nada acrescentamos a
respeito da existéncia de derivada ordin¥ria, tomamos

—[f(®)¢' (®)dx para sua distribuigio derivada,
baseados nos desenvolvimentos (1), (1), (2).

Numa palavra: f!(3) = — f(9').

Ampliando a hipdtese suplementar sobre ¢ de
maneira a assegurar a existéncia de derivada con-
tinua ¢" (x), para n qualquer, escreveremos

S () = (—1)"f(¥"),
o que nos permite afirmar — uma fungio localmente
somavel admite derivadas de todas as ordens, que coin-
cidem com as derivadas ordindrias quando estas tiverem
efectivamente sentido.

De um modo ainda mais geral, se designarmos por
7 (9) toda a funcional linear continua no espago (D)
das fungdes continuas, de suporte compacto, com
derivadas continuas de todas as ordens, temos

(@) = (= 1)+ (¢)
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A continuidade de = deverd entender-se nestes
termos: se as funcdes ¢,6 (D) tém os seus suportes
contidos num compacto fixo de R! e se convergem
uniformemente para 0 assim como todas as suas
derivadas, entfio o mimero = (y) converge para 0.
Esta defini¢fio é sugerida pelo caso de =(g) = f(x),
¢ (z—h) — ¢ (2)

h;
modo geral, g, = ?S:—T—}-‘i—_-—ﬂz—)
condigdes acima enumeradas, podendo tomar-se para
compacto fixo o da prépria fungio ¢.

Para acabar de legitimar a noglo de derivada
duma distribui¢fio, é conveniente mostrar ainda que
as fungdes de (D) ndo sdo tdo raras como pode
parecer 4 primeira vista.

pois as fungbes g; = ou, de um

verificam todas as

Ora, se como exemplo tipico de fungio ¢e (C)
podemos tomar qualquer fun¢io nula nos extremos
a, b de um intervalo onde é continua (e igualmente
nula no complementar de [a,?]), para ser também
¢ € (D) ¢ necessdrio que as suas derivadas se anulem
todas em a,b — fronteira de [u,d].

Geométricamente, a tangente em a e em b deve
ser paralela ao eixo das y.

No entanto demonstra-se” que (D) é denso em (C).

Derivadas parciais

Se partirmos de uma fun¢io de vdrias varidveis

teremos
Jdf de
Lo--1(32)
e, portanto,
9T de
el R o (B 2
dx, (?) (t)iﬁa‘)

para uma distribuigfio qualquer.
Exespros:
(1) Derivada da fungio de Heavisioe

No estudo dos circuitos eléetricos ou, de um modo
geral, de um sistema linear, de qualquer natureza,
surge constantemente o problema dos regimes tran-
sitérios, quere dizer, da determinaciio da «resposta»
— corrente — a uma «ac¢fon — forga electro-motriz—
que comega bruscamente no instante ¢=0.

Ora, se nés introduzirmos a fungio de Heavisior
7 (f) —igual a zero para t<<0 e 4 unidade para
t> 0 — a «acglo» mais geral que podemos imaginar
ficard com a forma y

h(t)r (),

(') BcuwarTz — Théorie des distributions, p. 21, 22,

e nela se resumem as duas caracteristicas: 1) actuar
bruscamente no instante ¢{=0; 2) coincidir com
uma fun¢io qualquer para ¢> 0.

Em consequéncia, para o cdleulo da «resposta» a
uma «acg¢ior» qualquer, comecga-se pelo cdleulo da
aresposta» i aacglio» elementar » (¢) . Compreende-se,
pertanto, a importincia prdtica desta tuncgio.

Por outro lado, como se trata de uma tun¢io, local-
mente somdvel, ¢ certo, mas descontinua para t-==0
niio se pode derivar » (f) assim a vontade.

No entanto, fazendo intervir a teoria das distri-
buigdes, concilia-se sem dificuldade o ponto de vista
prético do engenheiro com as exigéneias de rigor do
matemdtico. P’

Efectivamente, de acordo com a defini¢io de deri-
vada de uma distribui¢io, tem-se

?

' (¢) = —j_wr(s)q»' () dt = —L o' (¢) dt
7 () =2 (0).
Mas
5(e) =¢(0),
logo :
= F:

a derivada da fun¢io de Heaviside coincide com a
JSungdo de Dirac.

E de um modo geral
P (g) = 301 (5) = (—1)m=0 gtn=1) (Q) .

Para esclarecer agora melhor o papel das descon-
tinuidades de uma funglo f na expressio da sua
derivada, suponhamos que f tem p descontinuidades
de 1.0 espécie x <<wmp<<:-- <x,, admitindo deri-
vada ordindria em cadaum dos intervalos (— oo, ),
(®15%2) = (T, T5) 5 (25, 500)

Teremos

Pl f1 = J_ /@)¢' (@) do =

ST I_:I S(e) o () da -Jxx’ f(@) ¢ () dr + ---

7 F@ ¢ @ an— ., 7@ @ e
Tp—1 Ty

Mas
"z I~ =0 N
felde =| fq! —J flo do.
- L - - =
Pz T |0 oy
Sfolde = | fg —| fledx,
Timq B Ti—1

@ rd__ "‘w e oal 2
L_f?fr Hf?‘”_'_o_ﬁfvm
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com
x=0
[7¢] ~r@-0ve
[7¢] = —7Er0 ¢ @) =0
Logo,
1= “fede+ 3 | 7t0 /@) | (@)
ou ainda

16 =[S @03 @),

quere dizer — a derivada de f € igual a distribuigio
— derivada f{' acrescentada da massa o, por cada
ponto de descontinuidade de f.

A derivada segunda terd a forma

aoe
S (%) H] " () dx + o' 3a; (g) + ;8 (9) ,

com ; '
W= ! @ +0) — /' (,-0),

e assim por deante.

1
Laplaciano da funcdo =
1
sz 42422

temos

1
Como — = é uma fun¢do localmente

somdvel " em R3,

() ([ Loy

- » 11 : LY f s '1
jJJ .’—'A?d:cdytr:ﬂzl-‘ﬂ;p{.[} TArpd:r:dyd:m
=t
& 1
& J(—
. %, P 3)
“iﬂ%f 1) [ b ke
r=i
9 (1 9%\ laxadyds =
+zd$(r dx)](:ccyt

—im ([ | 223

T |

P ‘)(7)

g L= e vy

-9 -4-

‘.r‘()r

] de dy dz

(') Fora da origem, 0, & evidente. Para o verificar na ori-
gem, 0, basta passar is coordenadas polares de polo em 0,

= hmffz -—-coszq:c!s

r=E

designando por a«,B,y os Angulos da normal exte-
rior & esfera » = ¢ com os eixos coordenados.
Consequentemente,

F)@=tin[ 5 [[ea
Al — =] e ds |
o A BN AR
=i
1
(3@ =~ dme@ = —4m3 )
ou, numa forma abreviada,

1
A (-—-): —453.
r

Apliquemos agora este resultado & deduciio da
equagdo de Poisson.

O integral definido do potencial

bh.e
U (2, 2y xx3) = rﬂgic‘;ﬂ‘—) dadbde
il ”
v

r=V/(& —a)? + (za—b)* + (& —0)?>
pode considerar-se como uma extensio a R® de

el

h(x) = Lm_f(:\: —t)g (9 at,

em que g se anule no exterior de um compacto, equi-
valente ao volume potenciante em
Ora, passando &s distribui¢des, temos

b (z) = .r‘? () h(x)dx .=fgo (©)dz [f(x—b)g(t)db =
nJ'OJ o (u+ 1‘}f(f:) q (v) dude,

mediante r=u+4+v , t=w.

Ainda se pode escrever

P
h@ = f@ de [o )0y
IV et .
ou, em termos de distribuigdes,

h(e) = fe{o.,(e(+9))},
sendo g, e f, as distribui¢des geradas pelas fungdes
G=9W) e fi=Sf().
No caso de potencial temos
1 ) 1
Ug) = Ps{“‘ o (z ‘*‘y)} —
7, Y e R

pr =0 (2,2, ) .
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1 il ; Logo,
ArE s {—bvw+y)}= {—A?(wﬂ;)‘}
R e B =i (s ¢ 8U@) = —dmole),
pois tanto vale derivar ¢ (z +y) em ordem a y que ¢ a equagiio de Poisson.
como em ordem a x .
Mas Birioararia Foxpamextan, — Além da obra de

1 1
_[Av?(l:"'!f)]_“v-'aw = (?(:B‘{-y))'ﬂ
Ty Ty
— —4x3g (e +y) = —4ne(@),
em virtude do resultado anterior relativo precisa-

: 1
mente ao Laplaciano de —.
T

Scnwarrz jd4 indicada, ver especialmente o artigo do
mesmo autor na Revista de Telecomunicagies, Tomo 3,
N.c 4, Avril, 1948. Pelo que respeita 4 introdugio da
fung¢do de Heaviside no estudo dos regimes transité-
rios dos ecircuitos eléetricos, consultar A. Axcor —
Compléments de Mathématiques, Coll. Technique du
C. N. E. T., Paris, 1949 — pags. 450-459.

PEDAGOGIA
O PROGRAMA DE MATEMATICA DA ACTUAL REFORMA DO ENSINO LICEAL

por Maria Teodora Alves

Nio se pode apreciar o programa de uma disci-
plina do ensino liceal, sem considerar o conjunto das
outras disciplinas e os respectivos programas.

No estudo critico que farei aos programas de Ma-
temdtica, atenderei a esse facto, tanto mais que
algumas disciplinas que constituiam o antigo 2.°
ciclo liceal, foram desdobradas, pela actual reforma.

No 2.° ciclo liceal, além da Matemdtica, hd as se-
guintes disciplinas: Portugués, Francés, Inglés,
Histéria, Geografia, Ciéncias Naturais, Ciéncias i~
sico-Quimicas e Desenho. A estas actividades hd
ainda gue acrescentar: Canto Coral, Eduecagio Fi-
sica, Religifio e Moral e Mocidade Portuguesa.

Com verdade, nfio se poderd dizer que os alunos do
2.° ciclo liceal (13 a 15 anos) na época critica do seu
desenvolvimento, estejam aliviados de trabalho inte-
lectual e fisico.

Ao desdobramento dedisciplinas corresponde sempre
uma maior extensfio de programas, maior exigéncia
dos professores e dos pontos de exame.

Aquele programa.de Histéria do 2.° ciclo, no género,
pode considerar-se um modelo perfeito de exagero e
e de minicia. Na edi¢iio «Programas das disciplinas
do ensino Liceal» come¢a na pagina 99 e termina na
pédg. 110.

I um saber estupendo e aflitivamente instrutivo,
para rapazes e raparigas dos 13 aos 15 anos.

Com razfo, afirma o Dr. Deeroly, o eminente peda-
gogo belga: «Les programmes ont été inspirés par

des hommes trés savants dans leur specialité, mais
trop peu préoccupés de la psychologie, pour eux
I'enfant est accessoirex.

O periodo de desenvolvimento das criancas até aos
15 anos exige da parte da escola (professores e legis-
ladores) os maiores cuidados e a maior prudéncia.

Com efeito, o crescimento mental atinge o mdximo
desenvolvimento i volta dos 16 anos (experiéncias de
Teruax) mas hd outros psicdlogos e experimenta-
dores, tdo categorizados como Terman, que reduzem
o periodo de crescimento mental 4 volta dos 15 anos
e, mesmo alguns deles, a volta dos 14 anos.

Ora a inteligéneia significa antes aptidio para
adquirir conhecimentos do que os préprios conheci-
mentos ja adquiridos.

Longe de mim a ideia de que seja possivel desen-
volver a inteligineia sem comunicar informagdes e
sem transmitir conhecimentos. Mais longe também a
ideia de que o tnico propdsito da educaciio é o desen-
volvimento da inteligéneia.

Mas devo considerar que é esse um dos grandes
propdsitos da educagiio e aquele que mais de perto se
liga aos programas e as disciplinas que constituem
o curriculum, Analisarei os programas de Matemai-
tica, nos trds ciclos liceais, tendo em atencio estas
consideragdes.

O n.o 39 da «(Gazeta de Matemdtica» insere um
artigo de ecritica aos programas de Matemadtica
da actual reforma de ensino liceal, da autoria dos



