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Kurt Godel e os problemas dos fundamentos
da Malemética e a teoria dos conjuntos

por Luis Neves Real

A recente comemoragio, a 4 de Margo passado,
do 72.° aniversdrio de Auperr EinstEix assi-
nalada pela enfrega de prémios com o seu nome a
dois professores de Universidades norteamericanas,
Kurr Giéper, de Princeton e Juriax Scmmneer, de
Harvard, fez convergir naturalmente sobre ambos a
curiosidade do mundo inteiro, espicagada pelos tele-
gramas admirativos das agéncias noticiosas. Entre
aqueles que se interessam pela Matemdtica e dentro
dela tem seguido, ou procurado seguir, a evolugio do
estudo dos fundamentos desta ciéneia, a distingdo
conferida agora ao légico-matemdtico austriaco Kurr
Goper tem um profundo significado. Ela representa a
consagragdo mundial duma disciplina olbada por
muito tempo com desconfianga pelas matemdticas
oficiais: tém pouco mais de cincoenta anos as ati-
tudes de certas revistas cientificas recusando-se a
prosseguir em debates sobre o axioma de Zermero,
ou precedendo a publica¢io de artigos tratando da
problemdtica da teoria dos conjuntos, de cnidadosas
prevengoes sobre a natureza de t@mas que nfo eram
tidos ainda com direito de admissio na Matemdtica.
Ainda hoje em centros de estudos da Europa, sio
estes trabalhos sobre oz Fundamentos de certo modo
desdenhados; em Portugal, segundo creio, os nossos
cursos oficiais de Matemadticas Superiores desconhe-
cem-nos; e 86 com um esforgo antodidacta imperfeito
e dificilimo alguns portugueses tém procurade apro-
ximar-se de tdo inacessiveis como fascinantes témas
de estudo.

»

O interesse pelo estudo dos Fundamentos da Mate-
mdtica surgin com a crise suscitada na teoria dos
conjuntos pela descoberta no final do séeulo passade

das antinomias de Berrrasp Russen e Bumrarri-Forri,
revelando ambos os perigos que se escondem sob o
uso desacautelado dos quantificadores légicos «todo»
(v) e wexiste um --+» (3).

Tal descoberta ndo somente vinha pér em causa a
estruturagio logica da Matemdtica coroada pela
demonstragio dada em 1887 por Depexixo (no
seu ensaio Was sind und was sollen die Zahlen?) do
principio de indugdo finita, fundamentando-o nos
quantificadores v e 3 e na nogio de cadeia. Mas o
proprio edificio cldssico da Andlise matemdtica
aparecia ameagado. De facto se repararmos, por
exemplo, no enunciadoe base de todo estudo da
varidvel real,— o enunciado da condi¢fio necessdria e
suficiente dada por Cavecny para a convergéncia das
sucessdes de nimeroe reais — que se traduz, gracas
ao simbolismo légico, por

v313>0-3N[ynyp(n>Nep=>0-
"i“‘n+s’_'u'rl ! <s)]:

o seu caracter transfinito, pela consideragio das tota- -
lidades dos nimeros naturais e reais, ¢ bem aparente.
Nio podia tal situagfo de desconfianga relativa-
mente A solidez das bases da mais exacta das cién-
cias deixar de impressionar os melhores espiritos da
Filosofia e da Matematica e interessd-los na tentativa
da recongtru¢io dos Fundamentos da Matemdtica.
Triés sentidos foram apontados e tém sido seguidos
nessa tentativa de reconstrucfio: o logistico de Ber-
TrAND Russerw, o intuicionistata de Brower e o for-
malista de Davip HiLserr. Precisamente Kurr Gopen
adquire notoriedade internacional pelo significado
dos resultados que obteve em 1930 e 1931, pondo em
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causa a possibilidade de serem atingidos os objectivos
do programa formalista preconizado por Hirserr.

Propunha-se a escola hilbertiana, em primeiro
lugar, a axiomatizagfio das diversas disciplinas mate-
madticas ; em seguida, e mercé de apropriado simbo-
lismo, a formalizagiio dessa axiomdtica; e, final-
mente, através dum estudo critico dessas disciplinas,
conduzido num plano metamatemdtico, fazer a demons-
traciio da compatibilidade dos axiomas adoptados, da
sua nio contradicio, provande que é impossivel, par-
tindo dos axiomas e subordinando-se as regras de
transformacdo dos enunciados permitidas pela axio-
madtica, deduzir simultineamente um enunciado e o
seu contrdrio. Pela redugfio das diversas disciplinas
matemdticas 4 Aritmética, o problema fundamental
da teoria da demonstragio (designagiio por que ¢
conhecida a disciplina matemdtica que teve origem
no programa formalista de HiLserr) ¢ a demonstragio
da nfo contradi¢do da Aritmética com um formalismo,
que utiliza os simbolos:

N#o, e,ou,y, 3, 0> (Se .-+ entdo ---) , '« (sucessor
de x) 92(x) (¢ ¢ um mimero), & (x) (x tem a propri-
edade @), etc-:-

e se subordina aos axiomas:

I — da légica, como

2 (y=2) ; (2>y) > [(3—2) > (> )] ; [£->ndo 2]
—»niox;[x->y]>[ndoy—>niox]; &()>JxQ(x);
vz a(z) > ab)

II — da igualdade

rx=zjy=2~(Qy) ~>a)

Il — da aritmética finita :

0105 b->21(8); (& ="y)> (x =y) ; nio (v =0).

I a este formalismo assim constituido que desi-
gnaremos por 5.

O resultado surpreendente obtide por Gépes pode
enunciar-se com relativo rigor nos termos seguintes :
«Fi impossivel dentro do formalismo 6 demonstrar
a compatibilidade de £» .

E o préprio caminho seguido para chegar a este
enunciado estd recheado de conclusdes imprevistas e
interessantissimas (1).

Para apreendermos duas delas, fagamos uma nume-
ragido dos simbolos usados no formalismo, pondo em
correspondénecia os mimeros da forma 5n+1 (a partir
de n=0) respectivamente com os simbolos 0, ndo,
—,e, ou, ete.; os mimeros da forma 5n+ 2 (desde

(') HErMAXY WEYL — Philosophy of Mathematics and Natural
Science, Princeton University Press, 1949, Apendix A, p. 210.

BArKLEY RossER— Anr informal exposition of proops of Godel's
theorems and Church theorem, The Journal of Symbolic Logie,
1989, p. 53.

n=0) com as varidveis @,y,z,u,---; 08 nimeros
da forma 5n+ 3 (desde n=0) para as quantifica-
gbes: Ja, Jy,---; os nimeros da forma Hn 44
(desde n=0) para yx,yy,---; etec.

O objectivo desta numeracgio ¢ fazer corresponder
a cada enunciade de 6 um mimero natural. Para o
conseguir porém nfio basta a numeracio feita; ¢
preciso ainda qualificar o papel que os diferentes
simbolos desempenham na constitui¢Bo dum enun-
ciado. Com esse fim daremos ao enunciado uma escrita
arboriforme, tendo como raiz o simbolo ou operador
logico fundamental no enunciade de que se trate.
Tome-se como exemplo o axioma:

@ — (y = o)
Escrevamo-lo da maneira seguinte

¥ b
T
N

—

Atribuamos A raiz o mimero 1; numeremos os dois
ramos que dela saem com 10 o da esquerda ¢ 11 o da
direita; e 0 mesmo fagamos a partir daquele que por
sua vez dd origem a novos ramos.

Assim se chega a um csquema onde os nmimeros
ficardo indicando a ordem que no enunciado corres-
ponde aos simbolos que nele ocupam a posigdo desses
mimeros:

110 111

N
10 11

¥
1

Compreende-se que este procedimento ¢ absoluta-
mente geral pois os operadores ldgicos s6 operam
sobre uma ou quando muito duas varidveis (ou enun-
ciados jd formados & custa das varidveis e dos opera-
dores ndo, e, ou, ete. .., que as ligam).

Vendo agora nos niimeros intercalados nos diversos
ramos da drvore anterior, a escrita na base dois de
mimeros naturais, passaremos para uma Arvore equi-
valente onde porém os mimeros de ordem dos simbolos
do enunciado estdo escritos jd na base 10:

Estabelecendo como regra que aos numeros de
ordem dos simbolos se fazem corresponder sucessiva-
mente os mimeros primos, ordenados pela sua gran-
deza relativa, a partir de dois, no enunciado ante-

n
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rior, aos seus numercs de ordem, correspondem os
nimeros primos: primeiro, segundo, terceiro, sexto
e sétimo, isto é:

2,3,5,18 ¢ 17.

Posto isto e finalmente o nimero de Given do
enunciade z - (y —»2) serd, por definigio, o nimero
dado pelo produto 2M><32><511><187<172, resul-
tado da multiplicagio de cinco factores (tantos quantos,
com repeti¢iio, os simbolos que no enunciado entram)
cada um deles uma poténeia, cuja base ¢ o mimero
primo que simboliza a ordem, que no enunciado cabe
ao respectivo simbolo, e cujo expoente é o ulmero
adoptado para esse mesmo simbolo.

Assim se v@ que cada enunciado de 6 corres-
ponde a um nimero. Inversamente, se pretende verifi-
car-se que um dado nimero corresponde a um enun-
ciado de o5 proceder-se-4 da maneira seguinte. Seja
por exemplo o nimero 460800 ; faga-se a sua decom-
posigiio em factores primos:

21 3 32 5

que mostra ser o enunciado constituido pelos simbolos
de nimeros 11,2 e 2, isto 6 respectivamente —,
e x, colocados respectivamente nas casas de ordem
1,2 e 3. O enunciado hd-de ser da forma

N

ou seja finalmente x—x.

Por outro lado também as demonstragdes se podem
fazer corresponder numeros; de fadto sendo elas um
encadeamento arboriforme de silogismos: «Se «b» e
wse abw entio «cv entdo «ew »:

] h—e

N/

e, uma vez que ja sabemos como calcular os nimeros
relativos aos enunciados «a», «bv e «en , ete..., uma
técnica semelhante 4 anteriormente usada permite
determinar igualmente nimeros correspondentes as
demonstragdes de 6. Compreende-se que o eonjunto
dos mimeros que podem ser imagens de enunciados de
6 ndo compreende vimeros que sejam imagens das
demonstragdes de 6. Todo o simbolismo 6 aparece
como uma imagem duma parte da aritmética: os
simbolos, 0s enunciados que os combinam, os axiomas
e as demonstragdes da matematica—instrumento para
andlise critica da Metamatemdtica — tém como ima-
gens determinados mimeros com determinadas pro-
priedades; e &s propriedades dos simbolos ou dos enun-
ciados metamatemdticos correspondem propriedades
aritméticas: a metamatematica, na concepgiio de
Hiueerr, disciplina segura para o estudo critico da
matemdtica é abracada afinal por um dominio parti-

cular da matemdtica: a Aritmética. Assim, por um
lado, o pensamento que deve fundamentar as matemd-
ticas € ele mesmo matemdtico; e, por outro, se tem de
dominar teorias infinitas, terd que wltrapassar essa
infinidade. (1) .

Um outro aspecto chocante desses trabalhos de
Gipen é a distinglio- que obriga a fazer entre enun-
ciados verdadeiros e enunciados demonstrdaveis (enten-
dendo-se por demonstrdvel o deduzivel dos axiomas
pelo jégo imposto pelos préprios axiomas).

Simbolize-se, por «nfio-Dem. (x) » que «o enunciado
de nimero x# nf#o é demonstrdvel (em 5)» (e por
«Dem. (x)» que «o enunciado de mimero = ¢ demons-
travel)». Demonstra-se que «nfio-Dem. (z)» é forma-
lizdvel em ¢6; e que se «Dem. (z)» é um enunciado
verdadeiro, a sua formaliza¢fio em % ¢é deduzivel.
Goper mostra entio como se pode determinar um
enunciadoe = de o5 com o mimero e e exprimindo
que «o enunciado de mimero e nfo ¢ demonstriavel»,
ou com os gimbolos escolhidos : «nfio-Dem. (e)». Prova
seguidamente o chamado Primeiro Teorema de Gipew:
«e nio ¢ demonstrdavel», por outras palavras: «ndo ¢
demonstravel que o enunciado de nimero e ndo é
demonstravel». Se isto fosse falso, era verdadeiro
«é demonstravel que» o enunciado de nimero e nio é
demonstrdvel» ; mas como por hipdtese é também e
o nimero do enunciado «o enunciado de nimero e
ndo € demonstrdveln, posso dizer antes: «€ verdadeiro
o enunciado «Dem (¢)» . Mas se é verdadeiro tem que
ser demonstrdvel. E como «Dem (e)» corresponde &
negagdo de e, concluo que a hipétese de ser verda-
deiro que «: ¢ demonstravel» implica que também é
verdadeira a sua negagio: «e ndo ¢ demonstravel».
Sendo 6 ndo contraditério, ¢ isto absurdo.

Este teorema exprime afinal que «Se 6 € ndo con-
traditérion, entdo «e ndo ¢ demonstrdvel». GépeEr. mos-
trando que se pode formalizar o enunciado «b ndo ¢
contraditérion, conclui que se fossec demonstrdvel em
# o enunciado « 5 ndo é contraditérion, a transi-
tividade de «ser demonstrivel» e o seu Primeiro
Teorema obrigavam a dizer: «¢é demonstrdvel» que
«e ndo € demonstravel» o que é equivalente pela for-
macgio do préprio = a dizer «c € demonsirdvel». Mas
pelo teorema isto so ¢ possivel se 6 for contradi-
tério: a possibilidade de demonstrar a compatibili-
dade da teoria 6 implicava a sua incompatibi-
lidade (2).

*

I o préprio Heruax Weys quem tira destes resul-

tados a conclusdo seguinte: Desde que GopeL nos

(") Jeax CavaiLres — Transfini et Continu, Paris, 1947, Her-
mann et Cie.
(*) BargLEY Rosser, loe. cit.
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dedconw com muito pouca esperanca de que qualquer for-
malismo, suficientemente vasto para aburcar as mate-
mdlicas elassicas, pudesse fundamentar-se numa prova
de ndo contradicio, ganharam um interesse renovado
os sistemas axiomdaticos desenvolvidos sem sonhos
ambiciosos, anteriormente a HinLpert. E também neste
dominio das axiomdticas da teoria dos conjuntos
Kurr GipeL enriquecen a Matemdtica com um resul-
tado que em certo sentido se pode considerar como
fecho dum vivissimo debate que desde o principio
do século se estabelecen a propdsito do axioma da
escolha, enunciado por Zermero em 1904 .

E sabido que, a partir de 1873, Caxror, nas suas
tentativas de numeragdo dos conjuntos infinitos, esta-
beleceu a nogio de poténeia ou mimero cardinal 3
dum conjunto 4 por abstragio, da ordem e natureza
dos elementos desse conjunto, e com base na equiva-
léncia de conjuntos (dois conjuntos dizendo-se egui-
valentes, se entre os seus elementos se puder estabe-
lecer uma correspondéncia biunivoca). Foram as
poténcias do numerdvel e do continuo, respectiva-
mente nimeros cardinais do conjunto dos nimeros
naturais e do conjunto dos nmimeros reais, as primeiras
a serem exploradas por Canrtor, que desde logo
demonstrou a sua desigualdade, entendendo-se, por tal
a impossibilidade de escrever todos os mimeros reais
numa sucessdo infinita, prova deduzida com basc na
densidade e compacidade dos mimeros reais.

O estabelecimento da ordem de grandeza entre os
nimeros cardinais ¢ feito através das convengoes
seguintes :

a) A< B significa que A ¢ equivalente a um
sub-conjunto de B;

b) A<B significa que ¢ A< B e que ndo &
A=RB (4 e B, nio ttm a mesma potincia);

e do chamado teorema de Bernstens:

«Se A< B e EQH, entio A=DB.»
Postas estas nogdes e designando, como ¢ habitual por
2% o conjunto de todos os sub-conjuntos do conjunto
A, epor (2%
para qualquer conjunto A se tem sempre A< (2.

Assim a exponenciagio dos conjuntos (enten-
dendo-se por tal a passagem dum dado conjunto A4
ao conjunto 2! de todos os seus sub-conjuntos)
fornece-nos a possibilidade de construir uma escala
crescente e sem fim de nimeros cardinais infinitos,
partindo do numerdvel; designando por Ny e C
respectivamente o numerdvel e o continuo, teremos

o seu numero cardinal, resulta que

Mo c C (=%
RVo<2 =C<2=C;<2=0C;<2 ..

Este critério de ordenagiio faz surgir nataralmente,

na teoria deos conjuntos, o problema, denominado

da tricotomia e que consiste em saber se, dados dois
conjuntos 4 e B, de nimeros cardinais respecti-

vamente A e l_-j, serd necessdriamente verdadeira
uma e 86 uma das trés proposi¢des seguintes: 4 = B;

A<B e B<A. Cavror sem o demonstrar optou
pela afirmativa que veio a ser provada mais tarde,
em 1904, indirectamente, a partir da teoria dos
nimeros ordinais.

Considera-se ordenado todo conjunto entre cujos
elementos estd definida uma relacfio de ordem ou de
precedéncia, simbolizada por <, possuindo as pro-
priedades de ser completa, antisimétrica e transitiva.
Consideram-se como semelhantes dois conjuntos orde-
dados entre cujos elementos é possivel estabelecer uma
correspondéncia biunivoca, respeitando as relacdes de
ordem estabelecidas em cada um dos conjuntos. Da
mesma forma que a equivaléncia foi a base do pro-
cesso de abstragio que conduziu a definigdo de
mimero cardinal, também a semelhan¢a levou Caxtor
a uma nova abstragio: a de tipo de ordem ; de dois
conjuntos semelhantes diz-se que tém o mesmo tipo de
ordem K evidente que dois conjuntos com o mesmo
tipo de ordem tém o mesmo mimero cardinal; ndo
¢ porém verdadeiro o reciproco. Mostra-o o exemplo do
conjunto dos mimeros naturais 1,2,3, .-+ que pode
ordenar-se ou pela relagiio menor que, como pela rela-
¢do maior que; pondo respectivamente 1 <2 <3 ~{.--
e dp L g cer dn<ee 43 <221, consti-
tuem-se dois conjuntog ordenados com o mesmo
mimero cardinal, mas nfio semelhantes.

Observemos no tipo de ordem, que serd designado
por oy, do conjunto ordenado

1 <28 < L -0

uma propriedade de grande importincia na estrutu-
ragio da teoria dos mimeros ordinais: tem o conjunto
um primeiro clemento (isto é um elemento que precede
todos os demais) e todos os seus subconjuntos tém
igualmente nm primeiro elemento. ¥ esta proprie-
dade que se toma como defini¢io de conjunto bem
ordenado, e reserva-se a designacio de niémeros ordi-
nais para os tipos de ordem dos conjuntos bem orde-
nados. Todo conjunto finito com = elementos ¢
equivalente ao conjunto dos m primeiros numeros
naturais e pode ordenar-se semelhantcmente a este
mesmo conjunto, que ¢ bem ordenado, se tomarmos
como relagio ordenadora a grandeza relativa dos
mimeros. Adjectivando de finitos os nmimeros cardi-
nais e ordinais dos conjuntos finitos a observagio
anterior mostra que entre os mimeros cardinais e or-
dinais finitos hd uma estreita rela¢io, de tal mode
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que a cada conjunto finito corresponde um mimero
cardinal e um dnico numero ordinal, fundindo-se
assim, por natural convenc¢io, com o mimero n dos
seus elementos tanto o mimero cardinal como o
nimero ordinal desse conjunto. Jd nfo sucede o mesmo
com os conjuntos infinitos.

Vimos acima como do conjunto dos nimeros na-
turais se podiam formar dois conjuntos ordenados de
tipos de ordem diferentes enquanto o de tipo wy é um
numero ordinal, o segundo ji o nio ¢é.

X possivel ordenar os numeros ordinais, uns em
relagiio aos outros, com a definigfio de «menor ques,
baseada no teorema seguinte :

«Se A e B, sio dois conjuntos, que, ordenadoes
por uma certa relagio < resultam bem ordenados,
¢ sempre verdadeira uma e 86 uma das trés propo-
sicOes seguintes :

a) A é semelhante a B; b) Existe be B tal que
A é semelhante ao sub-conjunto de B3, contituido
por todos os seus elementos que precedem 4; c)
existe a e A tal que B ¢ semelhante ao sub-con-
junto de A constinido pelos seus elementos que
precedem a .

Designando por 4 e B os nimeros ordinais res-
pectivamente de A e B, o teorema anterior sugere
que por definigio se diga na hipdétese b) que o
nimero ordinal de A4 ¢ menor que o ntmero ordinal
de B, e que se escreva 4 < B, ¢ que na hipétese
) sedign B<4-

Desta definigdio resulta serem todos os nimeros
ordinais finitos menores que g, que, por sua vez,
¢ 0 menor dos nimeros ordinais transfinitos.

Esta comparabilidade universal dos mimeros ordi-
nais pela relagio menor que, assim transposta para
os numeros ordinais transfinitos, induz uma bba orde-
nagido no conjunto @ dos numeros ordinais. Duas
propriedades essenciais se demonstram para este
conjunto :

1) Todo nimero ordinal g tem um sucessor ime-
diato, que se representa por -1 — proposi¢io que
significa que nfio hd nimero ordinal algum ¢' que
satisfaga a 6 <<6' <0 +1;

2) Todo conjunto @ de numeros ordinais ¢ ime-
diatamente seguido por um ndimero ordinal ¢, que-
rendo dizer-se com isto que: i) para todo 6e @ ¢é
6<06'; e ii) nio hd qualquer mimero ordinal o' tal
que seja possivel encontrar um elemento 4 de @' de
modo a serem satisfeitas simultineamente as relagoes
620" e o' <0 .

Estas propriedades justificam dois principios de
geracdo dos numeros ordinais, principios que se
enunciam da seguinte forma: G. 1 «Todo niumero

ordinal gera um novo nimero que se lhe segue ime-
diatamente» (do qual ele é o predecessor imediato) ;
G. 2 «Todo conjunto de nimeros ordinais gera um
nove numero que segue imediatamente esse con-
junto». Desta forma o ordinal 0, — nimero ordinal
correspondente ao conjunto vazio — d4 lugar, pela
aplicagio de G'. 1, ao mimero ordinal 1; este ao 2;
ete. .-~ e o conjunto de todos os numeros ordinais
que se obtém a partir de 0, gracas a G. 1, cria
por for¢ca de &. 2, um novo nimero ordinal, precisa-
mente o nimero ordinal vy, acima definido. Por sua
vez a aplicagio de G.1, a partir de w; leva i gera-
¢fo duma nova sucessfio de mimeros que simboliza-
remos com eg+n, onde n representa um ordinal finito.

Desta sucessfio e por intermédio de G. 2 se chega
a um outro nimero ordinal que serd representado
por wy+wg ou ey 2. De oy 2 pode partir-se, em forma
andloga para obter novos nimeros ...

Considere-se seguidamente o conjunto de todos os
nimeros ordinais que se obtém de wy: a) ou pela
aplicagiio de &.1; b) ou pela aplicagiio de G.2 a
conjuntos numerdveis de nimeros ordinais formados
por (a); ¢) ou pela aplicacio de G.1 e G.2 aos
nimeros jd obtidos por (a) e (b). A este conjunto de
nimeros ordinais chama-se usualmente a classe 1T dos
mimeros ordinais reservando a denominacio de clas-
se I para o conjunto dos nimeros ordinais finitos.

Tomando agora a classe II, o prinecipio G. 2 a
cla aplicado gera um novo nimero ordinal, represen-
tado por o;. Note-se que, contrariamente ao que
sucede com os ordinais finitos, que correspondem
estreitamente (e com eles se identificando) aos cardi-
nais finitos, todos os nimeros da classe II corres-
pondem a um mesmo cardinal: o nimerdvel N,
Mas exactamente como a classe I tem um mimero
cardinal maior que cada ndmero cardinal finito,
também o conjunto de todos os nimeros ordinais
da classe I e da classe II (isto é todos os mimeros
ordinais inferiores a ;) possui um nuimero cardinal
maior que todos os finitos e que o mimerdvel. Repre-
senta-se este novo nimero cardinal transfinito por }¥;.

Com base agora em «; e utilizando alternada e
sucessivamente ora o primeiro principio de geragiio
ora o segundo, aplicado a conjuntos de mimeros ordi-
nais de poténcia ¥, ou ]}, gera-se uma IIT classe
de mimeros ordinais, que serd analogamente supe-
rada por um novo nimero, inicial da classe I'V, repre-
sentado por wy e a que corresponde um novo nimero
cardinal ¥,, podendo dispor-se os mimeros ordinais
e cardinais assim obtidos em sucessfio crescente
(transfinita) : .

<2< <<n< ey < ver Sty < e < g

e l<2<.v.<n<,, N< Ny < N;.
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Por seu turno os mimeros wy; e ¥, nos levariam
a novos numeros w3 e ¥3; e o processo poderia
repetir-se indefinidamente (1).

*

O problema do continuo consiste em encontrar na
escala crescente dos alephs, isto é ¥, 82,:-, ©
lugar ocupado pelo mimero cardinal 2No, poténcia
do continuo, isto & nimero cardinal do conjunto dos
mimeros reais. Cantor supunha que ele deveria ser o
primeiro aleph nfio numerdvel, isto ¢ Ny. Dai o de-
signar-se a igualdade 2% = N, por hipdtese do
continuo. Embora esta igualdade, em cincoenta anos
de pesquisas, nunca tivesse sido demonstrada, bal-
dados foram igualmente todos os esforgos feitos para
dela deduzir qualquer enunciado matemdtico contra-
ditorio.

O destino desta hipdtese tem corrido paralelamente
a0 do chamado axioma da escolha, que desempenha,
um papel impreseindivel na teoria dos conjuntos,
onde enunciados hd que se nio podem demonstrar
sem a utilizagio de certos conjuntos, cuja existéncia
resulta da aplicagiio desse axioma: a demonstragiio
de que: «de dois ndmeros cardinais transfinitos
diversos, um é necessiriamente menor que o outro»
assenta na tese «todo conjunto pode ser bem orde-
nado» cuja prova foi dada em 1904 com base na
hipétese que ficou conhecida na literatura matemd-
tica como awmioma de Zemuero ou da escolha: Para
todo conjunto M, cujos elementos siio conjuntos P nio
vozios e sem elementos comuns dois a dois, existe pelo
menos um conjunto N, que contém um elemento e um s
de cada conjunto P de Mb».

Com base neste axioma podemos afirmar que na
sucessiio crescente dos alephs Ny, Ny, N,, .- estio
todos os nimeros cardinais possiveis e portanto o
nimero cardinal do continuo, e todos os que a partir
deste se podem atingir pela aplicagiio repetida do
processo de exponenciagio. Mas «Qual dos alephs é o
numero cardinal do continuo?» é problema que per-
manece sem resposta, ainda que se utilize o axioma
da escolha.

Este axioma originou logo que foi utilizado, uma
polémica, feita em termos frequentemente vivissimos,
recusando-se muitos matemdticos a trabalhar com
as puras virtualidades afirmadas pelo seu enunciado;
tais reservas suseitaram um movimento de critica aos
fundamentos da matemdtica, que, na variedade de
caminhos em que veio a subdividir-se, abriu novas
perspectivas a investigagfio matematica.

Neste debate universal estabelecido 4 volta da teo-

(') Haxs Haux— Reelle Functionen, 1932 ; Berro Luvi, Mathe-
maticae Notae, F. 1-2 ; v, 1945,

ria dos conjuntos, hd que destacar a posi¢io, estri-
tamente cientifica, assumida pelo matemdtico polaco
Wacraw Simreinskr — al’homme qui "a le plus et le
mieux su utiliser I'axiome du choix», no justo dizer
de Lesesavr — frente ao axioma de Zrrmero e & hipé-
tese de Caxror, atitude de persistente e minucioso
exame critico e cuja soma de resultados se encontra
no trabalho apresentado em 1918 4 Academia de
Ciéncias de Cracdvia, subordinado ao titulo «L’axiome
de Mg. Zrrurro et son rile dans la théorie des Ensem-
bles et I' Analyse» e na monogratia « Hypothése du Con-
tinu», Warsaw, 1934, Pacientemente Siereinskr dedi-
cou-se por um lado ao trabalho de assinalar as
demonstragdes fundamentais da teoria dos econjuntos
e da andlise real que utilizam escolhas, e por outro,
a deduzir proposigdes variadas tanto do axioma de
Zermero como da hipétese de Caxror. Entre os enun-
ciados equivalentes as duas tio discutidas proposi¢des
destaquem-se (1) :

a) para o axioma da escolha: a equivaléncia & pro-
posicio: «dados dois conjuntos quaisquer, um deles
tem um subcoujunto com o mesmo nimero cardinal
do outro» ; 0 que revela bem quam intimamente estd
ligade o axioma ao problema da tricotomia nos
numeros cardinais.

b) para a hipdtese do continuo, a equivaléncia a
afirmagio conjunta dos dois seguintes enunciados:

L) existe um conjunto linear com a poténcia do
continuo que nio possui qualquer subconjunto infi-
nito ndo numerdvel e nio denso; §) existe um con-
junto linear com a poténcia do continuo e que nio
possui qualquer sub-conjunto infinito nfio numerdvel
e de medida nula. Proposigies que reflectem uma
espéeie de dualidade, que a hipdétese do continuo im-
plica na recta real, entre conjuntos de primeira cate-
goria e conjunto de medida L nula.

A hipétese do continuo, 2o Ny, é um caso
particular da chamada hipdtese generalizada de
Caxror, segundo a qual todo nimero cardinal infinito
m ¢ imediatamente seguido pelo mimero cardinal 2.
A esta hipdtese pode dar-se, com o auxilio do axioma
da escolha, a forma equivalente : «para todo ordinal

N
0, Mgy =2 R .

Quase simultancamente com as objecgdes feitas ao
axioma da escolha, indispensdvel para certos desen-
volvimentos das teorias ordinal e cardinal, a eriagfio
de Cantor viu-se ameacada por paradoxos, que nada
dentro dela impedia que se formassem. A exposiciio
sumdria que acima fizemos das propriedades essen-
ciais dos conjuntos bem ordenados e dos mimeros

(') Les Entreliens de Zurich, Zurich, 1941.
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ordinais, permite apercebermo-nos facilmente da
mais antiga dessas antinomias—a de Burarri-Forrr,
enunciada em 1897 e que Caxror parece ter entrevisto
jd em 1895. Consiste ela na consideragiio do conjunto
© de todos os nimeros ordinais, que, por ser bem
ordenado, gera um novo numero ordinal, que sendo
novo se nfio encontra ainda em © — o que contradita
a hipdtese de ser © o conjunto de fodos os nimeros
ordinais.

Esta situagio gerada na utilizagfo descuidada da
nocio ingénua de conjunto forgou i passagem a uma
nova fase da teoria dos conjuntos: a fase axiomdtica,
caracterizada por deixar a nogdio de conjunto de
ser 0 que a intui¢fo nos sugere para passar a ser um
termo primitivo num quadro de axiomas, escolhidos
de forma a permitir obter toda teoria abstracta
dos conjuntos, mas exorcizando as antinomias conhe-
cidas .

Pertence a Zermero (1) e é de 1908 a primeira axio-
médtica da teoria dos conjuntos. Os axiomas adop-
tados regulam as propriedades da relagio we X
(o elemento x pertence ao conjunto X):

Ze. 1 Sido iguais dois conjuntos com os mesmos
elementos.

Ze. 2 SAo conjuntos: o conjunto vazio, o conjunto
jx! ecujo tnico elemento ¢é x, o conjunto =,y
cujos inicos elementos sio x e .

Ze. 3 BSendo P (x) uma proposigio construida
segundo as leis da Légica e dependente Jda varidvel =
(simbolo dum elemento dum conjunto X) existe um
conjunto constituido por todos aqueles elementos de
X que tornam verdadeira a proposi¢io F (x)
(Axioma daformagio dos subconjuntos dum conjunto).

Ze. 4 Existe um conjunto infinito, isto é: existe
um conjunto, que contém o conjunto vazio, como um
dos seus elementos, e que, com cada elemento a, con-
tém igualmente como elemento o conjunto }a|.cujo
tinico elemento é a.

Ze. 5 Para cada conjunto, existe um conjunto (con-
junto poténcia) cujos elementos sfio os subconjuntos
daquele.

Ze. 6 Para cada conjunto, existe um conjunto (con-
junto reunifio) cujos elementos sio os elementos dos
elementos do conjunto dado.

Ze. 7 O axioma da escolha.

O axioma Ze. 8, com o eritério de defini¢io dum
sub-conjunto dum conjunto dado, por meio duma
proposi¢io, que deveria subordinar-se as leis da
Légica, —aquela Légica cldssica posta em cheque,
simultineamente com a teoria dos conjuntes, pela
antinomia de Burarti-Forri, como pelas que se lhe

(') Jeax CaAvaiLLES — Dedekind, les Axiomatisations, Paris,
1938,

seguiram — impelin naturalmente 4 formulacio de
novas axiomatizacdes, menos contestiveis. Frarsxker
(Einleitung in die Mengenlhere, Berlin, 1928), Vox
Nevsmasy (Die Aziomatisierung der Mengenlhere, Math,
Zeit. 1928) e Brrwavs (4 system of axiomatic set
theory, Journal of Symbolic Logic, 1937, 1941, 1943)
estabeleceram quadros de axiomas, dentro dos quais,
como no sistema de Zermero, o axioma da escolha
ocupa um lugar especial.

A maneira de remediar nessas axiomdticas a forma
discutivel como Zerwrro caracteriza uma legitima
formulagiio da propriedade P (x), que permite separar
num conjunto X um seu sub-conjunto P, tem um
caracter finitista e inductivo. Sé podem ser predi-
cados: 1.° aquelas proposigdes da forma xze d; 2.°
aquelas que se obt®m de predicados jd formados pelas
operagoes logicas: negagio, e conjungio; 5.° as que
resultam de predicados jd formados pela quantifi-
cacfio : «para todo ... ».

Assim a ciéncia matemdtica possui hoje em dia
uma fundamentagio satisfatéria da Teoria dos Con-
Jjuntos de Caxtor, em toda a integridade da sua creacilo
original (1). k

Precisamente uma segunda contribui¢io sensacional
de Goper para a histéria da Matemdtica situa-se no
dominio da teoria dos conjuntos, nfio na forma ingénua
de Caxror, mas na sua estruturagiio axiomdtica. A
revelagio deste resultado teve qualquer coisa de
espectacular. Em Zurich, no més de Dezembro de 1938
reuniram-se algumas das primeiras figuras europeias
da Légica e da Matemitica, entre 0s quais SxorLex,
Frizcner, Lukasiewikz, Leneseue, Sierpinskr, Bernays e
I"1ysLer, para o confronto das suas opinides divergen-
tes relativamente aos Fundamentos e Método das Cién~
cins Matematicas. Foi apos a intervengfio de Sterrixskr,
que se ocupara do axioma da escolha e da hipétese do
continuo, e imediatamente antes da discussio que a
propdsito se estabeleceu, que Gonsern, o presidente
dos debates, comunicou o trecho seguinte duma carta
dque lhe fora enviada por Kurr Gopen: Num curso
professado em Viena durante o verdo de 1937 fiz a
demonstracdo da ndo contradicdo do axioma da escolha.
A seguir e pelo mesmo método, consegui provar igual-
mente a ndo contradicio da hipdtese generalizada do
continuo.

No ano seguinte, Gipern, jd entdo no Institute for
Advanced Study de Princeton, renovou essa demonstra-
¢do, realizando um curso, depois publicado nos Annals
of Mathematics Studies (N.° 3, Princenton University
Press, 1940), com o titulo The consistency of the axioin

(') KurT GODEL: Whatis Cantor’s Continuum problem? in «The
American Mathematical Monthlys, Nov. 1947,



of choice and of the generalised continuum-hypothesis
with the axioms of the set-theory.

Se nos recordarmos que a grande objecgdo contra o
axioma da escolha, por parte dos matemdticos que se
recusavam a utilizd-lo, era a desconfian¢a de que ele
poderia conduzi-los a antinomias, concluiremos apds
este resultado de Giper, que nfio hd motivo para
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considerar o axioma da escolha com um receio que se
nio tem em relagio aos restantes axiomas da teoria.
Como o proprio Géver diz: pode agora afirmar-se
que, no estado presente dos nossos conhecimentos, o axio-
ma da escolha estd tdo bem fundamentado como todos os
outros.

Junta de Investigaglio Matemética — Porto, 1951, Abril,

A fungéo de Dirac— Sua interpretagcdo matemética — Il

por Ruy Luis Gomes

Derivada de uma distribuigéo

Para maior facilidade de dedugfio suponhamos que
se trata de uma fun¢io com derivada no sentido
ordindrio:

f@+m —f@
h

€T -nl'
f (#) =lim
Ora, como cada fun¢io f(x) é identificada com a
respectiva distribuicfo f f(z) g (x)de, somos le-
vados a considerar a nova razio incremental
[f@tne@do— [f@) e ds
: ke :

1)

a que ainda se pode dar a forma

il T
) [rate=—t®,,,

mediante a substituigio x=y — A.

Como a razio incremental afecta agora a fungiio ¢
e nfio f, bastard sujeitar ¢ a uma hipétese suple-
mentar para ficar assegurado o limite de (1) para
h=0,

Concretamente, se ¢ admitir derivada, continua,
-sobre todo R, tem-se

o b 4 G )y

h=0 h
-—[f@¢ @ad=.

 Na verdade com a hipétese formulada, (1') trans-
forma-se em

~[r@¢ @ ay— [ ¢ G+om) — ¢ Wy

ou efectivamente em

*ﬁ(y) ¢ (v) dy —fo(y) [¢' (y+0h) —o' (¥)]dy,

sendo K o suporte compacto de o.
Ora, como, por hipdtese, o' é continua sobre R1,
resulta uniformemente continua sobre K donde

}:.- S @) [9' (y+0h) — o' (y)]dy |

S ACIE I TIEIC

Finalmente, atendendo a que f(y) e portanto
| f(y) | t8m integral finito em qualquer compacto, vem

|[70)1¢ w+om —g @ay| <5 11<e@),

donde (2). Em resumo

[r@e@de = - [7()¢ @ da,

conforme a regra de integragdo por partes.

No caso de uma fun¢fio f(z), localmente somavel,
evidentemente, mas sobre a qual nada acrescentamos a
respeito da existéncia de derivada ordin¥ria, tomamos

—[f(®)¢' (®)dx para sua distribuigio derivada,
baseados nos desenvolvimentos (1), (1), (2).

Numa palavra: f!(3) = — f(9').

Ampliando a hipdtese suplementar sobre ¢ de
maneira a assegurar a existéncia de derivada con-
tinua ¢" (x), para n qualquer, escreveremos

S () = (—1)"f(¥"),
o que nos permite afirmar — uma fungio localmente
somavel admite derivadas de todas as ordens, que coin-
cidem com as derivadas ordindrias quando estas tiverem
efectivamente sentido.

De um modo ainda mais geral, se designarmos por
7 (9) toda a funcional linear continua no espago (D)
das fungdes continuas, de suporte compacto, com
derivadas continuas de todas as ordens, temos

(@) = (= 1)+ (¢)



