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3327 — Demonstrar que o centro de gravidade de
3 pontos materiais— A4, B e C —, de massas ignais,
coincide com o baricentro da superficie homogénea
do tridngulo ABC.

3328 — As coordenadas vectoriais do torsor velo-
cidade do sdlido S, em relagio ao triedro fixo
Oejese; 3 sio

Q= (t+1) ey + (—1) e+ (3+1) 83
e O'=(t—1)e; — (3+1) ea+ (2—1) e3.

Determinar os instantes em que o acto do movi-
mento é de translagio e aqueles em que ele é de rota-
¢do. Para os primeiros, achar a velocidade de trans-
lagdo. Para os segundos, escrever as equagdes dos
respectivos eixos instantineos de rotagdo. R: O mo-
vimento € de translagdo se o torsor velocidade instan~
tdnea for redutivel a um conjugado; de rotagdo se for

redutivel a um vector deslizante. Em qualquer caso seré
Q|0'=0, o que se verifica nos instantes t—=+1.
Q=0
0' = — 20;; o0 movimento€ uma
translagdo de velocidade v = —2¢,. Para t=1 vem
{ O =2e+2e

O' = — 2 e,; 0 movimento € de rotagiio e a equagio
vectorial do correspondente eixo instantineo de rotagdo
¢ Q=04+ (+1)e; +2re;3.

3320 — Sabendo que o momento de inéreia em
relagio a um didmetro do circulo homogéneo (densi-
dade p) de raio » vale pwri/4, determinar o mo-
mento quadrdtico em relagio ao eixo do tronco de
cilindro de revolugiio homogéneo de densidade p,
raio da base r e altara 2. R: p=hri/2.

SolugBes dos n.? 3322 a 3320 de Zozimo Pimenta de Castro do Rego

Para t=—1 vem {

PROBLEMAS

Com o préximo n.° 50, completa a Gazeta de Mate-
matica 12 anos de existéncia.

E jd longa e rica a experineia adquirida; impde-
-se, porém, mais do que nunca, uma atitude retros-
pectiva, afim de se evitar de futuro, e o melhor possivel,
certos erros cometidos.

Assim, jd no n.° 1 se definiu o objectivo da Gazeta
de Matemdtica: — apretende ser ela um instrumento
de trabalho e um guia para os estudantes de Matem4-
tica das Escolas Superiores portuguesas num campo
onde eles encontram, por ventura, as maiores dificul-
dades — o campo da preparagio prdtica».

Se em parte este objectivo foi atingido, o que ¢
verdade é que existem lacunas que é necessdrio preen-
cher. Estas lacunas sfo provenientes, segundo parece
i Redacgfo, de:

1.° — Resultados imcompletos do inquérito aos lei-
tores, aberto nos n.°* 10 e 11, sobre, «O Que Pensa da
Gazeta de Matemaitica? ».

2.0 — Desinteresse da parte de muitos professores
de matemdtica pela Gazeta de Matematica.

Realmente, para a G. M. se aproximar do objectivo
atraz recordado, é necessirio haver uma permanente
colaboracio entre leitores e Redacglo, principalmente
no sentido daqueles manifestarem a esta os seus dese-
jos, as suas necessidades.

Além disso, a existéncia de professores de matemd-
tica dos Ensinos Secunddrio e Superior que nio
acompanham a inica revista portuguesa dedicada ao
ensino da matemdtica, como conviria e desejaria a
G. M., prova:

Ou a nfo realizagio da parte da G. M. dos objec-
tives em vista;

Ou o desinteresse desses professores por um aspecto
importante do mesmo ensino.

Qualquer destas duas alternativas revela uma
situagio que urge melhorar.

Mais do que nunca se torna necessdrio que esses
professores apontem qual o caminho a seguir, quais
as modifica¢fes a fazer na nossa revista.

Tenciona a Redacgdo, a partir do préximo ndmero
de Janeiro abrir duas sec¢des permanentes :

Inquérito aos Leitores, baseado nos termos expostos
no n.0 11, pdg. 29.

Concurso de Problemas.

O concurso constard de 3 secgdes:

Elementar —com problemas ao nivel do ensino
secunddrio. 3

Média — com problemas ao nivel da disciplina de
Cdlculo Infinitesimal. E

Superior — destinado a alunos com a cadeira de
Andlise Superior, licenciados e professores de mate-
mdtica. .

A seguir apresenta-se um projecto de regulamento
do concurso e dois problemas tipos de cada secgdo
com sugestdes para a sua resolugdo.

Projecto de regulamento

1 — ¥ aberto um concurso, entre os leitores da
G. M., de problemas propostos pela Redacgfo, dividido
em 3 secgdes: a) Elementar, b) Média e c) Superior.

2 — Cada solucionista poderd concorrer a uma ou
a todas as secgoes.

3 — O concurso, em cada secgilo, consistird na reso-
lugfio de 8 problemas publicados em mimeros suces-
sivos da G. M., dois em cada nimero.
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4 — As solugdes devem ser apresentadas até ao fim
do trimestre a que respeita o nimero da G. M. em
que sairam os problemas, afim de serem publicadas
as melhores no mais préximo nimero em que for pos-
sivel (em geral no segundo nimero posterior 4 publi-
cagiio do problema).

5 — As solugdes deverdo ser apresentadas em folhas
soltas e escritas de um s8¢ lado e cada folha sé con-
terd um problema, e indicard o nome do solucionista.

a) Os simbolos deverio ser escritos & mao.

b) Os desenhos deverdo ser apresentados em folhas
separadas e cobertos a tinta da China, com indicagdo
do problema a que se referem e o nome do autor da
solugdio.

6 — Serdo atribuidos prémios, estabelecidos no
inicio de cada concurso, aos melhores solucionistas
que, em cada secgio, apresentem pelo menos 6 solu-
¢Oes certas.

Serdo indicados em cada mimero todos os solucio-
nistas dos problemas anteriores.

A G. M. desejaria que os seus leitores se mani-
festassem sobre este regulamento e enviassem também
i Redacgfio as suas sugestdes, quanto i natureza e
grau de dificuldade dos problemas, de que damos
junto exemplos.

PROBLEMAS

3330 —Se b +e>a>0 e b2+ c?=a?, prove
que ad>43+e3. R: Como b+ e¢>0, entio, e
sem perda de generalidade, podemos supor que
ou b=t e >0 (1)
ou b>0 e e<0 (2)

Como (a—b) (a+b)=ec? qualquer que seja c serd
sempre

a—b>0 ou a=>b (3)
Se ¢ >0 conclue-se analogamente
a>c (4)

relagio que se verific. ainda quando ¢ <0.

Em qualquer caso € portanto a>>b e a> c, donde
a-b?2>0b3, e a-e?>c?, ou a(b?Le?)>bd e,
e, finalmente a* > b3 4 ¢¥,

E facil ver que b e ¢ sdo diferentes de zero.

3331 — Considere trés esferas cujos raios medem
respectivamente 4, 5 e 6 em., tangentes entre si duas
a duas e todas tangentes ao mesmo plano 2. Consi-
dere ainda uma quarta esfera, tangente is trés ante-
riores, cujo raio mede 3 em. Determine a distincia
do centro da quarta esfera ao plano a«. R: Consi-
dere-se um sistema de eixos ortogonais sendo x o
plano dos xy e passando o eixo dos zz pelo centro
da esfera de raio 4 em. 4s coordenadas dos centros das

esferas serdo: Py (0,0,4),P; (xq, 0,5), P3(xz,y2,6)
Q (x3,¥3,23), se 0 plano dos xz passar pelos cen-
tros das esferas de raios 4 e 5 em.
A distancia pedida serd |z | .
Como as distancias entre os centros das trés pri-
meiras esferas sio respectivamente :
PP,—9; PiP;=10 ¢ P,P, =11

conclue-se que x} + 1 =81, x; = 4/5 5 X34 yi+
+4=100, x3+y3=96; e (x,—4{/5)® +y3i+1=121,
o que dd x,=T:\/5 e va=|/431:5

Por outro lado como é Py Q=T; P, Q=8¢ P;Q =9
conclue-se que

xi+ yi+ (23— 4)2=49
(xs = 4V3)" + yi+ (2s — 5)2 = 64
(%2 —7:v5)" + (ys — V4B1: B)* + (23 — 6)? —= 81

sistema que resolvido da o valor de |zy|.

3332 — Determinar as raizes da equacfio ecibica
f(x) =0 para a qual as duas dreas limitadas por
y=f(x) e pelo eixo dos xx sfio numeros inteiros.
R: Sgjam a2y << 23 << 23 as raizes da equagio e
ponhamos oj-+h =25 e 2k —=ay.

Por outro lado a equagio da chbica poderd esere-
ver-ge : y=a(x—a) (x —ay) (x — a3)

e as areas pedidas Ay e Ay serdo dadus por

Qs
Ai '_—f f (X) dx=a ("'I — ag) (2‘0.3 e g ‘73)“2 ==
oy

=ahd(h + 2k)/12
€

%
Az=f f(x)dx = —ak3(2h + k)/12.
L]

Para que Ay e A, sejam niumeros inteiros € neces-
sario que ahd(h+2k) e —ak3(2h+ k) sejam
maltiplos de 12. Se for a =1, I e k devem ser in-
teiros e ambos da mesma forma 6m, 6m + 2 ou
6m + 4, e nestes casos as raizes de f(x) =0 serdo:

b—6p 5 b b+ 6q

b—6p—2, b, b+6q+2

b—6p—4, b, b+6q-+4,
onde b € real e p e q sdo {nleiros.

3333 —Dd-se 4 recta x=az+p, y=bz+g¢ uma.
rotagdo 0, no sentido positivo, em torno de 0z
Determinar 6 de modo que as direccdes primitiva e
final sejam perpendiculares.

3334 —Provar que as raizes da equagdo f(i,—iz) =0
sfio os afixos dos focos reais da curva de equagio
tangencial f(m,p) =0 (y=mxr+p equagiio da tan-
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gente 4 curva). R: Se a tangente for Y —y=m(X —x),
serd p=Y —mX. Mas dos focos podem tirar-se tan-
gentes de coeficientes angulares +1i. Entio

pr—iX=—iZ.

3335 — Faz-se a projecgio estercogrdfica dama
esfera de raio unidade sobre o plano (z) do equador,
tomando como centro de projecgio um dos polos;
a origem de z é o centro da esfera. Provar que os
afixos z; e 2, das projec¢des de dois pontos diaine-
tralmente opostos sobre a esfera verificam a relagio

2323 = — 1. R: Sejam M, (§1,1,81) e Ma (&2,m2, &2)

os pontos e zy(Xy,vy) € 2Zp(Xs,Yys) as respectivas
projecgies,

-l
it L T
de 82424+ (2 =1 temos
2x 2y
- — = — A= 2 £1 .
e e Akt ol
Entio
X ¥ A4 1
x_:_vf- _&:+1 = p donde Ajp*+(8;+1)p+1=0.
ik 1 =
s s s e Zpfy=—1.
XP Ry On xhiied O imgEtxg Ryl
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Nosta sec¢lio, além de extractos de eriticas aparocidas em revistas estrangeiras, serfio publicadas criticas de livros

@ outras publicagles de Matemitlca de que os Autores ou Editores enviarem dois e

89 — STIGANT, S. AUSTEN — Modern Elec-
trical Engineering Mathematics — Hutchinson's
Scientific and Technical Publications, 1946.

O desenvolvimento extraordindrio que tém tomado
nos iltimos anos numerosas aplicagdes da Eleetrici-
dade levanta problemas cuja solugio exige o recurso
a técnicas de Matendtica cada vez mais dedicadas.
E nem s6 a obtengiio de resultados num ou noutro
problema impde a utilizaglo de novas téenicas de
cdlculo: assiste-se também a uma revisdo dos mé-
todos por que eram abordadas até aqui muitas ques-
toes de electrotecnia com o objectivo de procurar
tratd-las com mais simplicidade, mais eclegiucia ¢
mais generalidade.

Tal objectivo tem sido atingido de vidrias formas :
simplificando a tradugfio analitica dos problemas;
uniformizando o tratamento de questdes com estru-
-turas semelhantes (quer dentro da electrotecnia quer
pertencendo a dominios diferentes); simplificando os
cilculos numéricos.

E assim, vemos a teoria das matrizes, a teoria dos
grupos e a topologia aplicadas no estudo das rédes;
o cdleulo tensorial e a geometria dos espagos de
Riemaxy, no estudo das mdquinas rotativas e das
rédes; o cdleulo simbélico de Heaviside, no estudo
de todos os regimes transitorios; o cdleulo das pro-
babilidades e a teoria das fungdes aleatdrias, nos
problemas de telecomunicagGes e na recente teoria
da informacgfio; a geometria do espago de Hiumerr,
na interpetagiio de certas propriedades dos regimes
periédicos ndo sinusoidais e dos regimes impulsivos
(onde a teoria das distribui¢des de Scawarrz poderd
vir a prestar relevantes servicos) ; ete., ete.

.

plares & Red

O livro de S. Sricasr contém a exposi¢io elementar
de algumas das aplicagbes menos wvaulgarizadas da
matemdtica a problemas de electrotecnia.

Trata-se duma obra muito acessivel, sem preocupa-
¢des de rigor, constituindo uma excelente introducio
a trabalhos mais especializados.

Nilo queremos deixar, contudo, de lhe fazer alguns
reparos de caracter geral.

Assim, a insisténcia mo enunciade de regras
torna-se por vezes desagraddvel. Também se exa-
gerou na apresentagio de muitos resultades dum
pento de vista estritamente formal, pondo de parte
quaisquer consideragdes de natureza critica e demons-
trativa.

Parecem-nos ainda deslocados, num livro do género
deste, os capitulos de andlise dimensional e aquele
em que o Autor expde o que chama «the per-unit
method», que cunsiste em referir as grandezas fisicas
a uma unidade convenientemente escolhida em cada
caso. E bem conhecida a utilidade deste dltimo
método em certas questdes de electrotecnia, nomea-
damente no estudo dos defeitos assimétricos nas redes
trifdsicas, mas afigura-se-nos desproporcionado dedi-
car-lhe um ecapitulo numa obra como esta.

No entanto o caracter de inovacfio que informa todo
o livro compensa largamente os pequenos defeitos
que lhe acabamos de apontar, tornando-o francamente
recomenddvel aos estudantes de fisica e de eleetro-
tecnia.

Segue-se a lista dos nomes dos capitulos: Plane
vector operators; Complex angles; Determinants;
Matrices; Engineering examples of matrice theory;
Dyadies; Tensors; The index notation in electrical
engineering tensors; Tensor concepts in electrical



