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GAZETA DE MATEMATICA

MATEMATICAS ELEMENTARES

PONTOS DE EXAME DO 3.° CICLO DO ENSINO LICEAL
E DE EXAMES DE APTIDAO AS ESCOLAS SUPERIORES

Ensino liceal — 3°. ciclo — 4951, Julho.

I
3262 — Determine o limite da fungdo

w?—q
W)= 23 —5x24-28"
quando x tende para —2. R: A fungdo dada
: (x+2) (x—2)
= : = s P
pode escrever-se F (x) =+2) (*—Tx + 19) ara
xf—2 ¢ F(x)=r:T1—4~. Logo o limite de

F (x), quando x tende para —2, € ;—1;8 (resultado
da substituigdo de x por —2 na wltima expressdo).

3263 — Escreva a equacgdo cartesiana da recta
que passa pelo ponto A (—3,0) e é perpendicular a
recta cuia equaglo ¢ 2y+dx=6. R: O coeficiente
angular da recta dada € —5[2; o da recta pedida serd

2
2/5. A equagdo desta recta € y = 3 (x+3).

3264 — Resolva a seguinte equagio trigonométrica:
2cosx tag x = ;/5 . R: A equagdo dada € equiva-
lente & equagdo sen x = {/3/2. Como sen 60°=y/3/2,
a solugdo geral da equagdo é x=k -180°4 (—1)%.60° .

3265 — Numa divisfo, o dividendo é 162 e o resto
15. Que valores pode ter o divisor? R: 162=dq+15.
sendo d>15. Logo 14T =dq, d>15. Quere dizer
d ¢ um divisor de 147, superior a 15. Poderd ser
d=21, 49,147 .

1I
3266 — Dada a fungio
F(z)=(4—2)@2+5c—2),

determine os valores de x para os quais essa funglio
tem valores negativos. R: A expressdo 4—x € posi-
tiva para x <4 e negativa para x>4; a expressio
3x24+-5x—2 ¢ positiva para x>1/3 ou x <<—2 e ne-
gativa para —2<x<1/3. A fungio F (x) serd
negativa para os valores de x que confiram sinais
contrarios as duas expressies anteriores; logo x >4
ou —2<x<<1/3.

3267 — Uma pardbola tem por vértice a origem
das coordenadas e por eixo o eixo dos z. Além disso,
passa pelo ponto (2, —6). a) Determine as coor-
denadas do foco. b) Escreva a equagio cartesiana
dessa pardbola. ¢) Determine as coordenadas dos
pontos em que a pardbola é intersectada pela recta
y—a+k=0. d) Determine k& de forma que esses
dois pontos coincidam. R: a) e b) Sendo ¥v2=2px

a equagdo da pardbola, as coordenadas do foco sdo

(p/2,0). Para determinar p, atenda-se ao facto de
(2,—6) satisfazer & equagiio y2=2px. Vem p=29.
y2=18x

y—x+k=0 ¢

x =k+9+/18k+81, y =9+ /18k+81 . d) Deverd
ser 18k + 81 =0 k= —81/18 = —9/2.

¢) Basta resolver o sistema Vem

3268 — Desejava caleular-se a distincia entre dois
pontos 4 e B. Como entre esses dois pontos existia
uma elevagio E, escolheu-se um terceiro ponto C,
do qual os pontos A e B fossem visiveis, e fizeram-se
as seguintes medigBes: AC = 1442m, CB =203Tm.
Angulo C =700,

Com esses dados, a) Determine, empregando loga-
ritmos, os Angulos 4 e B do triingulo; b) Escreva

LT
R » B

£ s

A-

a expressiio que lhe permitiria calcular a distincia
entre os pontos A ¢ B. R: a) O sistema A+B=110°,
A—B a—b
Ak
A-B 59

e N e’ t 35..
Y& —5— = gagg COtE %

C
. cotggdaré. A e B. Temos:
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log tg (A—B)/2=log 595+ colog 3479+ log cotg 35°=
= 2,77452 + 4,45855 +-0,15477 = 1,38784;
(A—B)/2=13° 43'33" ; logo A—B=27°27' 6''. Vird
A=68°43'33" ¢ B=41°16'27". b) c?=2a+b2—
—2abeosC (ndo logaritmica); ¢ = asenC[sen A
(logaritmica).
SolugBes dos n-** 3262 a 3268 de Laureano Barros

Exames de aptiddo para frequéncia das licencia-
turas em Ciéncias Mateméticas, Ciéncias Fisico-
-Quimicas e Ciéncias Geofisicas, preparatérios
para as escolas militares e curso de engenheiros
gedgrafos — Ano de 1951 — Ponto n.° 1.

3269 — Demonstrar que, se os inteiros positivos
a e b forem primos entre si, também a+b e a2+
+ ab + b2 sdo primos entre si. R: De a?+b?+ab=
= (a+b)2—ab, deduz-se que todo o divisor comum k
de a’+b?+ab ede a+b, e portanto de a?+b2+4ab
ede (a+b)?, €também divisor de ab.

Mas a+b e ab sdo primos entre si por o serem
a e b. (Vide por ex. «Gazeta de Matemdtica» n."
44-45, exercicio n.* 3.060). Logo k ndo pode ser dife-
rente de 1.

3270 — Demonstrar que, se¢ um nimero primo p
é a diferen¢a entre os quadrados de dois mimeros
B - A . p-1 p+1
inteiros positivos, estes nimeros sdo = e &
R: Designemos por a ¢ b(a>b, por ex.), os dois
inteiros positivos referidos. Em wista da hipitese
p=2a?—b? = (a+b) (a—b). Mas como p € primo a
decomposigio anterior sé € possivel quando a—b =1

¢ a+b = p donde 3-2;‘—1 e b—p;l.

3271 — Demonstrar que 3*+ +40n—27, onde =
é inteiro positivo, é sempre divisivel por 64. [N. B.
—Escrevendo f(n)=3"*4+40n—27 calcular f(1),
formar a diferenga 9 f(n) —f(n+1) e proceder por
indugio completa]. R: f(1) = 8% 440 —27 — 64.
9f(n) —f(n + 1) = 3" 4 360n — 927 — (35 4
+ 40n + 40 — 27) = 3207 — 256 = 64.

Como f(n) € por hipétese miltiplo de 64 (visto se
proceder por indugdo completa) fica provado que f(n+1)
também o é. E como f (1) = 64, fica feita a indugio.

3272 — Decompor de todos os modos possiveis a

2733 Y 2 .
fracgio em duas parcelas fracciondrias posi-

tivas de denominadores 17 e 20 respectivamente. R :

2733 x y -

do problema exige a determina¢io das raizes inteiras
e positivas desta equagdo. Utilizando, por plo, o
método de Eurer, obtem-se: xj =10 e yo=149. As
outras solugdes sdo: (27,129) , (44,109) , (51,89), (98,69),
(115,49) , (132,29) e (149,9).

3273 — Desenvolver segundo poténcias de = a
fungdo n (1+x)"! +n(n—1) x (14+x)"2%, onde n ¢
inteiro positivo, e do resultado obtido concluir que

)+ (5) o e (120)

+ a1+ () = n (1) - 22,
R: Tem-ge:

(1+x) =1+ (“Il)x +(“§1) X2 4 ver 4
4 (n;l) TR LN ﬂ::]l-) X :2:’(11;1) Xk
x (14352 =x+ (ng)xz Eleiofs G::? gk g ok
@D -B D
O coeficiente de x* no desenvolvimento pedido é pois :

n("c) +r -0 (R27) - an]l:l)—: 3

n! n! f1 1
F E=DiE—E=1) " =11 (n—k—l)!(i*’ )'
n! n!
'k!(n-k—I)'(k+1)'=(k+1)2(k+1)1(n—k-1—)1'

b ez Uz(kil)’

vindo entio para o desenvolvimento da fungdo dada,
sequndo poténcias de x:

12.('1‘) 4 22(3),‘ e f (k+1]z(kil)xt+ seras
+n?(z) «x™!=n (14x)*'+n (n—1) x (1 4+x)"2-

Fazendo x =1 na igualdade anterior, e notando
que n2™' + n(n—1) 22 = n (n+1) 22, dedus-se,
imediatamente, a identidade requerida.

3274 — Determinar os valores reais de m para os
quais uma das raizes da equacfo

3m—>5

x? 4 4$~|~16-==0

é¢ o cubo da outra raiz, e verificar esses valores.
R: Representemos por x; € X3 as raizes da equagdo
e suponhamos xy=xi. Tem-se x;x, = x} = 16, donde
Xy =2, —2,2i, —2i e x,=x}{=8, —8, —8i, 8i.
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Os valores imagindrios de x; e x3, por ndo serem
conjugados, nio conduzem a um valor real para o coefi-
ciente de x e, portanto, para m.

5—3m
Como xj+ X3 = ——— tem-se
m—4

5—3 5—3m
10-&;—4 e —10= e

r

donde os valores pedidos de m: 45/13 e 5.

SolugBes dos n.% 3269 a 3274 de Manuel Zaluar

Exames de aptiddo para frequéncia do Instituto de
Ciéncias Econdmicas e Financeiras — Ano de 1951
— Ponto n°. 4.

I

3275 — Com uma colecgio de pesos de 1, 2, 22,
23... quilogramas, pretende-se fazer uma pesagem
de 91 quilogramas, nio utilizando na pesagem mais
do que um peso de cada espécie. Quais sfo os pesos
a utilizar? Justifique. R: Basta escrever o niumero
91 no sistema de base 2. Tem-se 91 = 1011011, =
—-2604+240 4234241,

3276 — Demonstre que se um nimero de dois
algarismos é divisivel por 7, a diferen¢a entre os
cubos dos seus algarismos é também divisivel por T.

R: A hipéteseé ab =10a+b =17 ou 3a+b="7.
Mas (3a+b)3=3%23+43%a2b +32ab2+b3=3%2a3 +
_+b*+32ab(3a+b) donde T=27a%+ b3+ 7 ou
2724 b3 =17,

Se for b>a, como 28ad =7, vem 2723+ b3—
—28a%=b3—al=7; seb<a 28a% - 27a%—-Db? =
—-a3—b3=7, c q.p.

1I

3277 — Dada a equagiio (m—2)a?+ max + 2m —
—1=0 de raizes = e x;, calcule a expressio
E =a} + «} + 3z, 2, e determine m de modo que
E seja negativo. R: E=x{+x3+3x x3=(x1+x3)2+

m? 2m--1 3m?-—

bt 5m+2
(m —2)2 m—2

(m—2)?

+ X3 X3 =

E<0 se 3m2—5m+2=38(m—1)(m—2/3) <0
ou seja, para 2/3<m<1.

3278 — Demonstre que, sendo 7, o termo do
desenvolvimento de (x4 a)" que é precedido de p
termos, serd

np—p?

Tox Ty 2
np—p+n+1

(T3)?

T (e, Tam (l) e

T,...[ . (pi )xn—ll+| ar—t

Torr © Tomr _ plp!(m—p)!(n—p)!
(T)r (+D)i(p-1)I(n—p—1)I(a—p+D)!
W ) SO
(p+1)(n—p+1) np—p2+n+l’
11

3279 — Sendo cotg (z + 57/2) = —/2 e x do 3.°
quadrante calcule cos(x/3—=x). cotg (x +5%/2) =

eotg (x + =/2) = — tgx, logo tgx—\/ﬁ, COS X =
= —1/y/3 = —/3/3 ¢ senx=—6/3.
w ™ L
cos (E_x) =cua§ . cosx+nen§ ' 880 X ==

Y = §
6

3280 — Demonstre que a diferenga dos arcos com-
preendidos entre O e =/2 radianos e que tém, res-
pectivamente, por tangentes

Va+1 1
o Saamend Bt Hiens:
Y81 (a3
é igual a =/4 radianos. R: Designemos por « ¢ B
os arcos do 1.° quadrante tais que tga = ‘“_>+1
2—-1
|
tgp = — . Pretende-se provar que a—p = x/4 ou
V2
tg (a—B)=1, o que € imediato:
V2+1 1
V-1 V2 _24+v/ByB41 |
1¢2+1 2—V§+V§+1

TVaya—a

Bolugfes dos n.** 3275 a 3280 de Manuel Zaluar.

Exames de aptiddo para frequéncia dos preparatd-
rios para a Faculdade de Engenharia e Instituto
Superior Técnico — Ano de 1954 — Ponto n.° 1.
3281 — Resolva a inequaciio

2222 —Te+3)<bx?—-5x+1.

R: A inequagdo dada pode sucessivamente escrever-se:
2x2 (x—3) (x — 1/2) —6 (x — 1/3) (x —1/2) <0
(x—1/2) (2x3—6x2— 6x +2) <0,

ou, notando que o 2.° factor tem o zero evidente —1,

(x—1/2) (x + 1) (2x2— 8x+2) <O
2 (x—1/2) (x+1) (x—2+/3) (x—2—/3) <0



GAZETA DE MATEMATICA

15

O primeiro membro tem pois como zeros: —1,
2—/3,1/2 e 2+ 3. A inequagio é verificada
para —1 <x<2—/3 ¢ 12<x<2+/3-

3282 — Faga o desenvolvimento do bindémio

[-+&7]

e diga o coeficiente do termo em =. R: Tem-se
para o desenvolvimento:

g (;) (2x)™ (x/2)~72 = ET 27—9/2 (;) X730/

p=U
O coeficiente pedido corresponde a T—3p/2 =1, ou
7 25.71

A7 :%()m—_num.
p=4, e € portanto 4 YTEY

3283 — Qual o valor da razdo do nimero de
arranjos para o mimero de combinagdes de n objectos
P a p e como se chama?

3284 — Qual o menor valor de m que d4 A equagio
x4+ 222 4+9=0

quatro raizes reais, diferentes de zero, e quais sdo
elas? R: No enunciado ht manifesto erro tipogri=
fico visto o pardmetro m ndo figurar na equagdo
apresentada.

3285 — Dada a equagio @+ bz + ¢ = 0, deter-
mine b e ¢ de modo que uma das raizes seja tripla
da outra e que o produto dos seus quadrados seja
igual a 144. R: Representemos por x; e x; as
raizes da equagdo e suponhamos, por exemplo, | x5| > | x4 |.
Entido: x;=3xq, e (x1%)?=144. Logo xyx; =
=+12=c e y+ x3=4x3=— b, donde: x{ =2,
x4=6 e x{=—2, x{{ =—6, ou c =12,
b'=—8 e ¢'"=12 e b =8. 4 hipltese c =—13,
conduz a raizes complexas ndo conjugadas e a b ima-
ginario .

Solugdes dos n.°* 3281 a 3285 de Manuel Zaluar

MATEMATICAS SUPERIORES
PONTOS DE EXAMES DE FREQUENCIA E FINAIS

ALGEBRA SUPERIOR — MATEMATICAS GERAIS

F. C. L. — Avcesra Suverriorn — 1.° exame de fre-
quéncia — 1949-1950.

3286 — Defina sucessio de Rorre de f(x) em
(a,b) e desereva, justificando, o seu préstimo na
separag¢io das raizes de f(x) num intervalo. Faga
a aplicagio 4 equagio x?e* —k = 0. (Discussfio com
apresentacfio dos diferentes casos possiveis, consoante
o valor de #).

3287 — Enuncie e demonstre a condigio necessdria
e suficiente de desenvolvibilidade de f (x) em série
de Tavvor referida ao ponto a. D& e justifique
alguma condigdo suficiente. Pode o conhecimento do
desenvolvimento de f'(x) = Za,(x — a)" permitir
escrever o de f(x)? Sob que hipdtese? Qual é
esse desenvolvimento? Faga a aplicagfo & determi-
nagdo do desenvolvimento em série de Mac-Lavrix
de f(x)=log (4+x). (Intervalo de convergéncia do
desenvolvimento).

3288 — Enuncie o teorema de Eurer sobre fun-
¢Bes homogéneas. E a reciproca exacta? Escreva a
equagdio da tangente 4 imagem da funglo y impli-
citamente definida pela. equagio f(z,y) =0 num

ponto genérico, pondo-a sob a forma AX+ BY + C=0.
Dé& as expressdes de 4,B e C em f(xz,y) e suas
derivadas. Mostre, servindo-se do teorema de EuLer,
que A, B e C sio fungdes homogéneas, na hipdtese
de f(x,y) ser homogénea de grau «. De que grau?

3289 — Sendo fiY, (a,bd) finita e fI/ (x ,y) limitada
no ponto P (a,b), pode afirmar-se a continuidade de
Jih (x,y) no ponto P? Justifique o teorema em que
baseia a resposta. Supondo verificadas as condig@es
anteriores e admitindo a continuidade de fi{ (= ,¥)
em P (a,b), justifiqgne a igualdade fI, (a,d) =
= fi/, (a,b), supondo que estas iiltimas derivadas
sio finitas.

I. 8. C. E. F. — Mareudiricis Gerais — 1.° Exame de
frequéncia — 30/1/1954.

3290 — Determine a derivada em ordem a = de:

y=e""*". tg} (x3 +1)+ (1—x) - sen w1,
Justifique a regra operatéria que uson para o cdl-

culo da derivada da 2.* parcela de y. Podia utilizar

essa regra para achar essa derivada no ponto de

aT—



