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o trabalho ao longo dum percurso P, P,
f zdy —ydz
T = ) fhec. S A
PP T+y?
ou, em coordenados polares

r=2J do
JEWP

% =pei-

Se a trajectoria, porém, ¢é fechada, preferivel se
torna empregar a expresséo
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O teorema dos residuos diz-nos que, se a trajec-
téria ¢ ndo compreende no seu interior nenhuma sin-

; L 1
gularidade da funglo integranda, —, o trabalho
z

total é nulo.
Se, porém, compreende a origem — iinica singula-
ridade — como

dz
— = 27iZ R =2n=1¢
¢ 3

serd T= —2T1i-2%i
=4xT

expressio conhecida pelo nome de Equagfo de Amptre.

Nio conheciamos a expressio analitica da fungio
de forgas correspondente ao fendmeno. . ¢

Por outro lado, a semelhan¢a da equagio de Am-
ptre com a expressio corrente do teorema dos resi-
duos sugere o emprego da teoria das fungles anali-
ticas como processo expedito de dedugfo da mesma
Equagio.

Um Teorema da Melamaleméltica

por Maria Teodora Alves

Dado o teorema
H= T 1,
o teorema
/Ll 1 - L (2),

em que 7' e H' sfio respectivamente as negagdes
de T e de H, chama-se teorema contrapositivo do
teorema ', A equivaléncia entre estes dois teo-
remas encontra-se em qualquer tratado de Ldégica
Moderna. :

Em geral, a hipdtese e a tese de um teorema sio
respectivamente decomponiveis em hipdteses e teses
parciais. Haverd, nesse caso, um s6 teorema contra-
positivo ou, 4 semelhan¢a dos teoremas reciprocos,
em caso andlogo, haverd mais de um teorema contra-
positivo ? Como obté-los ? Qual serd a sua lei de for-
magdo ?

Por aplicagio do método dos quadros logicos estd
demonstrado em «Método de redugido ao absurdo,
aspecto ldgico e pedagdgico» a pdg. 15, que, dado o
teorema

(HiNH)DT @),
de hipdtese decomponivel em H; e H; e de tese
indecomponivel, os teoremas

(') Di tacio ap tada, pela autora deste artigo, em
repeticio de exame de estado, para o magistério do ensino
liceal.

(HynT)>H, @

(H;n T") o H'y ®)
(H'y,H'; e T'" sio as negacgesde I{,,H, e T) sio
equivalentes entre si e ao teorema proposto (3).

Como vemos estes teoremas tém uma lei de forma-
tdo andloga 4 formagio do teorema (2).

A equivaléncia dos teoremas (3), (4) e (5) permi-
tird, dado um teorema do tipo (3), formar os outros
dois teoremas e escolher aquele que mais cémoda ou
mais elegante demonstragio tiver. Uma vez demons-
trado o teorema escolhido os outros dois ficam impli-
citamente demonstrados.

Na bibliografia indicada em «Método de redugfo
ao absurdo» e em muita outra que nfo foi indicada
mas que consultamos, nfo h4 referéncia as conclusdes
que acabamos de citar. Ignoramos, portanto, se essas
¢onclusdes — embora de importincia insignificante —
tém qualquer originalidade.

A critica oficial, a que a nossa dissertagdo foi
submetida, apreciou-a entrincheirando-se no reduto
da gramdtica e do vocabuldrio, e nada informou sobre
os assuntos nela versados e, muito menos, naquele a
que nos estamos a referir.

Neste artigo vamos apresentar a mesma questio—
teoremas contrapositivos de um dado teorema do
tipo (3) — tratando-a pela Algebra de Boole e vamos
generalizar as conclusdes.
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Demonstraremos, por exemplo, a equivaléncia do
teorema (3) ao teorema. (4).

Com efeito,
(HyNH) D T=(HNH) UT

(definigédo de D)
=H UH)UT

(lei da dualizagio)
=#H,uT)v H,

(propriedade comutativa e associativa)
=H, NT) U H,

(lei da dualizag@o e da involugdo)
=s(H NT)DH,
e, finalmente, (definigio de D) .

Andlogamente demonstrariamoes a equivaléncia
entre os teoremas (3) e (5) .

Generalizagdo.

Se o teorema proposto fosse do tipo

(HNnHN--H)DT (6)

poder-se-iam obter, por uma lei andloga, os teoremas

contrapositivos seguintes em mimero de n:

(HiﬂHzn-" an-inT):H'n

A demonstragio da equivaléncia entre estes teo-
remas entre gi e ao teorema proposto, far-se-ia analo-
gamente 4 demonstragio anterior, para a caso de
n=2.

Demonstremos a equivaléncia entre os teoremas

(HmNHN--NH)DT e (KN---NT)DH.
Temos
(HnNnHEn--NA)DT=EN--NH)UT
=Hy UHY---UH,UT
=(HU---UH,UT)U H,
=sHN--NHNT)UH,
=(H 0 - 0 H,NT)D H}.

Analogamente demonstrariamos a equivaléncia
entre o teorema (6) e os restantes teoremas que dele

deduzimos e também a equivaléncia desses teoremas

entre si.
Podemos

teoremas :

pois, formular o seguinte teorema de

Se num terema, de hipdtese decomponivel em hipdseses
parciais e de tese indecomponivel, permutarmos a ne-
gagdo da tese sucessivamente com a negagdio de cada
uma das hipiteses parciais, obteremos teoremas equiva-
lentes entre si e ao teorema proposto.

Este teorema de teoremas é do dominio da Meta-
matemdtica e poderd ter aplicagio na matemdtica
elementar ou superior, em especial, na Geometria
Analitica.

Indicamos agora algumas aplicagdes :

Geometlria

Teorema: Se uma récta, conduzida pelo centro de
uma circunferéncia, (H), divide ao meio uma corda,
(Hz} , essa recta € perpendicular & corda (T).

Tipo: (HyN H) DT

1. Contrapositivo:

Se uma recta, conduzida pelo centro de uma cir.
cunferéncia, (H;), nio for perpendicular a uma corda

da circunferéneia (7"), essa recta nio divide essa
corda ao meio (H'p). 2

Tipo: (Hyn 17') D H',

2.° Contrapositivo :

Se uma recta divide uma corda de uma circunfe-
réncia ao meio (H,) e se ndo for perpendicular a
corda (1"), essa recta nio passa pelo centro da cir-
cunferéncia (H'y).

Tipo: (H, N T') D H4

O teorema proposto e os dois teoremas contraposi-
tivos dele deduzidos sfo, pelo estudo anteriormente
feito, equivalentes entre si.

Demonstrado que um deles é verdadeiro os outros
dois também sfo verdadeiros.

Aritmética
Teorema: Se N for divisivel por a epor b, (Hy),
ese m.d.c.(a,b) =1,(Hy), N ¢ divisivel por ab.
1.° Contrapositivo :

Se N for divisivel pora e por & (H)) e se N
ndo for divisivel por a b (7"), entdo m.d.c.(a,b) 5=

#1,(HY).
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2.2 Contrapositivo:

Seom.d.c.(a,b) =1(H;) e N nio for divisivel
por ab (7'), entdo N nfo é divisivel por a e por
b (H'), (simultineamente).

Demonstrado um qualquer destes 3 teoremas, os
outros dois sfo verdadeiros.

Algebra
Trorema : Dado f(x) que admita derivada em x,
se f'(x1)=0,(Hy), e ' (x;) <O0,(H,), f(x) tem um
" mdaximo em x, {T)

1.° teorema contrapositivo:

Dado f(x que admita derivada em @, se f'(z) =0,
(H;), ese f(x) ndo tem um mdximo em x, (77),
entdo ' (z1)>0 (nfio é menor do que zero), (H'5).

2.° teorema contrapositivo:

Dado f(x) que admita derivada em z,, se f'(x;) <0,
(H;), ese f(x)ndo tem um mdximo em =z, (77),
entio f'(x1)50 (ndo é igual a zero), (H'y).

Estes trés teoremas sfo equivalentes e a verdade
de um deles arrasta necessiriamente a verdade dos
outros dois.

PEDAGOGIA
O PROGRAMA DE MATEMATICA DA ACTUAL REFORMA DO ENSINO LICEAL

por Maria Teodora Alves

As consideragles que farei neste artigo referem-se
ao 2.° ciclo liceal e, em especial, ao programa de Ma-
temdtica.

A idade dos alunos, no 2.° ciclo da escola secun-
diria, vai dos 13 aos 16 anos. E o periodo mais deli-
cado da vida dos alunos.

O aluno, neste periodo da sua vida, é um mixto
constantemente varidvel das qualidades da crianca e
do adulto, A evolugio da sua mentalidade e do sen
cardcter nio é gradual. Pelo contririo, é caracteri-
zadamente oscilante. O aluno, que hoje se mostra
atento e disciplinado, amanhi serd desatento e insu-
bmisso. Se hoje revela vivacidade de espirito e inte-
resse, amanhf estard bronco e desinteressado.

Neste periodo da sua vida, o aluno é o joguete de
uma emotividade que ainda nio se disciplinou.

Nio ¢é necessdrio que o professor tenha grandes
qualidades de observagio ou longa experiéncia pro-
fissional —é o meu caso — para que possa produzir
estas afirmacdes.

E n#o é somente o professor que tem de atender
a este periodo critico da vida dos alunos e no qual
cada aluno pode dizer-se que é um caso particular.
A escola, se quizer evitar a faléncia da sua missfo,
nfo pode organizar-se, ignorando este periodo critico
da vida dos alunos.

Ora, os principais objectivos da escola secunddria,

consistem na formag¢fio do cardcter e mentalidade do

<aluno e, se é certo, como afirma Burroup, que

«0 passado que se conserva e se transmite na heredi-
tariedade, nfio é o passado sob a forma de recordagdes,
mas de hdbitos especificos, aptiddes e disposigdes
para agir deste ou daquele modo», as responsabili-
dades que impendem sobre a escola sfo enormes.

A escola tem que organizar-se, tendo em vista que
o aluno nfio é um motor cujo rendimento possa ser
forgado. E, mesmo os prdprios motores, precisam de
repouso. O aluno é um ser vivo em evolugiio e que,
se estd sujeito &4 ac¢lo da escola, nfo deve ser sub-
traido a vida familiar que tem também a sua fungio
educativa a qual éinsubstituivel. H4 pois que contar
com o tempo destinado 4 vida familiar do aluno, ao
tempo para as suas distracgdes e para o repouso. As
24 horas do dia tém que ser distribuidas pela escola,
pela vida familiar, pelas distracgbes e repouso do
aluno. .

Se ndo houver o justo equilibrio entre todos estes
factores, o regime de educagdo do aluno entrard em
deficit. Se houver a tendéncia para cobrir esse deficit
a4 custa do repouso, especialmente do sono, entfio o
caso assumird, em breve, proporgées de catdstrofe.

Estou a lembrar-me que o genial Cervasres apre-
senta, aos seus leitores, D. Quixote a ler muito e a
dormir pouco, antes de o apresentar enlouquecido.



