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A primeira defini¢gio impde-se categéricamente, uma
vez que a segunda, como vimos, corresponde a escru-
pulos de légica que nfio tém qualquer sentido nesta

fase do ensino.
-

A origem do conceito de limite conhece-a jd o alu-
no, através dos exemplos da geometria. Mas a van-
tagem, a finalidade daquela delicada rede de defini-
¢des e de teoremas ndo lhe surgird tio claramente ao
espirito — se logo em seguida n3o se passar ao estudo
das derivadas, unica aplicagio que se faz da teoria
dos limites no ensino secunddrio™. De contrdrio, essa
construgfio légica, assim suspensa a meio do 6.° ano,
hd-de parecer-lhe um bizantinismo, uma daquelas
caturrices que se sofrem, mas nfo se¢ compreendem.
Eu estou certo de que o autor ou os autores do pro-
grama jd se convenceram de que o capitulo das deri-
vadas nfo foi colocado no lugar conveniente. De resto,
o estudo das derivadas deve ser feito em estreita
conexfo com o dos movimentos, na fisica.

Introduzir o conceito matemdtico de derivada sem
ter partido do conceito mecénico de velocidade, e sem
depois apresentar as multiplas concretizacdes da
mesma ideia na geometria e na fisica — é um erro
grave de pedagogia.® Com tal orientagdo abstracta,
o aluno ficard perplexo e frio, como diante dum corpo
sem alma; ao passo que tudo se ilumina, e o espirito
se povoa de belas ressonincias criadoras, apenas se
estabelece o contacto com o mundo externo.

Todos o8 que, desde os bancos do liceu, se t&m inte-
ressado pela matemdtica, hio-de recordar-se do prazer
intelectual que se experimenta, por exemplo, ao
conhecer a maneira elegante por que, da lei dum
movimento, se consegue deduzir a velocidade e a ace-
leragio em fun¢do do tempo, e portanto a forga que
determina o movimento. Qualquer coisa de novo, de

(1) B elaro gue consideramos incluidos na teoria dos limites o
estudo da continuidade e o das indeterminagdes.
1) Contlouo a referir-me & fase de iniciagfio.

potente, de exaltante! I a aragem vigorosa do racio-
nalismo cientifico que comega a percutir o nosso

espirito.
L
L *

Porque nfo introduzir no 7.° ano a nog¢fo de inte-
gral? Pois ndo é verdade que nos cursos gerais de
fisica e de quimica se faz uso frequente desta nogéio ?

Nio se tratava, evidentemente, de fazer uma feoria
do integral sequndo Riemann... Tratava-se apenas de
criar uma intui¢do, e de logificar essa intuigio na
medida em que tal fosse possivel e oportuno.

Reconstituir a fun¢fo a partir da derivada — a equa-
¢do dos espacos a partir da equagio das velocidades,
o movimento a partir da for¢a— pode haver problema
mais sugestivo e que mais prenda a atengfio do aluno ?

A solugio estd naturalmente indicada ; inesperada-
mente, o problema surge como equivalente ao do cdl-
culo das dreas — e eis finalmente a nog¢fo de integral !
Alguns casos de integragiio imediata, as primeiras
regras formais de integragio, podiam e deviam ser
ensinadas nesta altura.

Haveria certamente que suprimir partes da matéria
que tivessem menor interesse. Estou a lembrar-me da
equagio de Diofanto, que se tem venerado como um
tabi através dos tempos. Todos os anos, paciente-
mente, os alunos vio aplicando aquele processo maqui-
nal que permite obter solugdes inteiras e positivas. Com
que finalidade, pode saber-se? P’ara resolver proble-
mas de Almanach, cuja subtileza estd em atender a
que nfo existem fracgdes de homem ou nmimeros nega=
tivos de cavalos?

Seja-me permitida uma iltima observagiio a respeito
do programa (a cujos méritos nfio recuso homenagem).
No 6.° ano estd indicada, como abertura, uma
teoria sintética dos numeros reais, construida com
largo apélo & intuigfo. Sem isso, tudo o resto estd
condenado a cair pela base — e ndo sdo os frageis
alicerces langados em anos anteriores que viriam
salvar a situagdo.

A Fungcdo de Forcas e a Equagcdo de Ampére

por José Gespar Teixeira

O conceito de fungio de forgas é dos mais fecundos
em Fisica; no entanto hd certos fendmenos para cujo
esclarecimento nfio é, regra geral, empregado tal
conceito.

Wairrager no seu «A Treatise on the Analytical
Dynamics» define campo de forgas conservativas do

modo seguinte: " «Certain fields of force have the
property that the work done by the forces of the
field in a displacement of a dynamic system from
one configuration to another depends only on the

(') ef. pig. 38.
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initial and final configuration of the system...».

Isto significa, como se sabe, a existéncia duma
Sungdo de forgas, U(x,y,2), de que se obtém, por
derivagbes parciais, as componentes X, Y, Z da
forga do campo:

ou oU oU
VX i 2 FE RN T S
e dy Jz

F=grad U.

Evidentemente, se a fun¢do U(x,y,z) éuniforme,
finita, continua e derivdvel até a ordem segunda, a
equagio

U(x,y,2) =¢ (c— pardmetro arbitrdrio)

representa uma familia de superficies — superficies
equipotenciais — regulares, continuas e sem pontos
comuns.

O trabalho da forga do campo ao longo dum arco
de trajectdria

«,-f F|dP = f —d +£d rEL AL
P, 0s

: . f aU=[U7,
P,

depende apenas dos extremos P, e P do arco dessa
trajectéria; e o seu valor ndo se altera quando os
pontos P, e P percorrem arbitrariamente as res-
pectivas superficies equipotenciais.

Por outros termos, o trabalho ao longo de uma
trajectoria fechada é nulo.

Se a fungfio U(z, y, z) ndo é, porém, uniforme,
duas quaisquer das suas determinagdes Uy e U,
diferem, no mesmo ponto P, apenas por uma cons-
tante aditiva; para caleular o trabalho da forga rela-
tivo a um deslocamento Py P, basta tomar uma
determinagdo arbitrdria em P, e seguir essa deter-
minag¢Ho com continuidade no deslocamento até P.
Em particular, quando P volta ao ponto de partida,
Py, o trabalho é nulo, ou nfo, consoante se volte,
ou nfo, a Py, com a mesma determinagio.

Por outros termos, o trabalho ao longo de uma tra-
jectéria Py P nio se altera, quando a trajectdria,
com os extremos P, e P fixos, sofre uma deforma-
¢do continua sem passar por pontos de descontinui-
dade das derivadas parciais da fung¢do de forgas,

ou oU 90U

9z’ dy’ o7

S#o tudo consideragBes vulgares dos vulgares tra-
tados de Mecinica Racional.

-

(") Cours de Mécanique—Palnlevd— pig. 176.

Nio encontramos, porém, nos mesmos tratados um
exemplo simples que mostre ser este um caso funda-
mental e corrente em Electromagnetismo; nem nos
respectivos tratados de Electricidade referéncia a
resolugdo mecinica do mesmo problema, notdvel pela
sua clareza.

Consideremos o plano da varidvel complexa,
s=x+1{y, e uma recta of normal ao plano, na
origem z=o.

Suponhamos que sobre o} se passa um fendmero
—deslocamento de cargas eléetricas, constituindo uma
corrente eléctrica, estaciondria, de intensidade /.

A lei de Bror-Sivarr dd-nos a expressio do vec-
tor H — campo magnético — produzido por uma cor-
rente ™ eléetrica: se for ds um elemento da corrente

it
potenciante e r o vector do ponto potenciado, serd

<5 -, =+ (1)
H=- If“" Ar
3
o que d4, para o nosso exemplo
95 @
|H|=T ) =1%1)

fun¢io descontinua no ponto z=0.

Este facto mostra-nos que o campo H deriva
duma fungdo de forgas que, no plano z toma a forma

U= —TIilog £
2

Ora esta fungfo 4 multiforme e apresenta na ori-
gem um ponto critico de ramificagio: as determi-
nagdes, em numero infinito, encadeiam-se com conti-
nuidade umas nas outras, e constituem, em torno da
origem, uma superficie de Rikmany com uma infini-
dade de folhetos. As componentes da forga @ do
campo (no plano z) sfo

U 2 U 2
P IRLLSENEe | | _ﬂ__[_ﬁ_;
dx w? +yt dy x? 4 y?
(') No caso presente, linear.
(*) No sistema electromagnético c. g. s.
(*) Trata-se prépri duma itagdo do P agné

tico e nie duma forga.
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o trabalho ao longo dum percurso P, P,
f zdy —ydz
T = ) fhec. S A
PP T+y?
ou, em coordenados polares

r=2J do
JEWP

% =pei-

Se a trajectoria, porém, ¢é fechada, preferivel se
torna empregar a expresséo

z\1
r—édU=—2I:’l¢‘dlog (:)3 —

—_21;55dlog:g-_2n' il
L3 p € 2

O teorema dos residuos diz-nos que, se a trajec-
téria ¢ ndo compreende no seu interior nenhuma sin-

; L 1
gularidade da funglo integranda, —, o trabalho
z

total é nulo.
Se, porém, compreende a origem — iinica singula-
ridade — como

dz
— = 27iZ R =2n=1¢
¢ 3

serd T= —2T1i-2%i
=4xT

expressio conhecida pelo nome de Equagfo de Amptre.

Nio conheciamos a expressio analitica da fungio
de forgas correspondente ao fendmeno. . ¢

Por outro lado, a semelhan¢a da equagio de Am-
ptre com a expressio corrente do teorema dos resi-
duos sugere o emprego da teoria das fungles anali-
ticas como processo expedito de dedugfo da mesma
Equagio.

Um Teorema da Melamaleméltica

por Maria Teodora Alves

Dado o teorema
H= T 1,
o teorema
/Ll 1 - L (2),

em que 7' e H' sfio respectivamente as negagdes
de T e de H, chama-se teorema contrapositivo do
teorema ', A equivaléncia entre estes dois teo-
remas encontra-se em qualquer tratado de Ldégica
Moderna. :

Em geral, a hipdtese e a tese de um teorema sio
respectivamente decomponiveis em hipdteses e teses
parciais. Haverd, nesse caso, um s6 teorema contra-
positivo ou, 4 semelhan¢a dos teoremas reciprocos,
em caso andlogo, haverd mais de um teorema contra-
positivo ? Como obté-los ? Qual serd a sua lei de for-
magdo ?

Por aplicagio do método dos quadros logicos estd
demonstrado em «Método de redugido ao absurdo,
aspecto ldgico e pedagdgico» a pdg. 15, que, dado o
teorema

(HiNH)DT @),
de hipdtese decomponivel em H; e H; e de tese
indecomponivel, os teoremas

(') Di tacio ap tada, pela autora deste artigo, em
repeticio de exame de estado, para o magistério do ensino
liceal.

(HynT)>H, @

(H;n T") o H'y ®)
(H'y,H'; e T'" sio as negacgesde I{,,H, e T) sio
equivalentes entre si e ao teorema proposto (3).

Como vemos estes teoremas tém uma lei de forma-
tdo andloga 4 formagio do teorema (2).

A equivaléncia dos teoremas (3), (4) e (5) permi-
tird, dado um teorema do tipo (3), formar os outros
dois teoremas e escolher aquele que mais cémoda ou
mais elegante demonstragio tiver. Uma vez demons-
trado o teorema escolhido os outros dois ficam impli-
citamente demonstrados.

Na bibliografia indicada em «Método de redugfo
ao absurdo» e em muita outra que nfo foi indicada
mas que consultamos, nfo h4 referéncia as conclusdes
que acabamos de citar. Ignoramos, portanto, se essas
¢onclusdes — embora de importincia insignificante —
tém qualquer originalidade.

A critica oficial, a que a nossa dissertagdo foi
submetida, apreciou-a entrincheirando-se no reduto
da gramdtica e do vocabuldrio, e nada informou sobre
os assuntos nela versados e, muito menos, naquele a
que nos estamos a referir.

Neste artigo vamos apresentar a mesma questio—
teoremas contrapositivos de um dado teorema do
tipo (3) — tratando-a pela Algebra de Boole e vamos
generalizar as conclusdes.



