GAZETA DE MATEMATICA
MN.? 50 — Dezembro de 1951

Sobre a comutabilidade de operadores
com especlros continuos ’

por Fernando Soares David

Resumo. Comegamos por dar uma condigio neces-
sdria e suficiente de comutabilidade de dois opera-
dores de Herwmire, definidos num espago de Hruserr,
admitindo resolugdes da identidade e possuindo es-
pectros continuos, em termos de comutagio de certos
operadores associados com espectros pontuais puros
e uma base de vectores préprios.

Seguidamente, damos uma interpretacio fisica dessa
condigdo.

Por fim, estudamos, com base na teoria desenvol-
vida, o caso da posi¢io e da quantidade de movi-
mento dum ponto mével sdbre uma linha, concluindo
a incompatibilidade destes observdveis pela impossi-
bilidade de existéncia dum estado priprio comum
aos dois observdveis de espectros pontuais associados,
sempre que se.efectuem medigdes com erros de pro-

duto inferior 4 constante de Prawck.

1. Consideragdes prévias. Hid no nosso trabalho
dois aspectos que consideramos fundamentais. O pri-
meiro diz respeito ao método usade no tratamento
da comutabilidade de operadores com espectros con-
tinuos: redugdo ao caso candnico do mesmo problema
para operadores com uma base de vectores proprios.
Assim se evita o recurso ao método pouco rigoroso
das diferenciais préprias e, como se verd pela forma
dos operadores associados, se traduz fielmente (do
ponto de vista experimental) a operacio de medir
com certo érro.

O segundo consiste no estudo da incompatibilidade
dos observdveis «posi¢do» e «quantidade de movi-
mento» pelo método anterior.

Regra geral, nos livros de Fisica Tedrica as rela-
¢oes de incerteza de Hemnsessere sio obtidas apli-
cando o método das diferenciais préprias. Nos «Ma-
thematische Grundlagen der Quantenmechanik» de
Jomany von Nevwmasy, o tratamento desta questdo

Porto

aparece deslocado da linha geral da obra: tendo-se
estabelecido para operadores nio limitados a nogdo
de comutabilidade por meio das respectivas resolu-
¢des da identidade, o problema ¢é abordado sem re-
correr a estes operadores.

No nosso trabalho, julgamos ver, associada & me-
lhor definigio de compatibilidade — a estabelecida
com base na comutagiio das resolugdes da identidade
—uma formulagio correcta duma teoria de diferen-
ciais proprias.

2. Teorema fundamental. Sejam 4 e B dois ope-
radores de Hermite de espectros continuos R; e R,
admitindo resolugdes da identidade K (\) e F {y.)l.
Diremos que os dois operadores comutam sempre que,
e 86 quando, comutarem FE (A) e F(p) da forma
usual. Tem-se

A=f AdE(QQ) ; B=f pdF (p).

Consideremos associados a 4 e B os operadores

(B)= 3w F (J)
(Mg s P4]

.u'o.u'l

fo;{A)= anE(‘rn) H .G'B
&

onde }I,! e }|.J,!| sdo rédes de intervalos semiaber-
tos & esquerda, disjuntos, respectivamente em R; e
(0 ]S Rue Myel,,p, 6, () ; a=limsap)}|,;!|
e B=limsup {|/,|| sfo elementos -caracteristicos
destas redes.

(') A dissimetria entre fy e g justifica-se do modo seguinte :

8
por um lado, os cdleulos que se seguem exigem que um, pelo
menos, dos operadores seja limitado; por outro lado, pareceu-nos
natural limitar apenas um, tendo em vista os operadores repre-
sentativos da sposi¢iion e squantidade de movimentos, o segundo
dos quais é limitado em Meclnica Relativista.
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fa(4) e "‘“' (B) possuem espectros pontuais

puros. Os valores proprios do primeiro sfio )/, e as
projecgdes proprias correspondentes K (1) ; o se-
gundo tem por valores proprios os p', e zero, com
projecgdes proprias F (J,) el — 2 F (1) (3.
(o 141]
O objectivo deste pardgrafo é estudar a comutagio

de 4 e B por intermédio da comutagiio de f (4)
o, 950 (B).
'1em lugar o teorema fundamental seguinte :
«E condigiio necessaria e suficiente para que A
e B comutem, que comutem os f, (A) e g5 201 (B)

relativos a quaisquer decomposicies de R; e
(vg,21] para qualquer (ug,py] C Rp. [€ manifesto
que tal comutagdo s6 tem sentido no dominio de
definigdo de f, (A)]».

Com efeito, se E (h) e I'(p) comutam o mesmo
acontece a E (I,) e F(J,) . Donde, atendendo i
continuidade de F (\):

F(J.)f, (4) = F(J,)lim i NWE (1) =
Ny .
—lim N, F (J) E (I,) =
¥ N
N
=3 (li;l’\ ZN’ lr" E (Iu)) r ('Im) =fc£ (A) SHi (‘ m) ’

Multiplicando por u',, e somando entre
tem-se:

HOL(B) . 7, (4)

By € p,

= £, (4) -ggﬁ M (B).

Reciprocamente, se f, (4) e g¢i°"(B) comutam

para todas as decomposi¢oes de R; e (ug, ], também
comutam

(1)- ZEU) e Fl(w,usll = X F(Jn).

oy f.] (u‘ﬂ ) !"']

Cons1der3ndo uma sucessdo de intervalos (pf”,p] |

onde pf’—>—co, concluimos, por continuidade, que
comutam também E (3) e F(p).

3. Interpretagdo fisica. Em Mecinica Quintica
este resultado tem uma interpretagio simples.
Sejam @ e & os observdveis representados por

(*) Note-se que gB estd definido no espago todo e & limitado

(beschriinkt)—portanto continuo—enquanto que [, pode nfio ser
limitado e o seu dominio de definiglio &

E[ENal EG)P<+®].

A e B. Assentemos, uma vez por todas, no seguinte:
o facto de se considerar determinada decomposigio
do espeetro (continuo!) dum observdvel em intervalos
disjuntos, implica que a indica¢fo mais precisa que
se pode obter sobre o valor duma medigio do obser-
vdavel é sabé-lo interior a determinado intervalo.
Medir os observdveis f,(Q) e 9’;"5"(13) é medir

@ e & com érros limitados superiormente por « e
B, nio podendo o valor de & ser exterior a (ug, ]

@ e & serfio compativeis quando se puderem me-
dir simultineamente com precisdes arbitrdrias e em
qualquer zona dos espectros, isto é, quando f, (4) e

goe® (B) forem comutdveis para todos os pares de

nimeros =, f e todos os intervalos (ug, ). Demons-
tramos a equivaléncia desta condigio i comutabili-
dade de E (1) e F(u) para todos os valores de
e w,. Assim se justifica que esta comutacio seja
considerada caracteristica da compatibilidade de @
e &, como fez von Nrosmanx.

Basta que exista um par de mimeros a,f e um

intervalo (ug,py] tais que f, (4) e gIE:P.’(B) ndo

comutem, para que se possa concluir a incompatibi-
lidade de & e &.

4. Aplicacdo. . Neste nimero concluiremos, por
aplicagdo dos resultados anteriores, a incompatibili-
dade dos observdveis «posi¢iio» e «quantidade de mo-
vimento» dum ponto mével sobre uma linha.

As resolugdes da identidade correspondentes aos
observdveis posicdo (@) e quantidade de movimento
(&) sdo respectivamente (cf. J. v. Neumasy — op.
cit., 1I-8) E (1) e I'(p) assim definidos :

Ews@-{o@ 13

F(p) = ME (p) M~
onde

MFU»)—J(q)—“,kf

(k é a constante de Praxck) ; portanto

_2wi
™

re -4
F (p) dp

2 i

M- f(q) = F(p =\_/-kf i

Sejam I = (A',A\"] e J = (p',p'"] dois intervalos
dos espectros de @ ¢ &. O significado dos opera-
dores de projecciio E (I), F'(J) é o seguinte:

,gel
E(D £@)=E 0 1)~ E 0) 7@y= {7 (il

F (J)f (@)= ME ()M~ f(q) = ME (J) F(p)=

(o) dq.
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F(p), ped

0 pel—J
1 amite .

-— | e " F@)ap =
VhJr

___f‘“'” f P gl 1

Saponhamos gue I e .J fazem parte de redes
VIt , |Jim) de intervalos, respectivamente, do es-
pectro de @ e dum intervalo (pg,py] convenien-
temente escolhido no espectro de &. Seja a =
==limsup || /™ ||, B=Ilimsup } |J™||. Os operadores
correspondentes f, (Q) e !7;‘5‘" (P) tém espectros

- u.{

b

‘pontuais puros e uma base de vectores proprios.
As variedades prdprias s8o do tipo

(€): V() = B (E(I)p=s] =

W (J) -¢E [F()$=4]= E [4*(9)

(&’): = —f !.E”I f Y (7) dr:l

| PEN=ER@=11= T P
(Mo & l]

Uma condi¢io necessdria de comutabilidade dos
operadores f, (Q) e y’é' 1 (P) —eportanto de com-
patibilidade de f, (@) e 5';' 1 (# — é a existéneia
duma fungfio prépria comum, o que se pode sempre
reduzir ao caso da existéncia dum elemento comum
a uma V(I) e uma W (J). Seja ¢(g¢) essa fun-
¢do; tem-se

1 iE,, ©_im,,
gel: y(@) = [ dpf !

J o -t

gel—1TI: §(g) =0.

$(r)dr

E [ce(q)ﬂgaqel—-f]

Portanto, com gel :

_rl”qf(r) dr.

!‘r‘l _"R
¢(q)=—f Pfe“
I

Tomando mddulos
¥ —,Tmpr
|¢(9}|<,—f fe
Lda| W

Sendo o integral do segundo membro independente
de ¢, tem-se, designando por M o mddulo mdximo
(necessariamente diferente de zero e finito) de ¢(q)
em I :

M<if l4(r) | drdp
h JoST
V= ffMdrd

Donde
[I]-|J|>h.

Sendo «, B os limites superiores das amplitudes
dos I e dos J, respectivamente, tem-se a relagiio
fundamental

(1) - B>h.
Trata-se, como jd foi dito, duma eondiqan neces-
sdria de compatibilidade de f, (Q) e g™ (#).

Segue-se imediatamente a mcompatlbl]ldade de
Qe &.

Temos em (1) uma verdadeira relagido de incer-
teza. (Nfo se trata contudo, exactamente, da célebre
relagio de Hrrsexsere, onde em vez de « e B fi-
guram os desvios médios quadrédticos dos dois obser-
viveis).

A sua interpretagiio fisica é a seguinte: quando
os limites superiores dos érros cometidos numa ava-
liagdo de @ e & verificam a relacio a-B<<h
nido é possivel medir simultineamente os dois obser-
vdveis.

$(r)ar
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