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1. — Empezemos recordando las definiciones de es-
pacios con métrica débil y de espacios cuasimétricos:

Si sobre un conjunto E se define para cada par
ordenado (x,y) de elementos de J un mimero real
% (x,y) >0 que cumpla las siguientes condiciones:

8 (z,2) =0 B (e,y) <B(x,2) +3(2,y)

v si se define el sistema fundamental de entornos de
un punto a de E como el conjunto de los esfe-
roides abiertos de centro a (es decir los conjuntos
de puntos x tales que 3 (a,x) <2 en donde i toma
valores reales), se dice entonces que F es un espacio
con métrica débil.

Si se supone ademds que 3 (z,y) =0 implica
x =y, el espacio se denomina cuasimétrico; si se
afiade finalmente la condicion de simetria & (x,y) =
= 3 (y,x) obtenemos el caso cldsico de los espacios
métricos.

Es inmediato que si un espacio con métrica débil
cumple el axioma de Fricurr de los espacios accesi-
bles es un espacio cuasimétrico y, réciprocamente,
todo espacio cuasimétrico es accesible.

En una memoria («Sur les espaces i métrique fai-
ble», Portugaliae Mathematica, vol. 4, fas. 1, 1943)
Hugo Rismiro planted el problema de las relaciones
entre los espacios con una métrica débil y los espa-
cios métricos, y en particular planteé el problema de
si todo espacio con métrica débil que fuese normal
seria metrizable. Empezaremos por dar una solucidn
negativa al problema planteado por Hueo Riseiro
dando : un ejemplo de espacio cuasimétrico completa-
mente normal y no metrizable.

Para ello consideremos el conjunto de los nimeros
reales del intervalo (0 <lxz<1) y definamos una
cuasidistancia ¢ (z,y) de la forma siguiente :

si z <y
si >y

q(m,y)={|y1_m|

Es claro que g (x,y) es siempre mayor o igual a
cero y es igual a cero quando y sélo cuando z=y.

Pasemos ahora a probar la condicion gq(x,y) <
< q(x,2) + q(2,¥); la condicion se cumple siempre
que sea x=1Y, o x ==z, 0 y ==z; consideremos
ahora los otros seis casos posibles :

r<y<z: g(z,y)=|z—yl; ¢(z,2) =|z—zl;
g(z,y) =1
r<z<y: q(@,y)=|z—yl; ¢(z,2) =|z—s|;
9(z,y) =|z2—yl|
y<e<z: g(@y) =1; ¢(®,2) + |z—32]; ¢(2,y) =1
y<z<wx: g(z,¥) =1; g(@,2) =15 q(z,9) = 1
r<e<y: q(z,y) =|z—-y|; ¢(=,2) =1;
q(z,y) =l2—yl;
s<y<x: g(z,y) =15 g(=,2) =15 9(2,9) =|2—y|
y vemos que en todos los cases se cumple la con-
dicion.

E es pues un espacio cuasimétrico en el que los
entornos de centro a y radio » son los intervalos
o< T

Vamos a probar ahora que K es completamente
normal: para ello consideremos dos conjuntos A y
B no mituamente conexos.

Si aed, como ANDB es vacio se puede deter-
minar un esferoide abierto K (a) de centro a que no
contenga ningin punto de B. Analogamente para
todo be B se puede determinar un esferoide abierto
E (b) de centro & y tal que no contenga ningiin
punto de 4.

Tomemos los conjuntos

A* = U E (a) B*= U E (b)
agA bER

A* y B* son conjuntos abiertos que contienen
respectivamente a A y B; si probamos que carecen
de puntos comunes habremos probado que E es com-
pletamente normal, en efecto: para probar que
A* N B* es vacio basta probar que cualesquiera
que sean [ (a) v K (b), el conjunto E (a) N £ (b)

(*) Recibido en 26 de Noviembre de 1951,
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es vacio. Si aed vy beB tiene que ser az£b;
supongamos a<< b . Sea r el radio de E (a), como
b¢ E (a) es b>a + r; ahora bien, todo xze £ (a)
es menor que a-r y todo y eE (b) es mayor o
igual que &, luego tenemos

r<a+r<Lbly

es decir que = es distinto
demonstrar.

Para probar que F no es metrizable, probaremos
que tiene un conjunto denso numerable y carece de
base numerable.

La primera parte es inmediata ya que el conjunto
de los puntos racionales del intervalo es denso en E
puesto que en todo entorno de cualquier = de F
hay puntos racionales del intervalo.

Vamos a demostrar ahora que E carece de base
numerable. Sea 2 una base; para cada ae E tiene
que existir un V(a) de la base contenido en a<ln<1
y tal que aeV (a); tomemos ahora dos puntos dis-
tintos a y & y supongamos a <<b, es claro que

de y como queriamos

entonces a ¢ V(b) luego V(a)=~ V (b), cualesquiera _

que sean a y b.

Hemos hecho asi corresponder a cada mimero real
de (0 <= <1) un elemento de @ de forma tal que
a mimeros distintos correspundan elementos distintos,
luego, la base 9 no puede ser nunca numerable.

2.—8i recordamos que todo espacio topolégico de
HausporrF, compacto v con base numerable es me-
trizable, cabe preguntarse: suprimiendo alguna de
estas condiciones y reemplazindola por la condicion
de que el espacio sea cumasimétrico, se obtendrd un
espacio metrizable ?

Esto es cierto cuando la condicién que se suprime
es la de base numerable, ya que Hugo Riserro de-
mostré (loc cit.) que todo espacio cuasimétrico de
HausporrF y compacto es metrizable. Vamos a ver
en cambio que ello deja de ser cierto para los espa-
cios cuasimétricos, compactos y con base numerable,
asi como para los espacios cuasimétricos de Haus-
DORFF ¥ con base numerable.

Empezaremos por dar un ejemplo de un espacio
cuasimétrico, compacto y cor base numerable que no es
metrizable.

Para ello tomemos un conjunto numerable cual-
quiera de elementos distintos

Gf 303y 30,

y definamos la cuasidistancia de la forma siguiente:

n+p
lO si n=1p
1 si n>p

1 :
l sl n<p

q (a,,a,) =

Como ¢ (a,,a,) es siempre >0 v es igunal a
cero si, y séle si, n=p, para probar que es una
cuasidistancia bastard probar que ¢(a,,a,)<q(a,,a,) +
+ ¢ (a,,a,); consideremos los seis casos posibles
para puntos distintos :

1
n<p<r:q(a,,a,) = “'H’; fl(a-.;ﬂx)=“Lri
"I(ar.-a'p) =1
n<r<p:qa,,a,) ademerl q(a.,a,) = e
1

q(a.,a, =r+p

p<r<mn: q(a..,a,)-li q{anzar)ﬁ1§ g(a, ,a,)=1

Q(auian} ’:1; q(a,,,a,)=

Q(ar!ap) =1
r<<p<<n:q(a.,a,)=1;¢q(a,,a)=1;

p<n<r: ;

n+r

a,,a,) = —
q(a,,a, e

1 5
r<n<p: q(a,,a,) =i q(a;,a,) =1;

1
r4p

q(a,,a) =

La propiedad es evidente en todo los casos, excepto
en el segundo y para éste se ve facilmente ya que se
tiene

1

rp;n+r<n+p; ?HT‘;

n+p
7(an,a,) <g(a,,a,)

¥ por consiguiente
7 (an,a,) < g (ay,ar) + g (a,,a).

Se ve facilmente que el espacio tiene una vase
numerable: la formada por los esferoides con centros
en cada punto y radios racionales.

Vamos ahora a probar que el espacio es compacto.
Como es numerable, en él coinciden los conceptos de
compacto y perfectamente compacto segin Fricuer
(no es en cambio compacto en el sentido de Boursaki,
va que si bien tiene la propiedad de Borer-Lesssaur,
no es un espacio de Hauvsporrr). Basta, pues, probar
que todo conjunto infinito tiene un punto de acumu-
lacion. Sea F el conjunto infinito y a, un punto
cualquiera de F'; consideremos un esferoide E de
centro a, v radio » cualquiera.

1
Sea p un nimero natural tal que p>n y p+n> —.
r

Como F es infinito, en ¢l hay un punto a, tal que
¢ > p. Entonces serd ¢ >n y tendremos
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1
n+q

g (an,a,) = <r

n+p
luego a,e £ y a, es punto de acumulacién de F.
Vemos asi que todes los puntos del espacio son pun-
tos de acumulacién de cualquier subconjunto de él
que sea infinito luego es compacto.

Para probar que no es metrizable probaremos que
no es un espacio de Hausporrr, en efecto: sean a,
y a, dos puntos del espacio y ¥V y W dos esferoides
de centros a, y a,, y radios r y s respectiva-
mente. Tomemos um niumero natural p tal que se

1 1
tenga: p>n, p+n>— p>m, p+m->?,
;

entonces
: a = —1r luego a, eV
7 (@, ay) mip < £ »
1 ‘ 7
g(a,,a,) = ——=<s luego a,e W
n+p

y como esto es valido cualesquiera que sean r y s se
deduce que el espacio no es de HausporrF.

3. — Pasemos ahora a dar un ejemplo de un espacio
cuasimétrico, de Hausporrr, con buse numerable y no
metrizable.

Para ello tomemos el conjunto de los nimeros al-
gebrdicos del intervalo (0 <z <<1) y definamos de
la forma siguiente una cuasidistancia :

g(x,y) =0 parax =y y si ==y, entonces de-
signando por » los numeros racionales v por ¢ los
irracionales

g,y = =5 g (i) =|i—r
q(ryi)) =15 ¢(@,) =1.
Probemos que es una cuasidistancia demostrando

Ia propiedad ¢ (z,y) <gq(x,z) + ¢(z,y). Como la
cuasidistancia es siempre menor o igual que 1, la
propiedad se cumple siempre que y o z son irra-
cionales; si ambos son racionales se tiene, cualquiera
que sea x

g, y) =|e-y|<|z—2|+|2—y|=
=q(z,2) +q(z,9)-

+

El espacio es pues cuasimétrico y los esferoides
abiertos de centros a y radio % estin costituidos
por a y los puntos racionales « tales que |@x—al</.

Como en el ejemplo anterior se ve que el espacio,
siendo cuasimétrico y numerable, tiene una base
numerable.

Tomamos ahora dos puntos cualesquiera = e y
distintos vsea |x — y| = &. Tomando dos esferoides
de centros @ e y y radios menores que la mitad de
h, se ve inmediatamente que carecen de puntos

comunes, lo que prueba que el espacio es de Haus-
DORFF.

- Para probar que no es metrizable probaremos que
no es regular. En efecto: sea M el conjunto de los
nimeros algébraicos irracionales. M es cerrado, en
efecto: sea » ¢ M, entonces » es racional y cual-
quier esferoide de centro » sélo contiene puntos ra-
cionales, es decir no contiene ningiin pun‘o de M,
luego cualquiera, que sea » no perteneciente a M,
no puede ser punto de acumulacién de M , luego M
es cerrado.

Sea ahora a un punto racional y ¥ un esferoide
de centro a y radio % cualquiera, en el intervalo
|®#—a|<h hay puntos irracionales (que no perte-
necen a V); sea ¢ uno de estos puntos irracionales.
Todo conjunto abierto que contenga a M debe con-
tener un esferoide de centro i, es decir los puntos
racionales de un intervalo de centro 7, luego tiene
que contener puntos de V7; ello nos prueba que el
espacio no es regular, y por consiguiente no es me-
trizable.

4. — Un espacio cuasimétrico completamente re-
gular puede muy bien no ser metrizable, como lo
prueba el primer ejemplo que hemos dado, pero si
modificamos la condicién de completa regularidad se
puede obtener una condicién suficiente para que el
espacio sea metrizable.

Una funcion y=f(«) definida en un espaecio cuasi-
métrico y tomando valores reales es continua en un
conjunto I del espacio K, si para cada punto a de
F y cada e real existe un p real tal que si
g (a,xz) <p se tiene | f(a) — f(x)| <=. Esta defi-
nicion de continuidad es, evidentemente, un caso par-
ticular de la definicién general de funecidén continua
en los espacios topologicos.

El niimero p. depende de a y*de =; por analogia
con el caso de los espacios mdtricos diremos que la
funcién es uniformemente continua si se puede encon-
trar un p que solo dependa de ¢, es decir si para
todo ¢ existe p(c) tal que | f(z) —f(y)| <e para
todo par de puntos (z,y) tales que ¢ (z,y) <<p (¢).

Vamos a probar ahora que: si un espacio E
enasimétrico es tal que para todo conjunto cerrado A
y todo punto a mno perteneciente a A , existe en E
una funcidn numérica uniformemente continua, to-
mando sus valores en el intervalo (0,1) y tal que
f(a) =0 y f(x) =1 para todo x de A, entonces
el espacio es metrizable.

Para probar este teorema nos apoyaremos en el si-
guiente resultado de Niemvrzkr («On the third axiom
of metric space», Transactions of the American Ma-
thematical Society, vol. 29, 1927) :

«Sea K un conjunto en el que se hace correspon-
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der a cada par ordenado (x,y) de puntos de E un
nimero real 3 (x,y) >0 sujeto a las condiciones
siguientes :

1 8 (zx,y) =0 siysdlosi a=y.

2° 3(z,y)=3(y,).

3.2 Para cada a de K y cada nimero real «>0,
existe un p(a,:), tal que si 3(a,b) <p(a,e) y
d(c,b) <wp(a,e), entonces (a,c) <se.

Tomemos como sistema fundamental de entornos
de cada punto a de E los esferoides abiertos de
centro a (es decir el conjunto de puntos x de E tales
que 3 (a,z) << r, para los valores reales de ).

Entonces el espacio topolégico asi obtenido es me-
trizable».

- Sea E el espacio cuasimétrico del teorema; to-

memos 3 (z,y) igual a la menor de las cuasidis-
tancias ¢ (z,y) v ¢ (y,x). Es inmediato que 2(z,y)
cumple las condiciones 1.° y 2.° del teorema de
Niemyrzkr; vamos a probar que también cumple la
3.2. En efecto :

Sea ade E y «>0. Tomemos el esferoide abierto
de centro @ y radio e. Sea M el conjunto cerrado
complementario de dicho esferoide. Por hipdtesis
existe una funcién f(x) uniformemente continua
en E ytal que f(x) =1 para todo = de M (es
decir para los = tales que g(a,x) >¢) y f(a) =0.

Llamemos p. (a,:) al mimero p tal que |f(xz)—

—f(y}l<—;~ para g (z,y) <p(a,e).
Como 3 (z,y) < g (x,y) tendremos | f(x)—f(y) |<
<5 para 2(e,y) <p(ae)-

Tomemos ahora dos puntos & y ¢ tales que
d(a,b)<p(a,e) y 23(b,c) <p(a,s); se tendrd

@ —fO <y 5 1/O—F@ <5,y como
f(a) =0, se tiene
@1 =17 @ —1@1<If@ ~/0)] +

1 11
IO —f@ <5 +5 =1,

v de acd se deduce que 3 (a,c) es menor que =
pues si fuese & (a,¢) >« seria g(a,c) >e y en-
tonces seria f(c) = 1.

Vemos pues que se cumple la condicién 3.° del teo-
rema de Niemyrzki; luego E con la topologia intro-
ducida por 3 (x,y) es metrizable. Queda ahora por
probar que la topologia introducida por &(x,y) es
la misma que la introducida por ¢ (z,y). En efecto:

Sea a un punto cualquierade E y Q (r) el es-
feroide definido por la condicidén ¢ (a,z) <r; como
S(a,x) < q(a,x), Q(r) contiene el esferoide D (r)
definido por la condicidn 3 (a,x) < r.

Tomemos ahora el esferoide D (r) y sea f(x) la
funcidon uniformemente continua en E y tal que
f(a)=0 y f(zx)=1 para g(a,xz) >r. Sea pn el
nimero real tal que | f(z)—f(y)|<<1 para g(x,y)<<p.

Tomemos ahora el esferoide @ () definido por la
condicién ¢ (a,x) <<, y sea x uno cualquiera de
sus puntos; como ¢ (a,x)<<p se tiene: f|(x)|=
~1f(@—f(@)| <1, luego q(a,s)<r ya que
si fuese g(a,x) > r seria f(x) = 1; como 3 (a,x)<
g(a,x) <r se deduce que x pertenece a D(r),
y como x es cualquiera se deduce que @ (p.) estd
contenido em D (r) .

Queda asi probada la identidad de las dos topolo-
gias y por consiguiente demostrado el teorema.



