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1. — Empezemos recordando las definiciones de es-
pacios con métrica débil y de espacioscuasimétricos: 

Si sobre un conjunto E se define para cada par 
ordenado (x ,y) de elementos de E un número real 

( l u e cumpla las siguientes condiciones: 
3 ( « , x) — 0 3 (x,JF) < 3 ( X , E ) -j- 3 (z , y ) 

y si se define el sistema fundamental de entornos de 
un punto a de E como el conjunto de los esfe-
roides abiertos de centro a (es decir los conjuntos 
de puntos x tales que 3 (a , x) <C fc en donde \ toma 
valores reales), se dice entonces que E es un espado 
con métrica débil. 

Si se supone adernas que — 0 implica 
x *" V y cl espacio se denomina cuasimétrico ; si se 
abade finalmente la condición de simetria 3 (x , y) — 
— o (y , x) obtenemos el caso clásico de los espacios 
métricos. 

Es inmediato que si un espacio con métrica débil 
cumple ei axioma de FHKCHET de los espacios accesi-
bles es un espacio cuasimétrico y, reciprocamente, 
todo espacio cuasimétrico es accesible. 

En una memoria («Sur les espaces á métrique fai-
ble», Portugaliae Mathemalica, vol, 4, fas. 1, 1943) 
HUGO BUUHI planteó el problema de las relaciones 
entre los espacios con una métrica débil y los espa-
cios métricos, y en particular planteó el problema de 
si todo espacio con métrica débil que fuese normal 
seria metrizable, Kmpezaremos por dar una solución 
negativa al problema planteado por IIuoo RIUEIUO 
dando: un ejemplo de espacio cuasimétrico completa-
mente normal y no metrizable. 

Para ello consideremos el conjunto de los números 
reales dei intervalo (0 «C x <; 1) y definamos una 
cuasidistancia q (x , y) de la forma siguiente: 

i , f | y - * Í . si x < y 
l 1 si x>y 

Es claro que q (x , y) es siempre mayor o igual a 
cero y es igual a cero quando y solo euando x—y. 

Pasemos aliora a probar la condición q(x,y)<£ 
^ q ( x , z ) + q (z ,y ) j la condición se cumple siempre 
que sea x — y , o x = z , o y = a ; consideremos 
abora los otros seis casos posibles : 
x<y<z: q(x,y) -=\x - y | ; g (ÜJ , - | a> — ss | ; 

q(z,y) — 1 
x < a < y : q ( » , y) - | x — y \ ; q(x,s) -\x — a |; 

q(z,y) y\ 
y < x < B : ? (x, y) 1; q(x,z) • ( x - a | ; q(z,y)**l 
y<z.<x-. q(x,y) = 1 ; q(x,z) = l ; q (z, y) = 1 
s<x<y: q(x,y)~ \x-y\-, q{x,z) - 1; 

q(s,y) - |z — y l ; 
= < y < x : q(x,y) - 1 ; q (x ,z ) - 1 ; q(z,y) = |s-y| 
y vemos que eu todos los casos se cumple la con-
dición. 

E es pues un espacio cuasimétrico en el que los 
entornos de centro a y radio r sou los intervalos 

Vamos a probar ahora que E es completamente 
normal: para ello consideremos dos conjuntos A v 
fí no mútuamente conexos. 

Si aeA, como Aç\B es vacio se puede deter-
minar un esferóide abierto E (a) de centro ti que no 
contenga ningún punto de li. Analogamente para 
todo b e li se puede determinar un esferóide abierto 
E (b) de centro b y tal que no contenga ningdn 
punto de A. 

Tomemos los conjuntos 
A* — U K(a) li* - U li (b) 

AGA »es 

A* y li* son conjuntos abiertos que contienen 
respectivamente a A y li j si probamos que carecen 
de puntos com unes liabremos probado que E es com-
pletamente normal, en electo: para probar que 
A* n B* es vacío basta probar que eualesquiera 
que sean E (a) y E (b), el conjunto E (a) fl E (b) 

(•) Itecibido en 20 do Noviembri; da 19j1. 
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cs vacio. Si aeA y be D tiene que ser 
sup ou gamos a < b . Sea r el radio de E (a), como 
b f E (a) es a + »•; ahora bien, todo xeE(a) 
es menor que a + r y todo y eE(b) es mayor o 
igual que b , luego tenemos 

j; <: a + r < 6 < y 

es decir que x es distinto de y como queríamos 
demonstrar. 

Para probar que E no es metrizable, probaremos 
que tiene un conjunto denso numerable y carece de 
base numerable. 

La primera parte es inmediata ya que el conjunto 
de los puntos racionales dei intervalo es denso en E 
puesto que en todo entorno de eualquier x de E 
hay puutos racionales dei intervalo. 

Vamos a demostrar ahora que E carece de base 
numerable. Sea una base; para cada aeE tiene 
que existir un V(a} de la base eontenido en a ^ x d 
y tal que a e F ( a ) ; tomemos ahora dos puntos dis-
tintos a y b y supongamos a < ò , cs claro que 
entonces a $ V(b) luego V (b) , cualesquiera 
que sean a y b. 

Hemos becho asi corresponder a cada número real 
de ( 0 < i c l ) un elemento de Q? de forma tal que 
a números distintos eorrespundan elementos distintos, 
luego, la base no puede ser nunca numerable. 

a 
2.—-Si recordamos que todo espacio topológico de 

I I A C S D O R F F , compacto Y con base numerable es me-
trizable, cabe preguntarse: suprimiendo alguna de 
estas condiciones v reemplazándola por la condición 
de que el espacio sea cuasiinétrico, se obtendrá un 
espacio metrizable? 

Esto es eierto cuando la condiciòn que se suprime 
es la do base numerable, ya que Hoao RIBETOO de-
mostro (loc cit.) que todo espacio cuasimétríco de 
HALSDOBFF y compacto es metrizable. Vamos a ver 
en cambio que ello deja de ser cierto para los espa-
cios cuasimétricos, compactos y con base numerable, 
asi como para los espacios cuasimétricos de HAITS-
DORFF y con base numerable. 

Empezaremos por dar un ejemplo de ua espacio 
cuasimétrico, compacto y evo base numerable que no ei 
metrizable. 

Para ello tomemos un conjunto numerable cual-
quiera de elementos distintos 

«l i «2> •*• i » . j 
y definamos la cuasidistancia de la forma siguiente: 

<1 K,. «„) 

1 
SI M <L p 

» + P 
Ü si n p 
1 si n > p 

Como q (<*„, ap) es siempre 0 v es igual a 
cero si, y solo si, ) i = p , para probar que es una 
cuasidistancia bastará probar que q {a„,ar)<^q(o,, ar) + 
+ q (ar, up) ; consideremos los seis casos posibles 
para puntos distintos: 

ii < p < T : q (a„ , «„) 

<1 K - 1 

n c r < p: q(a„,ap) 

1 1 
—— ; 1 («:,, a r) = —— i « + £ K-f-r 

<i K > ap) 

1 , 1 
' —— ; 1 («„ 1 a.,) 
tt+p íi-j-

1 
r + p p<r<n-, q(a„,ar)^l; q (a, , a„) = l; q (ar, o,)= 1 

P<" <r: ç(o»,a,)» 1 ; q (a„ , a,)--

1 K , ' 
rCpCn: q (a„ , ap) 

1 K , « Í ) — 

renep: q (a„ , a„) =• 

q(ar , ap) -

n + r 
1 
1 ; q (a„ , ar) = 1; 

1 
r+p 

1 

« f p 
1 

r + p 

i i f n i i « - ) - 1 ; 

La propiedad es evidente en todo loa casos, excepto 
en el segundo y para este se ve facilmente ya que se 
tiene 

1 1 
r < p; n H<» + fi — < ; 

n Y p n + r 

qia„,ap) <q(a,,ar) 

y por consiguiente 
'l (a~) »«.) < 1 K , ar) + q (ar, a„). 

Se ve facilmente que el espacio tiene una uase 
numerable: la formada por los esferoides con centros 
en cada punto y radios racionales. 

Vamos ahora a probar que el espacio es compacto. 
Como es numerable, en él coineiden los eonceptos de 
compacto y perfectamente compacto según FKÉCHKT 
(no es en cambio compacto en el sentido de BOCHBAKI, 
ya que si bien tiene la propiedad dç BOBKL-LEBWQOK, 
no es un espacio de IIAUSDOKFF). Basta, pues, probar 
que todo conjunto infinito tiene un punto de acumu-
laeión. Sea F el conjunto infinito y a„ un punto 
cualquiera de f ; consideremos un esferóide E de 
centro a„ y radio r cualquiera. 

Sea p un número natural tal que p>-n y p + n> - . 
r 

Como F es infinito, en él hay un punto a„ tal que 
q>p. Entonces será q > n y tendremos 
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1 1 
q (a„, a,) = - - < < r 

n+q n+p 

luego aa e K y a„ es punto de acumulación de F . 
Vemos así que todos los puntos dei espacio son pun-
tos de acumulación de cualquier subconjunto de él 
que sea infinito luego es compacto. 

Para probar que no es metrizable probaremos que 
no es un espacio de HAUSDOBFF, en efeeto : sean a,„ 
y o„ dos puntos dei espacio y V y W dos esferoides 
de centros a„ y u , , y rádios r y s respectiva-
mente. Tomemos um número natural p tal que se 

1 I 
tenga: p > n , p+n>-—, p > m , p+m>—, 

r s 
entonces 

1 
<1 M* , <*r) = — — < r luego afeV 

m+p 

q (ti„ , a ) = < s luego ac 6 W 
n+p 

y como esto es valido cualesquiera que sean r y s se 
deduce que el espacio no es de IIAUSHORFF. 

3. — Pasemos aliora a dar un ejemplo de un espacio 
cuasimétrico, de HAUSOOBFF, eon base numerable y no 
metrizable. 

Para ello tomemos el conjunto de los números al-
gebráicos dei intervalo (0 •< x < 1) y definamos de 
la forma siguiente una cuasidistaneia : 

q (x , y) " 0 para J: •= y si x=f= y , entonces de-
signando por r los números racionales y por í los 
irracionales 

q(r,0~ 1 ; í ( i ' f & ) - > t . 
• l i 

Probemos que es una euasidistancia demostrando 
la propiedad q (a; , y) q (x , z) ± q (z ,y) . Como la 
cuasidistaneia es siempre menor o igual que 1 , Ia 
propiedad se cumple siempre que y o s son irra-
cionales; si ambos son racionales se tiene, cualquiera 
que sea x 

í (* j ff) = í ® - ST'i < I * -r- e | + ! 2 — ff | = 
— q (x, s) + q(z ,y) . 

Hl espacio es pues cuasimétrico y los esferoides 
abiertos de centros a y radio h están costituidos 
por a y los puntos racionales ac tales que [x— a\<h. 

Como en el ejemplo anterior se ve que el espacio, 
siendo cuasimétrico y numerable, tiene una base 
nuinerab le. 

Tomamos ahora dos puntos cualesquiera x e y 
distintos y sea | x — y | — h. Tomando dos esferoides 
de centros x e y y radios menores que la mitad de 
k, se ve in mediatamente que carecen de puntos 

corounes, lo que prueba que el espaeio es de HAUS-
DOBFF. 

Para probar que no es metrizable probaremos que 
no es regular. En efecto : sea M el conjunto de los 
números algébraicos irracionales. M es cerrado, en 
efecto: sea r $ M, entonces r es racional y cual-
quier esferóide de centro r solo contiene puntos ra-
cionales, es decir no contiene ningdn pun o de M, 
luego cualquiera, que sea r no perteneciente a M , 
no puede ser punto de acumulación de M, luego M 
es cerrado. 

Sea aliora a un punto racional y V un esferóide 
de centro a y radio h cualquiera, en el intervalo 
| X — a| < h bay puntos irracionales (que no perte-
necen a F); sea i uno de estos puntos irracionales. 
Todo conjunto abierto que contenga a M debe con-
tener un esferóide de centro £, es decir los puntos 
racionales de un intervalo de centro » , luego tiene 
que contener puntos de F ; ello nos prueba que el 
espacio no es regular, y por consiguiente no es me-
trizable. 

4 — Un espacio cuasimétrico completamente re-
gular puede muy bien no ser metrizable, como lo 
prueba el primer ejemplo que liemos dado, pêro si 
modificamos la condición de completa regularidad se 
puede obtener una condición suficiente para que el 
espacio sca metrizable. 

Una función y—f(x) definida en un espacio cuasi-
métrico y tomando valores reales es continua en un 
conjunto F dei espacio E , si para cada punto a de 
F y cada 6 real existe un p, real tal que si 
q (a , x) < (j. se tiene ] / ( » ) — f(x) | < e . Esta defi-
nicién de continuklad es, evidentemente, un caso par-
ticular de la delinición general de función contínua 
en los espacios topológicos. 

El número p. depende de a y*de e ; por analogia 
con el easo de los espacios métricos diremos que la 
función es uniformemente continua si se puede encon-
trar un jj. que sólo dependa de e , es decir si para 
todo t existe p. (E) tal que | / ( i ) — f(y) | < e para 
todo par de puntos {« , y) tales que q (,c , y) <C p. (Í) . 

Vamos a probar aliora que: si un espacio E 
cuasimétrico es tal que para todo conjunto cerrado A 
y todo punto a no perteneciente a A , existe en 1". 
una función numérica uniformemente continuar to-
mando sus valores en el intervalo (0,1) y tal que 
f (a) = 0 y f(>) = 1 para todo x de A , entonces 
el espacio es metrizable. 

Para probar este teorema nos apoyaremos en el si-
guiente resultado de NIKHYTZKI (NON the third axiom 
of metric space», Transactions of the American Ma-
thematical Society, vol. 29, 1927) : 

«Sea E uu eonjunto en el que se haee correspou-
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der a cada par ordenado (a:, y) de puntos de E un 
niímero real 3 (x , y) ^ 0 sujeto a las condiciones 
siguientes : 

1.® S — U si y solo si a: — y . 
2." I (»,>) - í (y, a>). 
3." Para cada a de 2J y cada número real s > 0 , 

existe un [ i . ( a , c ) , tal que si 5 ( o , 6 ) < | i ( a 1 e ) y 
3 (e , b) < |i ( » , t ) | entonces 3 ( a , c ) < s . 

Tomemos como sistema fundamental de entornos 
de cada punto a de E los esferoides abiertos de 
centro a {es decir el conjunto de puntos x- de E tales 
que 3 (a , x) < r , para ios valores reales de r) . 

Entonces el espacio topológico asi obtenido es me-
trizable». 
• Sea E el espacio cu asi mê trio o dei teorema; to-
memos 8 (a;,!?) igual a la menor de las cuasidis-
tancias q (x ,y) y q(y,x). Es ininediato que 3 (x ,y ) 
cumple las condiciones 1.® y 2.® dei teorema de 
NIKHYTZKI ; vamos a probar que también cumple la 
3.®. Eu efecto! 

Sea a de £ y E > 0 . Tomemos ei esferóide abierto 
de centro a y radio E . Sea M el conjunto cerrado 
complementado de dicho esferóide. Por hipótesis 
existe una función f(x) uniformemente continua 
en E y tal que f (as) 1 para todo x de M {es 
decir para los x tales que q (tt, a;) e) y /(<*) — 0 . 

Llamemos p, (O,E) al número (i tal que | /(as)'— 

<—f(y)\<Y P a r a « ( * » » ) < ! • • ( « » * ) • 

Como 3 ( x , y) q (x , y) tendremos | f(x) — / ( y ) ]< 

para 3 (x, y) < (i ( a , r) . 

Tomemos ahora dos puntos b y c tales que 
! (a , b) c JJL (n , E) y 3 ( i , o) < ji ( o , « ) ; se tendrá 

| / ( « ) _ / | ) | < _ y l / ( 6 ) - / ( c ) | < y , y como 

/ ( a ) 0 , se tiene 

i / W ! - l / M - / W I < ! / < « ) I + 

+ ! / (« - ) - / W I < y + Y " 1 » 

y de acá se deduce que 3 (o , c) es menor que E 
pues si fuese 3 ( o , c) ^ s seria q (a , c) ^ e y en-
tonces seria f(e) — 1. 

Vemos pues que se cumple la condición 3." dei teo-
rema de NIEMYTZKI ; luego E con ta topologia intro-
ducida por S(x,y) es metrizable. Queda ahora por 
probar que la topologia introdueida por 3 ( x , y ) es 
la misma que la introdueida por q (x ,y) . En efecto: 

Sea a un punto cualquiera de E y Q (r) el es-
feróide definido p o r i a condición 5 (a , x) c r ; como 
3 (a , x ) q {a , x) , Q (r) contiene el esferóide D (r) 
definido por la condición 3 (a , x) C r. 

Tomemos ahora el esferóide D (r) y sea f (x) la 
función uniformemente continua en E y tal que 
/ ( a ) — 0 y / ( x ) = - l para í f { a , x ) ^ r . Sea el 
número real tal que |/( :c)—/(^)|<1 para q(x,y)<Zfí. 

Tomemos ahora el esferóide Q (|A) definido por la 
condición q (a , x) < JJ. , y sea x uno cualquiera de 
sus puntos; como ç ( t f , x ) < p . se tiene s / ] (x) | 
= I f(a) —f ( » ) )•< 1 j luego q (a , x) C r ya que 
si fuese q(a, x) ^ r seria f(x) — 1; como S ( a , x ) < 
q (a , x) < r se deduce que x pertenece a D ( r ) , 
y como x es cualquiera se deduce que Q (p.) est l 
contenido em D (c) . 

Queda asi probada la identidad de Ias dos topolo-
gias y por consiguíente demostrado el teorema. 

| 


