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Sobre férmulas assintélicas conjecturais referentes
a distribuigdo dos nimeros primos"

por Manuel dos Reis
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1.

No 3.° artigo da série Some problems of wpartitio
numerorumv», sub-intitulado On the expression of a
number as a sum of primes?, Harpy e LirrLewoop
tentaram aplicar a este problema, e a alguns outros
referentess & distribui¢fo dos nimeros primos, o mé-
todo analitico que, com t30 bons resultados, tinham
utilizado no problema de Warixa, da partigio dum
nimero em poténcias do mesmo grau. O @xito foi
muito menor: numerosas e interessantes, as proposi-
¢bes obtidas eram todas conjecturais, pois de nenhuma
o método permitia verdadeira demonstragdo. A propo-
sigdo «fraca» de Gorosacm, segundo a qual todo
nimero impar (suficientemente grande) é soma de
trés primos, e a férmula assintética de que essa
proposi¢iio imediatamente resulta, 86 puderam Haroy
e Lirriewoop deduzi-las rigorosamente da célebre
hipotese de Riemanx sobre os zeros da fungio {(s) e
da infinidade de hipdteses correspondentes sobre os
zeros das fungdes I (s5) de Dimicnrer, isto é de uma
infinidade de conjecturas. Para as outras proposigoes,
por exemplo para a proposi¢io «fortes de GoLomacu
segundo a qual tode nimero par (pelo menos sufi-
cientemente grande) ¢ soma de dois primos, nem isso
foi possivel. ;

No 5.2 artigo da referida série, publicado pouco
depois com o sub-titulo A further contribution to the
study of Goldback’s problem®, Haroy e Lirrnewoon
puderam, da mencionada infinidade de hipdteses, de-
duzir rigorosamente que quase todos os niimeros pares
sd0 somas de dois primos, mas nfo esclarecer se os nii-
meros pares, que ndo sfo somas de dois primos, se por-
ventura existem, sfio ou nio em mimero infinito.
Sendo impossivel no estado actual da ciéncia, ao que
parece, demonstrar aquelas hipdteses ou provar a sua

* Recebido em 1951, Novembro, 15,

1) Aecta mathematica, 44 (1928), pigs. 1-70.

2 Proceedings of the London Mathematical Soeiety (2), 22 (1924),
pags. 46-56.

falsidade, 0 método de Harny e LarrLeEwoon, nos pro-
blemas referidos e em muitos outros relativos i distri-
bui¢io dos nimeros primos deve considerar-se prin-
cipalmente, a nosso ver, as a machine for the production
of heuristic formulae”, para usar palavras dos proprios
autores, e o objectivo da presente nota é mostrar,
numa série de exemplos, que essa maquina pode ser
substituida por outra muito mais simples: o «crivo
de Eratdstenes» prosseguido até um ponto, sempre o
mesmo, que proposi¢des analiticamente demonstradas
nos indicardo. Desses exemplos, uns sio de Haroy e
LarrLewoop, outro é caso particular de exemplo tratado
por eles, outros finalmente sfio exemplos de que eles
se nio ocuparam. Na escolha guidmo-nos por um eri-
tério de simplicidade e de brevidade, deixando o tra-
tamento geral do assunto para um trabalho posterior.

A citada proposigdio «fraca» de Gorpmacu foi, com
a respectiva formula assintética tal como a tinham
obtido Harpy e Lirruewoon, demonstrada completa-
mente por Vinogravov ¥ em 1937, mediante novo mé-
todo; e a utiliza¢ido deste método permitiu a van oper
Corpor® demonstrar a proposi¢io «forte» na sua for-
ma atenuada, isto é para quase todos os mimeros
pares. Mas a proposi¢io «fortes para todos os niime-
ros pares suficientements grandes, e todas as outras
proposi¢des conjecturais de Haroy e Lirrnewoon,
continuam indemonstradas. De resto o teorema de
Vinoarapov apoiard o nosso processo, que fundaremos
no célebre «teorema dos numeros primos» de Hapa-
marp e de La Varrie Poussix relativo i sucessiio
natural dos mimeros ¢, mais geralmente, as progres-
sdes aritméticas?.

3 Loe. cit. in (1), pig. 69.

4) Some theorems concerning the theory of primes, Recueil mathé-
matique, 44 (1937), pigs. 179-195. Cf. J. G.»vax per Comrrur,
Sur la démonstration de "hypothise de Goldbach pour les nombres
impaire donnée par M. Vinogradow, Paris 1938,

5 Sur U'hypothize de Goldbach pour presque “ous les nombres
pairs, Acta Arithmetica, 2 (1937), pags. 266-290.

6 Cf. E. Laxpav, Vorlesungen #iber Zahlentheorie, 11, phgs.
9-28,
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Suprimindo, na sucessfio dos = primeiros inteiros
positivos, os primoes ndo superiores a n%*, com

1 3
— Z=a<1, e seus miltiplos, restam a unidade e

2
os primos desde n* até n. E tem-se, como é sabidos
designando por = (x) e [«], respectivamente, o nimero
de primos que nfio excedem = e o maior inteiro con-

tido em = , 3 .
(1) =(n)—m(n?) +1=n— [;_‘I = %J %

LT n
""*[ﬁJ*'—[a_.:a.s] e

onde os denominadores que figuram no 2.° membro
sfio os primos nfio superiores a n* e os seus produtos
dois a dois, trés a trés, etc. até ao produto de todos
esses primos. Ora sendo pelo teorema dos niimeros
primos, para n—oco,

n n*
] L (”1) -~

w (n) ~ 5

logn alogn °
tem-se evidentemente
n
w(n) —w(n*) +1~—-

log n
e portanto é

n Rt
(2) ﬂ‘_[g "‘+‘:§":—3J +
n
s + .

R
3.
i
A

Por outro lado

- ylogn .

n n T

®) Z“(l_% (1_%)(1_%)..:

onde o produto se estende a todos os primos nio su-
periores a n%, é um valor aproximado do 2.° mem-
bro de (1) e, pelo conhecido teorema de Merrens, o
seu valor assintotico para n — oo @

s =71 e n

" Tognz ~ = logn’

onde e e y sdo respectivamente a base dos loga-

ritmos naturais e a constante de Euvier?; se to-
marmos pois

(4) o = e = 0,561 ...
resulta
n n
o Ry T G
n n
B SONE 6 '+’-~logn’

cujo confronto com (2) mostra que entio o 2.° mem-
bro de (1) e o sen valor aproximado (3) sdo assinto-
ticamente iguais. De ora avante « terd sempre a
definigio (4).

Se portanto o teorema dos nimeros primos nio
estivesse demonstrado, a hipétese da igualdade assin-
tética do 2.° membro de (1) e do seu valor aproxi-
mado (3) conduziria a

17(?1}—(17“-‘)—5‘1-?1-2--—-71----+L—!- . ae e
2 3 2.3
n n
s A e
donde, claramente,
n
“{“)"log” f]

isto é, conduziria a uma férmula assintética con-
jectural exacta.

O valor aproximado (3) pode escrever-se directa-
mente mediante conceitos simples de estatistica ma-
temdtica. Havendo em cada conjunto de p inteiros
consecutivos um s6 multiplo de p, e por isso atri-

!
buindo a um multiplo de p a probabilidade — e

p
consequentemente a um nio-miiltiplo de p a proba-

1 1 }
bilidade 1 — — , serd H (I - —) a probabili-
p P

p=a*
dade de um ndo miiltiplo de nenbum dos primos p

: 1
nio superiores a n% e portanto nH (1 ———-)
i
p<n®*
e estimativa estatistica do 1.° membro de (1). Esta
observagio ¢é geral, e muito fdcil de verificar na
maior parte dos casos.

3.

o que precede, consideremos a
progressio aritmética de termo geral ax + &
(x=1,2,.--,7), com a e b inteiros positives
primos entre si, e seja al+ b =n . A congruéncia

Generalizando

1 1 1
7 Tillm(1+—+——+...+———logn)‘
=% 2 3 n
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ar +b=0 (mod p) ndo tem raiz se o primo p

divide a, isto é se p|a; e tem uma s6 raiz no caso-

contrdrio, isto é se pta, o que significa que os
valores de = que tornam awx+ b divisivel por p
estio em progressio aritmética de razio p. Supri-
mindo pois na progressiio dada os primos p +a niio
superiores a n%, e seus miiltiplos, restam sé primos
do intervalo (n%,n), cujo nimero é m,(n) —w,(n%),
designando por =, (£) o mimero de primos da pro-
gressio dada que nHo excedem %; além disso ¢

JH 1-— —) a estimativa estatistica de =, (n) —

n%=p pa
— =, (n*), e a hipétese de que estas duas funcies de
n sfio assintoticamente iguais para n—»oco dd

5,

ro(n) = @%) ~ (] (1—%) -

n*=pra
k
1L (=5
n—b p=<an* =
— e ==
05
n"Zp]a e

para n suficientemente grande ¢é

4.

Consideremos agora a sucessio dos bindrios de
nimeros impares ®,x + k, onde %k é um nimero
par positivo e #=1,3,5,---,2l/—1, e seja
2/ —1+ k=mn. As congruéncias =0 (mod p) e
% + k=0 (mod p), onde p ¢ primo impar, tém a
mesma raiz se pl|k, e raizes diferentes se pitik;
portanto, em cada conjunto de p bindrios z=,x + k
consecutivos, se p|k hd um 86 bindrio em que pelo
menos um dos dois nimeros (neste caso ambos) &
divisivel por p, mas hd dois tais bindrios (com um
80 dos mimeros divisivel por p) se p k. Supri-
mindo pois na sucessido dada os bindrios = ,z+% em
que pelo menos um dos dois mimeros é divisivel por
algum dos primos nio superiores a n%, restam sé
bindrios de primos do intervalo (n%,n) e possivel-
mente o bindrio 1,1 + %k, em nimero de P, (n) —
— P, (n*) 4+ ¢, designando por P, (E) o nimero de
bindrios de diferenga / ndo superiores a £ e sendo
e=0 ou ==1; além disso é

1
tl I 1——=) - I I ; [yt
( ) ( 1’)
8<p=n* S<p<n*
Pk plk

a estimativa estatistica de P,(n) — P, (n*) +¢, e a
hipétese de que estas duas fungdes sdo assintotica-
mente iguais para n — oo dd

1 1
IL () P I =5y 5
# i SR Bl Pom) = Pyw) +s~1 [ (1—;)-
fla
e tem-se, portanto, 5"—;*}5"
1
Tt 1 n—k 41
T =) IO (-5) -
n—>b p<n% a r 2
x, (n) — =, (n2) ~ e e 3<p=<n
I1(t-3) ”'*
P 2 r—1
pla 7 (1';)‘1-[ 5
n—b 1 1 o i=p=n* S<p=n*
SS L (-3) 15 i
¢ (a) p) @@ logn=
p=n* para n suficientemente grande é
donde
2 H p—1 e p—1
1 n -2 h—t
5) . (n) ~ ; 3<p=n* S=p|k
3 o (a) logn Pk
além disso é
2 (a) desigrfa a conheci::lz_l fung?a de Eu?nn, isto é o H 1 _3 L I_I 3 _l 2
nimero de inteiros positivos nio superiores a a e o P X P
primos relativamente a a. Ora a relagio (5) cons- S=p=n d=p=n
titui o teorema dos nimeros primos para a pro- ; 1 42
gressdio aritmética ax+ 4, e obtivemos uma for- H { e 1)2} = (1——1—)) -
mula assintdtica exacta. 3<p<n% p<n*
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Sy ml )

tem-se portanto

P P, (n% o ot
() = Pu(u®) + 0~ g - oo
1 p—1
1 s B e
p=38 3=p|k

donde

2n 1 p—1
P, (n)~ - o . T
«(2) log*n { (p—l)z} H p—2 |?
p=3

i=p|k

que ¢ a formula assintética conjectural obtida por
Harpy e Larruewoop. Em particular é

P, (n) ~

=

102g:n]-_-[ { A

p=3

a formula assintética conjectural para o nimero de
bindrios de primos «gémeos» (k=2) nlio superiores a n.

5.

Consideremos a sucessfio dos bindrios de mimeros
impares x,x+4n, onde n é um nimero par positivo e
¢=1—n,3—-n,5—n,---, (n—1) —n, portanto
z+n=1,3,5, .- As consideragdes do
n.° 4 sfo quase literalmente aplicdveis a este caso e,
designando por @Q () o mnimero de bindrios de
primos da sucessio dada cujos valores absolutos
nio excedem E, a estimativa estatistica de @ (n) —
—Q (n%) + =, onde se tem agorac =0 on ¢ =2, é

. B

n 2 1
& =) I s
S=p=n*- 3<p=n*

pdn pn

o que d4, procedendo como no n.° 4,

2n 1 p—1
Q{n)."log?nn{l_(l}—-l)z}ln 37—_2 )

p=3 3=p|n

que é a féormula assintética conjectural para a pro-
posigdo «fortes de Gorpeacm, obtida por Hamrby e
Lrrruewoop. Com efeito os bindries que estamos con-
siderando sfo de mimeros impares de diferenca n,
mas os diminuidores sfio negativos; equivalem pois
a bindrios de nimeros impares positivos de soma = .

A féormula assintética conjectural que precede,
bem como as do n.° 4, foram também obtidas por
SrickeL® independentemente de Harpy e Larrrnewoon,
e por método diferente. As férmulas obtidas anterior-
mente por SyLvester e por Brux para @ (n) e P, (n)
estavam erradas por factores constantes ¥ .

6.

Consideremos a sucessio dos niumeros x4k, em
que k ¢ inteiro diferente de zero e de quadrado ne-
gativo,e  =1,2,3,...,/. Seja B+k=n. A con-
gruéncia a? + k=0 (mod p), onde p é primo, tem
uma 80 raiz se p=2 ou se 3L p|k; e tem duas
raizes ou nenhuma se 3 < p tk, conforme — i seja,
ou nio, resto quadrdtico de p. Isto conduz, anilo-
gamente aos n.°* precedentes, a escrever, designando
por P (n) o mimero de primos da sucessio dada nio
superiores a n,

onde = percorre os primos impares nio divisores de
k de que — & é resto quadritico; ora o 2.° membro
pode escrever-se

m (-2 =
II
i=p=n*
pk
1 -2 o'
=S ) o=
3 p=n% o =a* o/ <n*

onde =' percorre os primos impares nio divisores
de k, de que — k ¢é nilo-resto quadrdtico ; serd pois

8) Cf. P. STxCKEL und W. WEINREICH, Die Darstellung ge-
rader Zahlen als Differenzen und 8 von Primzahlen, Abh.
d. Heidelb. Akad. d. Wiss. 1922,

9 Cf. HarDY e LITTLEWOOD, loc. elt, in 1), pag. 32-87,




GAZETA DE MATEMATICA

87

P(n)~1 H (1__) . H (1_;%) 4

(oo T ()
I -6 1
prk

g
onde (-—) ¢ o conhecido simbolo de Lecexpre,
»

igual a +1, ou —1, conforme —k & ou nio,

resto quadrdtico de p; tem-se portanto

P(n)~yn—k - H (1_._)

p=<n”*
I (35
p/p—1
S<pkk
L T o
I -G
p /p—1
n*<ptk

isto é

ro-t T - ()55 |

log n s<pii p ) p—1

férmula assintética conjectural contida no trabalho
de Hamroy e Larruewoop citado em 1). Em parti-
cular, tem-se conjecturalmente

P("}"l:;nn'n{ln (:p_l)i?l_f}

=3

para o nimero de primos da forma a? + 1 nfdo su-
periores a =n.

7.

Consideremos também a sucessfio dos mnimeros
x3+k em que k ¢ inteiro nido cubo, positivo ou ne-
gativo, e ® =1,2,..-,7. Seja B+k=n. A con-
gruénecia @3 + k=0 (mod p), onde p é primo, tem
uma 86 raiz se p=2, ou p=3, ou p= — 1 (mod 6),
ou p==1(mod 6) com p|k; tem trés raizes ou
nenhuma se p==1 (mod 6) com p4t k&, conforme
k for, ou nio, resto cibico de p. Isto conduz, de-
signando por P (n) o nimero de primos da sucessio

dada ndo superiores a =, a escrever

el IR
TE ST R o)
Pl

onde as congrufncias se referem ao mddulo 6, e =
percorre os primos = 1 (mod 6) nio divisores de k de
que k é resto cibico; ora o 2.° membro pode escre-
ver-se

T

n%*=p=1
pkk

SRS 3) TP T o

P“Nt gfﬂl niE"'A

onde =' percorre os primos=1 (mod 6) nio divi-
sores de &, de que k & ndo-resto ciubico; serd pois

P~ (1-3) T (=)

I D)
L 1{ =
ptE

1
onde (k), é 1, ou — T conforme k é, ou nio,

resto cibico de p; porfanto
2
1- (1), —|
; B 1 =]1],r5 ‘2=
P () ~y/n—k-T[ (1 = —-) IE=ERA 5
PR AR | R (T

n*<p=1,pfk

e

isto é

3

Vn 2
P (n) ~ TR 1}—'[,,.;]{ s ("f)p;*_*l }
eSS Pk

que é a férmula assintética conjectural obtida por
Haroy e Lirruewoop para o ndmero de primos «3+k
(k n3o cubo) niio superiores a =.
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8.

Consideremos ainda a sucessio dos nimeros xt4-k,
em que k ¢ inteiro diferente de zero e de quadrado
negativo, ¢ w=1,2,.--,7. Seja i + k =n. Uti-
lizemos, se p ¢ primo e 3<_p+k: o simbolo de

Leaexpre (_—) ja usado no n.° 6, igual a +1
P

conforme —k ¢é resto ou nio-resto quadrdtico de p .,
—k
e, se também p=1(mod4) e (—) =1, o sim-
—k
bolo (—-—) , igual a +1 conforme —k ¢ resto
P/4

nio resto biquadrdtico de p. A congruéneia
x4 4 k=0 (mod p), em que p ¢ primo qualquer, tem
uma sé raiz se p=2 ou 3 plk; mas se 3L pik,
tem essa congruéneia: duas raizes se p==3 (mod 4)

—k
com (—«-—-) =1; quatro raizes se p=1 (mod 4)
p

—k
com (__) =1; e nenhuma raiz se p==3 (mod 4)
P /i

T =k —k
com (—) =—1, ou p=1 (mod4) com (—-—) -1,
P P
—k
ou p=1 (mod 4) com (-—-—) =—1. Isto conduz,
P/

designando ainda por P (n) o nimero de primos
da sucessio dada nfo superiores a =, a escrever

P(n)~£(1—_c}) ‘TI (1_.117).

s=<p=n”*
|k :
’ 2 4
J ) e j
I Ko
nt=w=3 p=n?

onde a congruéncia se refere ao modulo 4, = per-
corre o8 primos impares niio divisores de k& de que
—k é resto quadrdtico, e p percorre os primos
=1 (mod 4) nfo divisores de L de que — k ¢é resto
biquadrédtico. Ora tem-se

IE (15 O s )2

p=n*

P p—4

21 el U ensr

p'=n=

onde a congruéncia se refere ao mddulo 4, e p'
percorre os primos =1 (mod 4) nfo divisores de &k
de que — k& ¢ resto quadrdtico mas nfo biquadrdtico;

portanto
4 2 2
I (55T C) IE (S
p=n* nt=o=1 p' <n= g
2 2
: IR o L s (e B
I1 ( 9—2) ( w)
p=nx n*=o==1
—k
‘TI {1”_(_..) _2_2}
niz> g=1 i 2

Por conseguinte é
1

ro-t(i-3) 10 (-3) (-3

wAT(-8) I - (Yl

e portanto, analogamente a n.°* precedentes,

P(n)~5% 'SEI}H.{I_ (:p_") ;TIII}
S 9 . ;
PE*EM){IH (?)4333}
(5) =1

formula assintética conjectural para o nimero de
primos @44k (—k ndo quadrade) nfo superiores a
n. Em particular é

o {1 (3 4

M- (0 ol

p=1(mod 4)

a formula assintética conjectural para o mimero de
primos «4+41 nfio superiores a .n. Anilogamente a
estas formulas, que julgamos novas, muitas outras
poderiam obter-se.
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Q.

O exemplo que segue pertence a um tipo de pro-
blemas que, ao que cremos, nio tem sido conside-
rado, salvo no caso linear de que demos o exemplo
do n.° 4. Seja dada a equagdo y=a2+k, e ocupemo-
-nos do nimero de solugdes dela com = =1,2,...,/
nas quais = e y sejam ambos primos (o exemplo do
n.* 4 equivale a problema andlogo para a equagio
y=x-+k Seja n=10+k. Como no n.° 6, I serdinteiro
diferente de zero e de quadrado negativo; e serd pars
para que = e y possam ser simultineamente imparesi
além disso serd k£ —1 (mod 3), sendo” z=+1 (mod 3)
daria y=0 (mod 3), isto é um dos dois mimeros =, ¥
seria necessdriamente divisivel por 3. As congruén-
cias =0 (mod p) e x* 4 k=0 (mod p), onde p é
primo, t8m uma s6 e mesma raiz se p=2 ou 3 plk;
se 3<p +k tém ao todo trés raizes diferentes quando

—k

(—)—1, e uma s6 raiz (da primeira) quando
74

=% 4 :
(—)—-—1. Podemos pois escrever, designando
2]

por R (n) o niumero de solugdes em questio,
1 1
) T (=)
35;:5!1“
plk
; 1 3
ALl TR )
o' <n® w=p®

onde, como no n.° 6, = ou w' percorrem respecti-
vamente os primos impares ndo divisores de & de que
—k é, ou nfio, resto quadrdtico; portanto

{ 2 p—1
R -~ 1——) - —_—
-5 I (1-2) - I 55
3<p=na” 3<p=<n*
Pk
o' —1 = —3 { 142
BV e i i, il ;P S\
0= 10=-5 I (-7)
= <n*% T=n% 3<p=n*
1 p—1
: 1___}. 25,
I {*-=m) II 3=
3=p=n? $=p=n*
Pk
1 1
B (145 0 (i)
o'=n% T=n% -
1\2 1
- 21 (1——) - { AL Sl
H’. P I]:‘-L (p_])!
pP=n 3=p=n
p—1 &\ .1
Bl = el e
d<p=n% §<p=<n?*

e tem-se por conseguinte a formula assintdtica con-
jectural

T
p=<3

I - ()= 5

I=ptk

3<p|k |

para o nimero de solugdes de y=x?+Lk (k inteiro
diferente de zero e de quadrado negativo, par e
%= — 1 (mod 3)) ndo superiores a n, com = e y
ambos primos.

10.

Consideremos finalmente as diversas representa-
¢oes dum nimero impar como soma de trés mimeros
impares. Pode figurar-se cada uma destas represen-
tagdes por um ponto do plano, cujas coordenadas
trilineares sfio as trés parcelas respectivas. Sendo
n>0 o nmimero impar dade, e adoptando como
tridngulo fundamental um tridngulo equildtero cujos
vértices sdo os pontos, (n,0,0), (0,7,0), e (0,0,n), .
entdo os pontos que figuram aquelas representagdes
840 0os duma rede de tridingulos equildteros, consti-
tuida por rectas paralelas aos lados do triiingulo
fundamental cujas distincias a estes lados sfo os
nimeros impares; e os pontos da rede interiores ao
tridngulo fundamental figuram as representagoes de
n como soma de trés nimeros impares positivos.
A estas iiltimas representagdes nos limitaremos aqui.

Suprimindo os pontos da rede situados nas rectas
cujas distincias aos lados do tridgulo fundamental
sdo os primos impares nio superiores a n% e seus
miiltiplos, restam os pontos figurativos das repre-
sentagOes de n- como soma de trés parcelas, cada
uma das quais é um primo de intervalo (2%, n—2)
ou a unidade. O mimero de pontos suprimidos utili-
zando um s6 primo impar p <n* é, como se verifica
sem dificuldade :

a) para n=hp + 2k, h inteiro, k=1,2..., u,
h—1
%=3{’f +EFp) + - F (’f-i“ "‘2—-}’)} =
= =
—3 (1 +2+ - +h—2—-1) =-3(p—1}h—8—1+

h+1
2 H
b) para n=~hp+2k, h inteiro, k= T y—— 3y p—1,

+ 3k

°o‘—'—3{k+{k+p)+ Sk (k+L;1p)}—
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h+1 h2—1 n? 3 3 3 2
i Getiet S bl R0 R T
k+1 : 3<p=a* n*=p|
+3(k—1) — R
n? 3 3 p?—3p 42
¢) para n=~hp, k inteiro, ot e II 1_;4_;)' H P —3p+3
h—1 d=p=a* n*=p|n
o,-3(p+2p+---+Tp)— % 1 143 { 1 }
P 5= g 1I P ) (p—1)3
-2 (1+2+ e 4 T)w Bpr—2) T 3=p=n* S<p=n*
2_3p 492
O mimero total de pontos da rede é o nimero II o i
n—1 ] bt (= 8p 8
triangular de ordem ——, isto 6 ———. Portanto n"Zp|n
o quociente da divisfo do niméro de pontos nio su- o ”zH ok 1 :’_ H { l_ } )
primides, utilizando sé o primo p, pelo nimero total - P £ (p—1)3
é, em cada um dos trés casos precedentes, para n— oco: »=a i=e=
1 % £ 3(p—1) (k2—1)+12k (h+1) H P —3p+ 2’
L e T Lvrg) 3
ni—1 PR+ Ak ph+ 4k2— 1 ”1>P|ni‘" B
8
3 3 /1 assintoticamente igual a este resultado devemos con-
= P =5 ” + 0 k?)! siderar também, portanto, o nmimero de representa-
¢des de » como soma de trés parcelas, cada uma das
1 ay . S(p—1)(R2—-1)+12(k—1)(h+1) quais é um primo do intervalo (n*, » — 2) ou a uni-
® TR prh? + 4k ph + 4k2 —1 ¥ dade, e por conseguninte o mimero de representagoes
8 de n como soma de trés primos impares. Designando
i 3 3 o 1 este viltimo nmimero por R (n) tem-se pois
el = ,
(e (Bp—2) (2—1) 3 a2 2 8pi2
S - e e e A R {] } P*—3
E f‘i—“} prht —1 P e log’ H P 1)3 sz_3p+3 ]
p=3 pin
2 1
% P_z i (n—z) % que ¢ a formula assintética de Haroy e Larrnewoon

Atribuindo peis a um ponto da rede, ndo suprimido
utilizando um sé primo impar p, a probabilidade
v, ou v, , conforme o caso, se p tn,ou a probabili-
dade v, se p|n, a estimativa estatistica do mimero
de pontos, ndo suprimidos utilizando todos os primos
impares nio superiores a n%*, é

nz—1 3 8 1
= I fi-s +zre (D)}
S<p=n*
Ptk
8, p203 1
I1 {‘—;*p* (:)}*
n*>p|n

que ViNoarapov conseguiu demounstrar rigorosamente.
O facto de, ndo sé nos exemplos considerados nos
n.>* 2 e 3 mas também neste, se obter uma férmula
assintotica exacta confere alto grau de probabilidade,
cremos nos, 4 exactidio das férmulas assintiticas
conjecturais obtidas nos n.** 4-9, e de muitas outras
que pelo mesmo processo se podem obter, e portanto
da hipotese que a este processo serve de base.!

1) Virios n,* do presente artigo foram extraidos, com mo-
dificagdes, duma comunicagio que apresentimos ao Congresso
Luso-Espankol para o Progresso das Cidocias reunido em Lis-
boa em 1950, ainda nfio publicada.



