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A teoria analitica dos polinémios — estudo dos po-
linémios como fungdes analiticas—pode considerar-se,
sob certos aspectos elementares, comoe o prolonga-
mento natural da discussio da natureza dos zeros dos
mesmos polindmios, iniciada ji nos cursos de mate-
maticas elementares.

No presente trabalho abordaremos alguns problemas
relacionados com resultados obtidos por nds em 1944
e apresentados ao Congresso Luso-Espanhol do mes-
mo ano.

Problema. Consideremos um polinémio, Pj (x), do
2.° grau em «, de coeficientes reais dependentes de
dois pardmetros — fun¢des lineares (1) desses parime-
tros, por exemplo

Py (@) =20 (E,m) #* + 21 B, n) = + 02 (8,)
em que
g =aE+ bn+e (=0,1,2).

Para a discussio da natureza dos zeros de P,
comegaremos por notar as posigdes relativas das rec-
tas r; e da—cénica C, de equagbes respectivamente
%=0 e oi—g p=0:

1) C é tangente is rectas r; e 75, nos pontos de inter-
secgido destas rectas com 7y.

2) Os pontos de C s6 existem nos Angulos onde
9092 >0; consequentemente : :

se for T o triingulo definido pelas rectas r;,

a) O serd hipérbole e nio terd pontos interiores ao
tridngulo 7 se, no interior de 7' for gy - 5, <<0.
b) C serd elipse ou pardbola e terd pontos inte-
riores a T se, no interior de 7' for gp-49,>0.

Posto isto, sejam Rz as regides simplesmente cone-
xas determinadas do plano 0+ pelo trildtero rg, ry, 72
e pela conica €.

O polinémio P, (x) gosa, em rela¢io a estas regides
R%, das propriedades seguintes:

I — Conservando-se o ponto M (£,) nointerior de uma
mesma regido Rz, nio se altera a natureza dos
zeros do polinémio P;.

Il — Quando M (£,+) se desloca sobre ry, um dos
zeros de P, conserva-se no ponto infinito; sobre
ry 0s dois zeros permanecem simétricos; sobre 7
um dos zeros é nulo; enfim, sobre € os dois zeros
sio sempre iguais. j

~ AplicagBes. Sio imediatas as generalizacBes do
problema anterior para o caso das equacdes ¢;=0
representarem curvas a Jordan, limitando dreas sim-
plesmente conexas.

Este metodo, porém, da discussiio da natureza dos
zeros dum polinémio niio poderd ser aplicado a equa-
¢oes de grau superior ao quarto.

Mas o interesse prdtico da reparti¢iio das raizes da
equacio

1) Py (x) =0

reside no facto de ser ela a equacio caracteristica da
equagio diferencial de 2.* ordem, homogénea, de coefi-
cientes constantes,

d?x 9 dx 0
e — g =
de: Wog e 2

(2) %0

que rege tantos fenémenos da mecinica e da fisica.
Em muitos desses problemas, interessa menos a
determinagio do integral geral da equacgao diferencial,

(*) Recebido em 3 de Novembro de 1951. Dissertaciio apresen-
tada em concurso de provas publicas para Professor Ordindrio
do 1.° grupo do Iostituto lIndustrial de Lishoa.

(') S&o dbvias as generalizagdes a polinémios de coeficientes
reals, fung¢des regulares de dois parfimetros.
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que o comportamento do mesmo integral quando a
varidvel ¢ aumenta indefinidamente.

Como se sabe, se for g==2+¢B uma raiz complexa
da equaciio (1) o integral geral de (2) tem a forma

x () = e (4P +Be'iB‘)

| (8) | =k2 ™t
Portanto, se a<<0, é lim | (¢) |=0; se =0, o inte-
=

gral geral « (¢) ¢ fun¢fo limitada para todos os valo-
res de ¢.

Em qualquer dos casos, diz-se que, o sistema, séde
do fenémeno em estudo, sofre uma evolugio estdvel (1).

O estudo da estabilidade do sistema reduz-se pois
ao estudo do sinal da parte real das raizes complexas
da equagdo ecaracteristica da respectiva equacio
diferencial.

O problema anterior mostra um eritério simples, de
natureza geométrica, aplicdvel ao estudo da estabili-
dade de um sistema fisico.

Consideremos, por exemplo, um sistema cuja evolu-
¢do obedece 4 equagio diferencial

e ST (R W FE) 2 =0
(“'i")—d—ﬁ“'f' (3= )'E+(111'E)~’0— :

A equagio caracteristica tem a forma
(M—82+2E—1Dr+(n+8§ =0
e, basta tracar as rectas: q—£=0, £—1 Oen+E=0,
e a hipérbole 282— 2— 28+ 1 =0 (fig. 1) para
concluirmos:

3-1!.

N-j=o

~,
.
. b 1 1)

Fig. 1

Se os valores dos pardmetros £,+ sdo tais que o
ponto M (E,w) se situa

() Se ¢ for a variavel tempo, e se lim (x) = % , o sistema

0
viria a sdfrer uma rutura mecfinica, disrupglio eléctrica, ete.

a) na regiflo tracejada, o sistema funciona em
regime periddico amortecido.

b) sobre os arcos AB e CD dos ramos da hipérbole
o sistema tem um amortecimento eritico.

¢) na regifio ponteada, o regime é aperiddico
estdvel.
Se, porém, a equacio diferencial for

d*x

G=" Ze

da
+2(E-1) =+ Gz =0

a cénica reduz-se & pardbola q?—2E + 1 =0, (fig. 2).

Is7ro

Fig. 2

Agora, se o ponto M estiver situado :

a) na drea tracejada, o sistema funciona em
regime periddico amortecido

b) sobre os arcos AB e CD da pardbola, o sis-
tema tem amortecimento critico.

¢) na regifio ponteada o regime ¢ aperiédico es-
tavel.

Nos dois casos vé-se, graficamente, que o regime
de amortecimento critico ¢ um caso limite comum
dos regimes periddicos amortecidos e aperiédico
estdvel.

Generalizagcdes. A andlise anterior tem o incon-
veniente de nfo permitir uma generaliza¢gio quanto
ao gran do polinémio, pois baseia-se na resolubili-
dade por radicais da respectiva equacio,

Hi, no entanto, processos cldssicos aplicdveis a
equagdes quaisquer de coeficientes reais.

Temos, por exemplo o



GAZETA DE MATEMATICA

79

Teorema pe Hurwirz (1). A condi¢do necessaria e
suficiente para que os zeros do polindmio de coeficientes
reais

f(x) = ag+ a1x + --- + 3, x" (3, >0)

tenham todos a parte real negativa, é que os determi--

nantes I

Ap= 3y, A48z, 83,77y, &

aagas;--- az—
39823482 | (3,=0 se k>n)
a3 = |0 ajag---az3
r>1
00 0--.ay

sejam todos positivos.

Este teorema permite-nos resolver o caso de apli-
cagfio anterior, qualquer que seja a ordem da equagio
diferencial respectiva.

Outros critérios, devidamente adoptados, sio tam-
bém aplicdveis ao mesmo problema. Assim, conhece-
-8€ 0

Trorema pe Exestrom Kaxeva (1). Se os coeficientes
dum polindmio f(x) sido reais e verificam as desi-
gualdades :
1<y << - <4

todos os zeros de f(x) estdo contidos no circulo uni-
dade, (z|<1.

z+1 4 . -
Como a bilinear, z = =y transforma o interior

r—
do circulo || <1 no semi-plano R (z) <O (esta-
belecendo uma correspondéncia biunivoca e continua
entre os pontos das respectivas fronteiras), se a trans-

formada
z+1
(z—l)'f(_—l) =0
g—1)

verifica as condigdes do teorema de Kikeva, todas as

raizes da equagiio f(z)=0 tem a parte real negativa.
Generalizagdes de outro tipo poderio obter-se, con-

derando polinémios de coeficientes complexos.
Referir-nos-emos apenas a um método devido a

Hermite, completado por um teorema de Scuur e
.

citado por Dirunossi (2).
Seja f(x) =ag+ --- + a,«=" um polinémio de coe-
ficientes complexos; a transformada

1% (@) = 2 F{UJE) = @ + Gy @ + -+ + G a”

(') Citado por J. DiEvDONNE — La théorie analytique des po-
lynbmes d’une variable.
(%) Dievpoxs¥ — Loc. eit.

tem os zeros simétricos dos de f(x) em relagio ao
circulo unidade. A expressio
S@ @) S S*(2)
x(n) - LG ) oS 4y
e b k=0

é tal que os seus coeficientes verificam as relagdes

Au —_— An

Ay = Appety peimt 5

se em K substituirmos x", y"~*~! respectivamente por
u, e u,, e fizermos a,, = 4, , ., obtemos uma
forma de Hersite H (f; ug,uy,---,u,,) associada

af(x).

Entdo podemos enunciar o

Treorema pr Scuuvr. A econdigdo necessiria e sufi-
ciente para que todos 0s zeros do polindmio f (x) sejam
interiores av cireulo unidade € que a forma H seja
definida positiva.

Enfim, refazendo a andlise anterior, substituindo
porém a transformada f* (z) por f(z), obtemos
outro critério que nos permite afirmar quando todos
os zeros dum polinémio de coeficientes complexos
tem a parte real negativa.

Anteriormente a Caucny, o8 métodos usados no
estudo analitico das fungdes eram pouco rigorosos,
grosseiros, mesmo, abusando-se duma «intui¢fio evi-
dente» na falta duma estruturagio légica, ainda
inexistente.

O estudo dos polindmios como funcgdes analiticas
inicia-se realmente com Cavcmy, mas até o fim do
Sec. XIX procura-se apenas a determinagfio das posi-
¢oes dos zeros reais dos polinémios de coeficientes
reais, deduzidas das posigdes relativas desses mesmos
coeficientes. 3

No entanto, um dos primeiros resultados obtidos
deve-se ao proprio Civcsy, mas sobre polinémios de
coeficientes quaisquer:

Trorema. Todos os zeros do polinémio de coeficientes
complexos
(1) f(x)=ay+a;x+:++4 a,x"

estio contidos no circulo | x |< xg, em que x, repre-
senta a raiz positiva da equagio

(2 Ap+Aix+ -+ A X =Ax" A=|agl.

Nio conhecemos qualquer trabalho onde o estudo
analitico dos polinémios seja feito como corpo pri-
prio de doutrina. Pode dizer-se que os resultados
conhecidos sfio em regra dispersos, havendo até
métodos caracteristicos dos polindmios de coeficientes
complexos e métodos caracteristicos dos de coeficien-
tes reais. :
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Relativamente poucos sio os resultados obtidos
sobre as propriedades dos argumentos dos zeros.

Em 1944 obtivemos algumas countribuigdes para o
anterior teorema de Caveny (1}.

Assim .

A condigiio mecessaria e suficiente de existéncia
dum zero do polinémio (1) sobre a circunferéncia
|| =mg € que os respectivos coeficientes verifiquem as
relagdes wnicas e simplesmente determinadas
(A) arg LIS arg e + o (i=0,1,---n-2).

Aigy n n

Além disso,
Os polindmios cujos coeficientes verificam as relagies

(B) arg =o+km=,

Ay
menos restritivas que as anteriores, constituem um do-
minio de integridade, Dy, caracterizado pela proprie-
dade seguinte:

Todos os polinomios dum Dy tém os respectivos zeros
simétricos em relagdo a recta y = x-tgo (em parti-
cular sobre a propria recta).

Com efeito, se for

P, (x) = eix z |a;| s ky=0

y=0

(ri=Jo + k=)

um elemento de Do, asoma e o produto de dois
elementos de Dy ainda é elemento de Dp. Que Do
¢ dominio de integridade, torna-se agora evidente.

1), ¢é o dominio que contém todos os polindmios de
coeficientes reais.

Passa-se dos elementos do ddminio Dy para os
do dominio Iy, efectuando no plano da varidvel =
uma rota¢io em torno da origem de abertura ¢—¢.

O conjunto fe, dos polindmios de Dy cujo coefi-
ciente independente tem o mesmo argumento =z, nio
constitue um sub-anel de Dsy.

Seja, abreviadamente, », o sub-anel de Dg, ge-
rado pelo conjunto 6g, . Se definirmos, a4 maneira
vulgar, adi¢io e multiplicagio e admitirmos como
correspondentes os elementos dos anéis ¢ e §, que
se transformam um no outro por meio da rotagio

() TeixEIRA, J. GASPAR — Sur une certaine classe de poly-—
nimes a coefficients complexes.

anterior, entfio esta rotagdo define uma isomorfia
entre o, e ¢ .

Além disso, como sio isomorfos dois anéis ¢, e ¢,
serdio isomorfos ¢, e Y.

Note-se porém que o conjunto 0y ¢ jd um sub-anel

‘de D). Esta circunstincia permite concluir que a

rotagdo considerada estabelece entre um g, e 0,
nio uma isomorfia mas uma homomorfia.

Ora 0y é o conjunto de todos os polindmios de
coeficientes reais e termos independentes positivos —
os polinémios que satisfazem as primeiras condigbes
dos enunciados dos teoremas de Hurwirz e Kakeva.
Por outro lado, os polinémios cujos coeficientes veri-
ficam as condigies B) constituem um anel, 9.

Entio as mesmas condigbes B) permitem a sub-
divisdo de A em sub-aneis(!) @, , isomorfos entre
si, mas cada um homomorfo ao anel 0.

Esta anilise permite uma generalizagiio dos teo-
remas de Hurwirz e KakEva para o caso de coefi-
cientes complexos; assim:

Treorema 1. A condigio necessaria e suficiente para
que os zeros dum polindmio de coeficientes complexos,
verificando as condigbes B)
f(x)=a,x"+a,  x"'+--- +31x + 39 ag=[ag|e*
tenham todos a parte real negativa € que os determi-
nantes

Ay =Ag; Az, 83, 4,

(A, =0 se k>n)

Ay A A .- Az)\_'

Ag A Ay Ay, y>d
Ax=1 0 A, Ay Ay A= aeiig—0

0 B30l Ay

sejam todos positivos.

Trorema 2. Se os coeficientes (complexos) dum poli-
nomio f(x) verificam as condigies B) e sdo tais que

0< A<M <---< 4,
A; = a;¢lig~%

todos os zeros de f(x) estido contidos no eirculo unidade

']XI<1.1

() Evidentemente, nfio disjuntos.



