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I

Sur la masse propre du photon

De la quantitication des équations du champ mé-
trique interne et externe dans notre théorie unitaire
[1] nous avons pu déduire 'expression suivante pour
le potentiel électrostatique ¥ () dune charge pon-
ctuelle = isolée, c'est-a-dire suffisamment éloignée
de toute autre charge:

L

(1) P acia—=s
ot n; et v, sont des constantes dont nous indique-
rons plus loin les valeurs. Ce potentiel, identique au
potentiel déduit par M. L. pe Broarie par sa méthode
du «champ soustractifs [2], est la différence d'un po-
tentiel quasi coulombien & grande portée (constante
i) et d'un potentiel de Yukawa 4 faible portée
(constante <) . Il reste fini pour r—0 et correspond
a une valeur finie

2 e
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de I'énergie propre de la particule électrisée. La cons-
tante +q, qui nous intéresse ici particulierement, est
reliée par
3 o i
(3) LW e
4 la masse propre m%, du photon, que nous allons
essayer de déterminer.

D’aprés notre théorie unitaire [3], l'espace-temps
peut &tre considéré comme une hypersurface V5 d'un
espace auxiliaire ambiant pseudo-euclidien pentadi-

[

mensionnel Ky, et toutes les propriétés électroma-
gnétiques correspondent & des propriétés de la métri-
que externe de V; dans F;. Congidérons, comme dans
un travail récent [4] auquel nous renvoyons le lec-
teur pour éviter des répétitions, deux déformations
opposées (Dy, D,) de V;, c'est-a-dire telles que les
dérivées premitres et secondes des coordonnées des
points de Ej sur Vj par rapport aux coordonnées
des points de V;, ont la méme valeur absolue et des
signes opposés en tout couple (P, P,) de points
correspondants de Dy et D,. La Géometrie Diffé-
rentielle nous apprend alors que les composantes w;,
du tenseur métrique externe de ¥V, contrairement
a celles du tenseur métrique interne g, , ont la méme
valeur absolue et des signes opposés en Py et P,.

Considérons les équations du champ métrique
externe

1
(4) Sy — 0 (S + Ay) 0y = Uy,

o &; désigne le tenseur de Ricei formé avec le
tenseur externe w; , & linvariant o™ 8, (avec
@ w,, = 3), U, la densité d'énergie-quantité de
mouvement de 'électricité (ce tenseur joue, pour 'élec-
tricité, un réle parallele a celui du tenseur 7T, pour
la matitre), et enfin i, la constante cosmologique
électromagnétique. Dans le cas o il est possible
d’admettre 'existence de deux déformations Dy et
D, de I'espace-temps rigoureusement opposées, on
déduit facilement de (4) la relation

1
(5) ) Up= — E hey Wig 5

(*) Recebido em Outubro de 1951.
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valable en un point quelconque de Dy ou de D,.
Pour arriver [4] a cette relation il suffit d’appliquer
le systtme (4) & un couple quelconque (Py,P,) de
points correspondants de Dy et Dy, et de supposer
que ces déformations rigoureusement opposées de
I’espace-temps sont assocides i des distributions de
charge électrique ayant la méme valeur absolue, c'est-
-a-dire que les valeurs absolues | U, | des compo-
santes de la densité d'énergie-impulsion électrique
sont les mémes en Py et P,.

Pour obtenir une autre expression de U, , nous
rappelerons ici le principe fondamental de notre
méthode de quantification des équations du ehamp
métrique. D’apris ce principe, les états quantiques
de U7, sont reliés aux états quantiques de w;, par
la relation
© U= T UV, (U=t U,
dans laquelle !'indice supérieur / prend la valeur 1
pour la classe d’états quantiques non accompagnés
d'émisssion ou d'absorption de rayonnement, la valeur
2 pour la classe d'états qui correspondent & une émis-
sion ou absorption de rayonnement et la valeur 3
pour la classe d’états d’interaction de la particule
avec les autres particules d'un systéme. IL’indice
supérieur m symbolise l'ensemble des nombres quan-
tiques habituels indépendamment de l'appartenance
d'un état 4 'une des trois classes {=1, /=2 et /=3.

La relation (6) permet de quantifier le systéme (4).
Tout d'abord, ce systéme peut étre éerit comme suit

1
(7) Sy = Uy — T (U + 2gy) w -
La quantification par (6) donne alors
1 Uw
(8) S = — 5 (Rw + —5”) affm .

Pour pouvoir envisager l'existence de deux parti-
cules correspondant a des déformations rigoureuse-
ment opposées de l'espace-temps, il faut évidemment
quantifier I'état de ces particules et ne considérer
que les états quantiques ot d’une partil n'y a pas
d’interaction des particules et ou d’autre part elles
n’émettent ni n’absorbent de rayonnement. Il faut
done que les états des deux particules appartiennent
a la classe définie par { = 1. La relation (6) et le
systeme (8) s’appliquent donc & deux deformations
rigoureusement opposées A la condition de poser
{=1. Afin de comparer ce résultat 4 (), il faut
maintenant remarquer que cette relation repose essen-
tiellement sur I’hypothése de 1'égalité, en valeur
absolue, de la charge des deux particules qui occupent
une paire de déformations rigoureusement opposées

de l'espace-temps. Or, il est clair qu'une telle hypo-
thése exige, pour étre valable, que l'espace-temps,
abstraction faite des déformations opposées, soit tel
que le U, correspondant s’annule identiquement,
d’aprés les équations du champ externe (4). Lles-
pace-temps le plus général qui jouit de cette pro-
priété est une hypersphire de De Sirrer, dont nous
désignerons la constante cosmologique par 1%, . Nous
devons done écrire pour deux déformations rigou-
reusement opposées

(9) Up=— '5 Wy, wyg U= —22,
d’ott I'on déduit en quantifiant

1
(10) U =— Y 2, wfi U= —220,.

En posant /=1 et en comparant ce résultat a (8)
on obtient finalement pour des déformations rigou-
reusement opposées

1
(11) S = — 5 O — 2%) afi™ .

Pour les champs faibles ici considérés, on a la li-
néarisation suivante

(12) D o™ = 7 wim
avec
(1) it = %o e — M%) 5

Yy étant la courbure moyenne de I'hypersphire de
Dge Sirrer la plus proche du domaine d'espace-temps
envisagé. Cette constante +; n'est autre que la cons-
tante )y de (1), car ce potentiel est une solution
particuli¢re du systéme (8) linéarisé [1]. Posons

(14) Py ()*m =X 10@) =b,

P, étant le rayon de I'hypersphére de De Srrrer dont
la courbure moyenne est %;. Comme on a 4y=1/P,,
on obtient immédiatement

h Vb
(15) mo,, = Smc Pq
en comparant (13) a (3). Ce résultat exprime une
relation entre des propriétés microphysiques et macro-
physiques (cosmologiques) fondamentales de I'Uni-
vers et montre d'ailleurs qu'il est impossible d’envi-
sager le photon comme une particule 4 masse propre
évanounissante. Cette masse propre est cependant trés
petite. En effet, nous avons montré ailleurs [3] qu'il
faut poser 4 ~1, de sorte que (15) devient

h
(16) mo,, ~ ——=10"% gr,
2re Py
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pour P, = 10* em. (ordre de grandeur généralement
admis en cosmologie relativiste).

11 est curieux de constater l'accord de (16) avec le
résultat correspondant de la théorie de la particule de
spin maximum 2 («graviton-photon») [5], théorie qui
par ailleurs repose sur des hypothéses peu séduisantes.

I

Sur la différence de comportement de la masse
dans un champ gravifique et de la charge élec-
trique dans un champ électromagnétique

La matitre et l'electricité sont les deux contenus
fondamentaux de l'espace-temps. Dans certains phé-
noménes, leurs propriétés se manifestent avee un
parallélisme presque parfait, tandis que dans d’autres
phénoménes, non moins importants, leur comportement
est esdentiellement différent. Nous voulons nous
occuper spécialement ici du point suivant: le mou-
vement d'un corps dans un champ de gravitation est
indépendant de sa masse, tandis que le mouvement
d’un corps électrisé dans un champ électromagnétique
dépend d’une maniére essentielle du rapport char-
ge/masse. Cette propriété ayant été considérée a tort
jusqu'ici comme un obstacle trés sérieux s'opposant
4 un ftraitement unitaire de la gravitation et de
I'électromagnétisme, nous croyons utile de montrer
qu'elle est une simple conséquence du fait que la
masse est une quantité essentiellement positive,
tandis que la charge électrique est positive ou néga-
tive.

Résumons tout d’abord 'explication [4] de ce fait
fondamental par notre théorie unitaire. Les propriétés
électromagnétiques étant, pour cette théorie, des pro-
priétés de la métrique externe de I'espace-temps, sont
naturellement empreintes de la dualité caractéristique
de cette métrique, par opposition a4 I'unicité des pro-
priétés métriques internes qui décrivent les phéno-
ménes gravifiques-matériels proprement dits. Par
suite du fait qu’a toute hypersurface ¥y d'un espace
ambiant on peut attacher deux tenseurs métriques
externes (wy), et (w;). satisfaisant & (w;), = — (w,):
(ambiguité de la direction de la normale en chaque
point de V), il est possible d’attacher, en accord
avec les équations du champ (équations 4 de la Note I
précédente), A toute ddéformation de I'espace-temps
des distributions d’électricité ayant la méme valeur
absolue de la charge et des signes opposés. De méme,
deux déformations opposées de l'espace-temps (au
sens de la Note I) seront occupées par des charges
de signes. opposés, tandis que la densité d'énergie-
-impulsion matérielle est essentiellement la méme
dans les deux déformations. On peut dire que la ma-

titre est un contenu «interne» de 1’espace-temps,
tandis que I'électricité est en quelque sorte un contenu
superficiel «inscrit» sur les faces apositive» et anéga-
tive» de l'espace-temps, considéré en tant qu'hyper-
surface d'un espace ambiant pseudo-euclidien Ej.
En d’autres termes: DI'électricité correspond a quel-
ques propriétés de la forme de 'espace-temps, tandis
que la matiére (masse) est «indifférente» 4 la forme.
La différence de comportement entre la matiére et
I’électricité doit donc &tre, en derni®re analyse, une
manifestation de la différence fondamentale entre la
structure métrique interne et la structure métrique
externe (forme) de l'espace-temps, en dépit du fait
que ces deux structures sont décrites par des tenseurs
symétriques du second ordre satisfaisant & des équa-
tions du champ ayant la méme forme analytique
(équations 4 de la Note I et équations analogues pour
gu et Ty) .

Rappelons maintenant que selon la théorie des
particules fondamentales [6] que 'on peut construire
en se basant sur notre théorie unitaire, on doit
admettre I'existence d’une seule espéce de particules
véritablement élémentaires, qui n'est autre qu’un
électron généralisé susceptible de se trouver dans
une infinité dénombrable d'états de charge et de
masse propre, dont le premier (rn=1) est I'électron
normal de charge +e et de masse propre (my),, tandis
que les autres états (n>2) sont des états microélec-
troniques ou des microélectrons dont les charges +e,
et les masses propres (m), satisfont i

(m).

e
(1) B Y (”‘0)1: — 03

nb

(Les rapports e,/(mg), sont donc constants pour tous
les états). Toutes les autres particules fondamentales,

- y compris le proton et le neutron, doivent &tre con-

sidérées, non comme des particules élémentaires, mais
comme des particules résultant de la fusion d'élec-
trons généralisés, c'est-a-dire d’électrons et de mi-
croélectrons des deux signes. Les équations densi-
taires du mouvement des fluides élémentaires qui
correspondent A chaque valeur de n s'écrivent[T7]:

@ d? & +{ z'} da’ dat 1 o
— —— i S S d— it 5
ds? k), ds ds E, (i »

pour les fluides élementaires de matiére et

3 rf?.'c" { i } dux! dxk

e — = — — (@i
ds?

1
el d @ Ty O

pour les fluides élémentaires d'électricité. Dans ces
équations, @) et O sont les tenseurs des tensions
hydrodynamiques internes des fluides, §, et E, des
scalaires de densité généralisée de masse et charge
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propres et {;} le symbole de Christoffel formé
JE Jw

i
avec le tenseur métrique externe w; comme { 'k}
JE g

est formé avee g, . On voit done qu'abstraction faite
de l'influence des tensions internes, les trajectoires
des particules infinitésimales des fluides élémentaires
d’électricité sont les géodésiques de la métrique ex-
terne d0? = wy do'dx*.

Nous avons montré en détail dans un travail anté-
rieur (7] que I'on peut déduire des équations densi-
taires du mouvement les équations du mouvement des
acentres de gravité» des particules finies de matiére
et d'électricité, et nous avons écrit ces équations
dans le cas général. En particulier, si I'on néglige
I'influence du spin de la particule et de la non homo-
généité du champ électromagnétique (influence qui
n'apparait précisément que lors du passage des équa-
tions densitaires i des équations pour les particules
finies), ainsi que l'influence de la réaction du'rayon-
nement (réaction du champ métrique externe propre
de la particule sur son mouvement), ce qu'il est permis
de faire dans le présent -travail ou il s’agit simple-
ment de chercher l'origine de la différence de com-
portement dela masse et de la charge dans les champs
de force, alors [7] les équations du mouvement d'une
particule finie d'électricité s’éerivent :
davi i
ds S {j&
Vi étant le vecteur vitesse du centre de w«gravité»
de la particule et

i |0
) {J‘k e
LG Ly

(1) } Vivi =0,

&k 8
> [k,‘ﬂ;‘]:,E

d-‘:’; d o () af

w’, étant le tenseur métrique externe (abstraction
faite du tenseur métrique externe propre de la par-
ticule dont on étudie le mouvement) et 7, un sca-
laire (courbure moyenne de I'h)persphére d'espace-

[
-temps telle que les &= — 7 + wi*

"
petites quantités par rapport a4 1/4,).

Les équations (4) sont applicables a4 tout électron
ou microélectron et ne manifestent aucune influence
du rapport e/m sur le mouvement, de sorte que le
comportement des électrons dans un champ électro-
magnétique pur est tout-a-fait paralléle & leur com-
portement dans un champ gravifique pur. Nous allons
montrer que la différence essentielle de comportement
de la masse et de la charge dans les champs de force
n'apparait qu'a partir du moment ot I'on considére

soient des

des particules non élémentaires formées par la fusion
d'électrons et de microélectrons. Soit en conséquence
un ensemble de v électrons ou microélectrons de
charge + e, et de masse propre (mg),(p=1, ---v).
Les rapports |e,|/(mg), ont tous la valeur ef(mg)e
de I'électron normal. Le mouvement de chacune de
de ces v particules d'électricité satisfait aux équa-
tions (4), de sorte qu'on peut éerire pour la particule
complexe

av;, _
] Vi Vie, =0,

(6) —2. TR %:2'[{.:1 }: »

Q étant la charge de la particule donnée par

Quﬁe,..

Les équations (6) pauvent s'éerire comme suit

El ds (mﬂ) .
1.y, 3
: hyjk10), Vi Ve, =0.
+ g 2, oy hd8) ¢

Remarquons que les e, de méme que les (%), peu-

-veat &tre positifs ou négatifs, mais les rappports

e,/(%,), sont toujours positifs, conformément i des
résultats antérieurs [4] . On peut done éerire

Lo ATt Slel
sz o (m) (m), +
b 5 ] 74
= R kIS Vi Ve, = 0.
+ g Doy DT Vie,

L'opération de fusion que nous envisageons ieci
étant une opération aprés laquelle toutes les parti-
cules prennent la méme quantité de mouvement, on
voit que I'on peut écrire aussi aprés fusion des par-
ticules

y LRI [Pen e 4
T o
©) 3 . o a0 +
g [y id Jik
‘f‘EVJ Wz,l(y (w), | ([‘sJk]m]ne =0.

Posons \

/F'\E {ml])e ¢ =

\™/7=Teiq z»wn e

=_2J (!',u:p »

et définissons par
DVI' 1 LI ¢ ]":‘,
Ds "M S @

(My masse propre de la particule) 'accélération du
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centre de gravité de la particule complexe. Les
équations (7) prennent alors la forme

D Vi Q /ka> VivVE=0.

(8) Ds ¥ ﬂfocz \

Nous sommes ainsi arrivés trés simplement a des
équations du mouvement de la particule électrisée
sous l'action du champ électromagnétique (généralisé)

<Fh> ot linfluence du rapport charge/masse

propre apparait classiquement. Pour une particule
dont la vitesse reste trés inférieure a e(V’<<1,
Jj=1,2,38), les équations (8) se simplifient et
prennent une forme lorentzienne classique

DVi Q

T e b (?; == se)<ﬁ*§‘>).

®)

Nous verrons dans la Note III que les o se
réduisent au champ électromagnétique classique lors-
que les wf, satisfont & des conditions trés générales.
Quoi qu'il en soit, le résultat (7) montre nettement
que l'intervention de @Q/M, dans le mouvement de la
particule soumise & un champ électromagnétique
provient du fait que la particule n'est pas élémentaire.
Inversement, la facilité de la déduction de (8) & par-
tir de (4) peut &tre considérée comme une preuve que
toutes les particuless dont le @/M, n’'est pas celui de
I'électron résultent de la fusion de particules élémen-
taires. Nous voyons ainsi que la différence de com-
portement de la masse et de la charge dans les champs
de force n’est au fond qu'apparente, puisqu’elle dis-
parait pour les électrons et les microélectrons dont
sont formées toutes les particules.

111

Propriétés générales du champ éleciromagnétique
généralisé

Dans la Note préeédente, nous avons rencontré
des grandeurs A trois indices F7i, définies par

L (mo).e [ A" (mg).e?Bh
(1) Fy = o {jk}m T (%, i),
et qui veprésentent, dans notre théorie, le champ
électromagnétique qui agit sur les particules elec-
trisées. Il convient d'étudier les propriétés générales
de ce champ électromagnétique généralisé et de
mettre en evidence les conditions nécessaires et suf-
fisantes pour qu'il se réduise au champ électroma-
gnétique classique 4 deux indices.
Disons avant tout que la généralisation & laquelle
conduit nécessairement notre théorie est bien natu-
relle, puisque c'est aussi une grandeur & trois indices

4 { i }0 1 . (09 0g% | Jd
T = g = — §i _ s n
gk, 2 dak dax? dax’

qui’ régit le mouvement des particules matérielles
sous l'action d'un champ de gravitation et qui
représente donc le véritable champ de gravitation
selon les équations bien connues

avi .

W + G;A I"I';’=0,
dont la forme est tout & fait analogue i celle des
équations (4) de la Note II.

De la loi de transformation des symboles de Curis-
ToFFEL de premiére espéce pour une transformation
de coordonnées x' — z*, on déduit immédiatement

= . 0x* gab Jz°
(2) By B —— —— ——
dt do gt
| (mg), e 1 dx® Pab
+ —— — e

"ozt 9x'ow

Le champ Fj, est donc un tenseur du troisidéme

€ Y

ordre lorsque la transformation x' — x' appartient au
groupe des transformations linéaires. Il en est donc
ainsi pour toute transformation de Lorentz. De plus,
F%, se comporte comme un tenseur du second ordre
dans toute transformation o' x linéaire qui laisse
invariante I'une des coordonnées. On a alors par
exemple

dx* Ja*
E

En particulier, dans le cas important des trans-
formations linéaires purement spatiales, on a

g gt

Figy = By —— ——
Jz' oo

De la définition de F% on déduit
Fi, — Fi; =0,
et
(mg). ¢ 1 Juy

Fi, + I"r = -
& t e Yo Juot

En particulier, pour k=4 (valeur temporelle de
'indice) on a
(mg).c® 1 9w
e Yo Quh

Fig+ Fiy =

de sorte que I}, se comporte comme un tenseur
antisymétrique du second ordre pour des transforma-
tions linéaires purement spatiales des coordonnées
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lorsque la métrique externe est statique. La défini-
tion (1) donne enfin pour k=4:

o4 04 (m).@ 1 Juf

By el e
I A T T T
avec
e ,(m 2

Si la métrique est statique le champ I, dérive
done du potentiel A'. Remarquons ici que dans
toutes les relations précédentes nous -avons éerit Fi;
au lieu de I, bien que les premiers termes du second
membre de (2) représentent une loi triplement cova-
riante. Mais on doit écrire, par suite de (1), F¥ =
= 3 Py = Fiy . S

La transformation (2), pour un changement @' — wi
linéaire, peut s’éerire comme suit:

T OEATN It
(3) im-(Ff(-u o 85'>B§+

(i ayas
dzt gz’ ) gzt

avec [=1,2,3. Considérons alors une transfor-
mation de Lorexrz

1 = <
o= —— (FVi—g T (Wfe)2 — ot zhfic)
Vi—g _

1
Vi—p

qui donne 4 (3) la forme suivante:

: oz Jxb 1
F;u.\ =y (Fam < f) —
():B' Jx'

4 (p- da’“ (mb> Zi¥
0z Jxf \/1 —p?

Pour des petites vitesses par raport 4 ¢ les
termes en Ff sont des petites quantités par rapport
aux termes en I, , de sorte que I, se comporte
alors aproximativement comme un tenseur du second
ordre (antisymétrique si la métrique externe est sta-
tique). 11 en est de méme des ¢! de I'équation (9) de
la Note II précédente. En résumé, le champ électro-
magnétique, d’'aprés notre théorie, ne peut étre dé-
crit par un tenseur antisymétrique du second ordre
(comme le tenseur de Maxwerr-Mixkowskr classique)
que dans les conditions que nous venons de mettre en
évidence. Dans le cas général, il faut utiliser i,
pour décrire le véritable champ électromagnétique.

Il est intéressant de comparer, dans un cas simple,
la loi du mouvement relativiste classique avec la loi

at =

(5‘ — iy x‘fc),

déduite de F7, . Considérons une particule électrisée
partant du repos et se déplacant suivant 'axe des at
sous l'action d'un champ électrostatique homogtne
pur. Abstraction faite de la réaction du rayonnement,
I'équation relativiste classique du mouvement s'éerit

d Q 1 daxt

(4 —_ o)
) ds i My e % ds

Mais on a iei

= d at\ 2

de sorte que
dy Q et
- —— ol V1= (ID)2 =0,
ds 7 Myt # VI=(7) .

d'olr en intégrant (aveec s=ict):

1‘fotz Q
B). - it o SO | L Jo=Cd
G wt=ad b ’:com(Muc%) ],
ou bien :
2 1/Q 3
7 T} AR R A RSN e B e PR fiRe
(- = T (MU“) T

1 Q 5 5 f6
+?(If;°‘°“) 61+

(les termes d'ordre > 2 sont la correction relativiste
au mouvement newtonien).

L’équation du mouvement,
théorie, s'éerit
dah 2
() -0,
ou bien, par suite de (5):
d V Q

d i Q
ds -Hiu:z-
e, W — (T1)2] =
ot g Pl L- (=0,

étudié selon notre

@)

En intégrant on obtient

M, e Q
(9) ol =z} — —Qw:_—— log cos (‘Mo 5 it t)
| Q Flt/Mye| <rf2):
2

Q ¢
10 A il ST e
{9 » = M, g

1A 7 3 TiNaa F' s 2 .
+c—z(m 44) m-l-;(ﬁ n) 615 it

On voit que la correction relativiste n’a pas la
méme valeur dansg notre théorie et dans la théorie
classique et que l'écart des deux corrections peut
devenir sensible pour de grandes valeurs de ¢,

c’est-a-dire aprés un long parcours de la particule,
on bien pour des champs électrostatiques intenses,

ou encore (pour
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Si l'on désigne en effet par («1),,,. sa position sui-
vant la théorie classique, les résultats préeédents
donnent

1 Q ada !
wl — (@) pse. = = (V "Pa‘t) by 4

1.7Q. 515
e (Mo ) ultu"'"

puisqu'on a ici Fl; =o}. Dans une vérification
expérimentale de ces résultats il est probablement
plus facile de comparer les vitesses au lieu des es-
paces parcourus par la particule. On on alors:

det  fdat S e e 0 |
11 —— = el e Py by e T
(1) d (da)m, 2 (Mn ‘P") Yl

RN AL
a \M, ™) B1

On voit que pour des champs trés intenses l'effet
étudié ici peut devenir seusible méme aprés un par-
cours relativement petit de la particule. La formule
(11) montre que la vitesse de la parficule est cons-
tamment supérieure, d’aprés notre théorie, i la vi-
tesse déterminée par 1'équation relativiste classique
du mouvement.

Ii est 4 peine néeessaire d’'insister sur I'importance
de la vérification expérimentable de l'effet exprimé
par la formule (11), car une telle vérification équi-
vaudrait a vérifier expérimentalement que la notion
classique de champ électromagnétique (tenseur anti-
symétrique du second ordre) doit &tre généralisée par
une grandeur a4 trois indices F, , ce qui est I'une
des principales conséquences de notre théorie uni-
taire (1).

1V
Sur l'équation de SCHWINGER-TOMONAGA

Considérons, dans I'espace-temps, une famille d’hy-
persurfaces 3-dimensionnelles s du genre espace,
dépendant d'une paramétre temporel =. Prenons,
sur l'une quelconque des s, un réseau orthogonal
a' (j=1,2,3) et désignons par p’ les coordonnées
géodésiques locales orthogonales correspondantes en
un point P (x) de s. L’axe temporel local p4 est
normal & s etl'on a sur o: dpi=f(z)d=.

Suposons qu'il existe un hamiltonien H (x) tel que

() A priori d’ailleurs la loi relativiste classique (4) do mou-
vement ne peut 8tre exacte. En effet, contrairement & ce qui
arrive avec (9), conséquence de la loi généralisée (8), ’expres-
sion (6) n’impligue pas, par elle-m8me, 1’existence d’'aue borne
supérieure pour les valeurs de #, dun fait que la vitesse de la
particule est nécessairement <Cec.

la fonction d'état W (x) du systtme étudié satisfasse
en chaque point de ¢ & I'équation d'évolution

aw
1) : = Hw
qu’on peut écrire
@ & U@ HEW).
T

Définissons par

[ff(m)ﬁ(ﬂc) dc] fwdc =ff(x) H(@) wde

un opérateur hamiltonien $) (x) et posons

(4}. ¥ [o] = %Jw ds.
On déduit alors de (2) :
d W [G]
®) =[ fasr@ s @]vi.

Si l‘opurateur $ (z) ne dépend pas de =, la solu-
tion générale de cette équation s’écrit formellement :

(6) ¥ [o] = [e/4°7@™D @]y [5]

¥, [¢] déerivant I'état «initials du systéme et 'opé-
rateur exponentiel étant naturellement défini par le
développement

ST @TH @) =1 + 1Jqdcf(;x=) 9 (@) +

3 ‘;—!!J'dcf(m)!;) (w)fdc'ﬂx') @ () o e

Soit ¥V le volume d'espace-temps compris entre
deux hypersurfaces s' et ¢ de la famille et posons
SV [a W([a']—W|s
= ) _ iy ¥E1= ¥

§s(x) V>0 V
la notation 3/8c(x) servant a rappeler que 'opéra-
tion V—0 a lieu dans le voisinage du point = des.
En remarquant que dV = ftds, on voit que (6)
est aussi la solution générale de I'équation fonection-
nelle

(&)

formellement identique & I'équation de Scawixeer-
Towovaga [8,9]. La déduction précédente montre
nettement l'origine de cette équation et de la fone-
tionnelle d’état W [s]. L’équation (9) peut &tre
soumise a4 une opération de superquantification qui
confére a W [g] le caractére d'un opérateur fonctionnel.

Les recherches d'électrodynamique quantique
basées sur I'équation (9) utilisent toujours des déve-
loppements en série analogues & (7), ce qui donne lieu
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a des calculs impraticables dés que I'on veat pousser
les approximations au delda du premier ou du deu-
xiéme ordre. Il nous semble done trés utile de mettre
la solution (6) sous forme finie. Pour cela, considé-
rons d'abord la solution générale de 'équation (2) qui
s’éerit formellement :

(10) v = [ef(x)f h’(:)] (%) -

Désignons par g, une solution particulitre de (2)
telle que ¥,+¢y admette un logarithme. Posons
H = Hj + H,, on Vopérateur H; est la partie de
I'hamiltonien qui dépend explicitement des symboles
d[dp'. Pour toute fonction F' dérivable nous éerirons:

[e"™](F) =T(F).

La solution (10) prend alors la forme

(11) =W + gy = [ef u,( 617("(‘ log nb.))]f

Supposons que l'on a .
Hy, = z a, (x)=*,
1

k étant une constante et les y et ¢ des matrices sa-
tisfaisant 4 (7)2 = (¢*)? = 1. Dans ce cas on aura

)
12 Hy=hky ——
(12) 1 T T

P e H’ I:cosh (ra,) + sinh (za,) "]
p .

et

eTH = I:L [Auoah (r 3 ()i_}) + 7/ sinh (‘r k 0—2])]

Mais on a:

‘| cosh (r k —0—
& d¢J /|

1
=5 [F@.+8,3) + F@ -89,

= o
inh{ck — ) | F =
Hsm ( ddj)_ (z,7)

-G [F@ 48,7 - F@=5,9)],

F(z,s)=

avec
1 [oik
TL Py

et nous poserons pour simplifier 'éeriture
[e2](F) =T (F) = |F}.

[/ coordonnées géodésiques
de pole P (x)],

Par suite des résultats précédents, on voit que (11)
prend la forme:

(13) D = [H’ [cosh (v a,) +

+ sinh (ra,) 5,] (eh_ 3 ¢°E)]f.

Telle est la solution de I'équation (2) sous forme
finie quand 'hamiltonien a la forme (12), ce qui est
en particulier le cas de I'hamiltonien de Dirac pour
lequel on a

=

-vfi.-
l/ .(JP_},

27‘ 13
Hy = — T(:Ai‘r"—m‘cdg),

les 4/ et ay étant des matrices bien connues.

De la solution (13) on déduit immédiatement par
(4) Ia solution de l'équation de Scnwincer-Tomoxsca
correspondante. Il est.permis d'espérer que cette so-
lution sans développements en série pourra simpli-
fier beaucoup les caleunls de I’éleetrodynamique quan-
tique.

(14) ;A

|
e

Vv

Champs magnétiques stellaires
a variation périodique

En appliquant les équations de Copazzr 4 un do-
maine quasi-statique de I'espace-temps on trouve [10]
la relation suivante entre les composantes spatio-
-temporelles des tenseurs métriques externe o, et
interne g, d'un tel domaine

duog  doy A dgu 09
1 wat = (A At S
( ) (}ﬂ:j dl"‘ { i ar 1) ()1"‘ I‘)ii':l
(J,1=1,2,3),
avee
© DAY = A3}, + g Gy

/ étant la courbure moyenne de l'espace-temps et
@y un tenseur dont les composantes sont des petites
quantités par rapport 4 Zg, au moins pour i~k .
Or, nous savons [7,10] (voir I'équation 1 de la
Note III) que le champ magnétique H; est donné
par :
(3) H,

o 1 (mo).-i ll) gy d oy du,';
TV =1 e o' Jxt ogat

On a done pour un domaine quasi-statique de I'espace-
-temps

1 (mq), o : - d u ()ﬂ.u)
4 Hoomo — 0 — ——— (4 + A) | — —
@) H oy =1 e ( 1(0_5, Al
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#,j ¢ étant une permutation circulaire de 1,2,3.

Congidérons une sphére en rotation constante. Il est
facile de déduire [10] des équations du champ mé-
trique interne g, la solution extérieure suivante

Jos R M
9u () = — =1

CO S e
M, étant le moment de rotation de la sphére, K
la constante newtonienne de la gravitation, » la dis-
tance du point extérieur P aun centre de la sphére,
u; les composantes du vecteur unitaire de l'axe de
rotation, ®; des coordonnées orthogonales sphéro-
centriques et y un coefficient numérique <1 (y=1
pour une sphére dont la densité et la vitesse de rota-
tion sont constantes ou possédent la symétrie sphé-
rique). "En comparant (5) &4 (4) on déduit immédia-
tement

> 28 (mg). .. - 1)
6 H=_— Ky M, t =<v (— .
©) o ec '}' %0 ‘u v T4

®)

(w0, — wy )

ol nous avons posé £ = A + A} (cette quantité
est un scalaire pour des transformations purement
spatiales des coordonnées et d’autre part 4)+ Af a
la méme valeur pour toute valeur de j et /=1,2,3).
apprend que
(6) est le champ magnétique extérieur d'une sphére
uniformément aimantée dont le moment magnétique
Mg, est donné par

)
@) Mo = 22 20 e,
Lo ec
Nous avons appliqué précédemment [10, 11]

cette formule pour expliquer le champ magnétique
général de la Terre, du Soleil et de certaines étoiles
magnétiques (78 Virginis par exemple) étudiées par
H. W. Bascock au Moust Wirsox [12]. Les champs
magnétiques stellaires 4 variation périodique décou-
verts par Bascock [13] peuvent d’ailleurs étre expli-
qués aussi par (7), car le coefficient £ a en général
une variation périodique [14]. Enfin, nous avons
montré [15] qu'en ne négligeant pas les composantes
non diagonales du tenseur Aj défini par (2), les
équations de Conazzr donnent une relation plus géné-
rale que (6) et expliquent facilement I'inclinaison de
I'axe magnétique par rapport a 'axe de rotation.
Dans le présent travail nous voulons généraliser

quelques uns de ces résultats en montrant que la

forme du coefficient £ & laquelle conduit la théorie
rend compte trés aisément de la courbe du champ
magnétique polaire I, de l'étoile B. D.-18° 3789
(constellation de la Vierge), récemment publiée par
Bagcock [16]. Pour déterminer le coefficient £ on peut
utiliser, comme nous 'avons fait dans un travail an-

.

térieur [14], les équations de propagation du second
ordre des fonctions d’onde fondamentales W,,, et ¢,
de notre théorie unitaire

(8} (] ‘Irmn Xy anm i Dm Pan = 5:. ‘pmn

[m=1,2,3,4; n=1,2, .. O laplacien
(dalembertien pour une métrique interne hyperbo-
lique normale) attaché i la métrique g,,; O, dalem-
bertien attaché a la métrique externe w; et formé
avec les w; comme [J est formé avec les g, . Pour
un domaine quasi-statique les équations (8) peuvent
se mettre sous la forme

i ]

C
©® O®, =% (s., i 3’(?}'2) ®,,;

A3 wmu = oy lpmn =

En cherchant [14] pour n=1 [niveaun prineipal (¢lec-
tronique) des tenseurs de densité d'énergie-impulsion]
une solution de la forme

(10) Dy = 2 (m") W (2t 22, *"'33) + Pmi (5'5i 2 X2, ma}!

généralisation minima de la relation @, =1,
pour le cas statique, on trouve (zi=ict):

d? i ac?
11 A Al b 4
( ) ar + o 1+ %, a% 3

A3 P — L By P =a ¥, ,
a ¢tant une constante arbitraire et

e? (Lo By — 1)

12 L J Sl
(12) 9 14X, oM

On obtient done

(13) 2(t) =2 — Asin (s i),

en choisissant convenablement l'origine des temps et
en posant

(14)

Considérons maintenant les tenseurs de densité
d'énergie-impulsion T}, (V) et U, (®P,,) exprimés
par les fonctions d'onde fondamentales et leurs déri-
vées [v. par ex. 7). Les composantes spatio-tempo-
relles (7, Uy, j=1,2,3) de ces tenseurs sont
les suivantes (on néglige ici les petites contributions
des niveaux n>2 et on tient compte de la condi-
tion o W, /dxt = 0 dans le cas actuel) :

o

. ) L 0 ™
(19) Uy = 5 Vo] (s st 2 @ — 2050 ot 1)+

d q; d 9

[ ; 3 aq’mi }
By Efy —— O — Wor )t
-3 ( 2 “d“h 0% Ei‘p‘)
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| oo it e ¥
1) Ty = 5o {Furet Lo - T uy ]

ol nous avons désigné par ¢’ les coordonnées géo-
désiques locales orthogonales attachées a la métrique
externe et définies en chaque point par dQ? =

4
=uwy da' do* = z (dq)? (pour ce qui est de la si-
1

gnification des matrices &} et i, voir par exemple
[7]). Posons

gy ™= (?ml 2;1 e E 1l er!} ]

1 {( (3'*"”' f)'rml % ) 1
Wy = — x A e o) +
U4 3 Dt 5,! 04, oT a1 P1

: ('-»' oy i)

AT 09T 0%m ,
4 2 Pt € 1r| 6(,* dq. Eqn ¥ i

On obtient alors

i st
(18) U= {I::a,:} \/?_ + EIT-().U wy; + T,i,)li V’me_
A

-] A‘/T‘(m !"‘GJ 0s (,. 3) i (AE \’/___) sin? (Qf

7
(z;\,, o= gt /\/lm>sm (qe)}rM

(17)

ic TM
b e i

Des équations du champ métrique externe (équa-
tions 4 de la Note I) on déduit la solution suivante
dans un domaine quasi-statique

Yo *Uw(Q)
7L

(19)  wy (P) = — o= ~Zdvy, (i=1,2,3),

en négligeant naturellement le terme cosmologique
en i, . En appliquant cette solution i une sphére
en rotation et en utilisant (1) et (5) on voit que I'on
peut écrire dans ce cas

) M
(20) wy (P)= 2X, ?ﬂ_)_- :w‘ (u,x;, — w ;)

d’olt I'on déduit en tenant compte de (6)

(21) wy = E gy (:=1,2,3).
Comparons la solution (19) a la solution extérieure
)

(22) .‘hi(P)'=-'—§J dvg, (1=1,2,3)

pour le champ métrique interne quasi-statique qui
prend la forme () pour une sphére en rotation. Par

suite de la condition (21) on doit avoir nécessaire-
ment pour une sphére en rotation
: ko : ;
(23) Uip=7—T4 , (i=1,2,8)
Ly
Le coefffeient de 7, dans l'expression (18) doit

donc étre égalé au scalaire E/X, dans le cas d'une
sphére en rotation constante. Posons done :

) Xy (/T

i |
b1 =13 t/‘( {0} %:j_ (% twy; -+

5 g A i

Bt 3

@ > o Lo VT, T,
= AT

——— Wy LY LY _
by=—A (2).0‘/11(“ + ?‘:l[lm V’xm) .
L’expression de E devient alors :
(25)  E=by + bycos (s t) + bysin2(3¢) + bysin (sf) .

De la relation (6) on déduit immédiéteme_nt le champ
polaire & la surface d’une étoile de rayon #:

HI;ZBE)
avec
4 M
(26) B e o e
Eoh e r3

En tenant compte du résultat (25), on obtient done
finalement: 4

(27) H, = Bby + Bbycos (at) + Bbysin? (at) +
+ B hysin(st).

Pour D'étoile B. D.-18°3789, qui se préte parti-
culitrement bien aux mesures de I'effet Zeeman par
suite de l'orientation de son axe magnetique suivant
la ligne de vision, Bascock a montré [16] que la

courbe d'équation
(28) H, (gauss) = 2000 + 6600 cos (7¢) —

— 1600 cos (2 ¢)

représente trés bien les observations avec
o .

(29) o 1,25 microcycles/sec.
™

La période magnétique P, (égale & la période
de la variation d’intensité dea raies métalliques) a la
valeur :

25
P, = — = 9,295 jours .
g
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L’équation (28) de la courbe des observations peut
se mettre sous la forme

(30) H, (gauss) = 400 + 6600 cos (s¢) +
+ 3200 sin? (s ¢)

puisque 2sin? (sf)=1—cos (25¢). Remarquons que
les coefficients Bb;, Bby, Bby et Bby de (27) ainsi
que s font intervenir, d’aprés (12, 26,24), les cons-
tantes arbitraires 15, A, %X, @ et 7 que l'on peut
déterminer maintenant, pour 1'étoile en question, en
posant

B by = 400 gauss;
B by = 3200 gauss;

B by = 6600 gauss
b;'= 0;

L = 1,25 microcyel./sec.
2x
Ces valeurs rendent identiques la courbe théo-
rique (27) et la courbe des observations (30). Remar-
quons que b3 =0 implique, d’aprés (24), pour I'étoile
B. D.-18°3789:

2

4
2 e m Ty
d'ott I'on déduit aussi
25

T”‘)TV"Z Ty,

puisque by > 0.
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