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Hillsche

Hypertetraeder
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Es sei (aj,---,a,) ein System von /& linear
unabhiingigen isogonalen Einheitsvektoren a, des
k-dimensionalen euklidischen Raumes, sodass fiir ein

1
w=C08 0, —vﬁ<w-€.‘l,

(ﬂiléj)=m {i#:jii!j=11"';k]
gilt. Das k-dimensionale Simplex H,,, dessen Punkte

durch die in einem Ursprung Z angreifenden Ortsvek -
toren

$m,uy I>u>u>-2>1>0]

gegeben sind, wollen wir ein Hinusches Hypertetraeder
nennen. Fiir k=3, also im Falle des gewdhnlichen
Raumes, ist H, ein von M. J. M. Hict (1) beschrie-
benes Tetraeder (vergl. Abb. und Tabelle), dessen
Volumen sich auf Grund der tiblichen Inhaltsaxiome
ohne Grenziibergang aus dem Prismavolumen ableiten
lisst.. Diese Mioglichkeit hiingt aufs engste mit der
Tatsache zuzammen, dass das Hillsche Tetraeder mit
einem Wirfel zerlegungsgleich (endlichgleich) ist (2).
Miihelos ldsst sich bestiitigen, dass die bekannten

(*) Eingegaugen am 4.10.1951.

(") M. J. M. Hirn, Dotormination of the volumes of certain
species of tetrahedra without employment of the method of the
limits ; Proe London Math. Soc. 27 (1896) 39-53.

(*) Nach den Hinnsehen Konstruktionen ergibt sich zuniichst
die Zerlegungsgleichheit seines Tetraeders mit einem dreisei-
tigen Prisma; hicraus resultiert weiter die Zerlegungsgleichheit
eines HiLLschen Tetrasders mit einem Parallelotop. Hier kam
damals die Schlussweise zum Stillstand, da man erst viel spiiter
erkannte, dass jedes Parallelotop mit einem Warfel zerlegungs-
gleich ist, Dies wurde u. W, erstmals von A. Emcr Endlich-
gleiche Zeorschneidung von Parallelotopen in gewoshnlichen
und hiheren Euklidischen Riumen; Comm. Math. Helv. 18,
(1945/46) 224-231 bewlesen, Eine diesbezigliche Bemerkung von
C. Juer (Egalité par addition de quelgues polyidres; Ber, d, K.
Ges. d. Wiss. Kopenhagen 1903, 65-67), die sich auf eine Pyra-
mide, welehe sich aus vier srachtwinkligens Hillschen Tetraedern
zusammensetzt, bezieht, wurde aus den oben genannten Griin-
den wvon H. Voar (Ueber Gleichheit und Endlichgleichheit
von Prismen und Pyramiden; 139. Programm d. Kdniglichen
Friederichs-Gymnasiums zu Breslau 1904, 8. 9 Fussnote 1) als
Irrtum angefihrt. Die JueLsche Behauptung ist aber doch richtig!

von M. Denx (3) aufgestellten notwendigen Bedin-
gungen fiir eine bestehende Zerlegungsgleichheit im
vorliegenden Falle ertullt sind (vergl. Tabelle).

Die oben erwiihnte eindeutige Bestimmbarkeit des
Volumens ohne Stetigkeitsbetrachtung ist anderer-
seits nach einem allgemeinen Satz von B. Jessex (1)
ibrigens auch hinreichend dafiir, dass diese speziellen
Tetraeder mit einem Wirfel ergiinzungsgleich bzw.
zerlegsgleich sind.
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(*) M. DEax, Uebor den Rauminhalt; Math. Ann. 55. (1901)
465-478. Einen wvereinfachten Beweis des Dehnschen SBatzes gab
karzlich Jos¥ pa Sinva Pauvrno, Aequivalenz von Polyedern ;
Gaz. Mat., Lishoa, 9, 4-6 (1948).

(') B. Jessex, En Bemaerkning om Polyedres Volumen ; Mat.
Tidsskr. B, 1041,



48

GAZETA DE MATEMATICA

In der vorliegenden Note will ich einen kurzen
Beweis daftr skizzieren, dass die sich auf die Hill-
schen Tetraeder beziehende klassische Satzaussage
fir alle Dimensionen zutrifft, d. h. es gilt

Die k-dimensionalen Hillschen Hypertetraeder H,,
sind mit einem k-dimensionalen Hyperwiirfel W zer-
lequngsqgleich.

Ueber die Zerlegungsgleichheit k-dimensionaler
Polyeder ist fur &> 3 u. W. noch nicht sehr viel
bekannt; begreiflicherweise, wenn man bedenkt, dass
gewisse charakteristische Schwierigkeiten nicht
einmal im elementargeometrischen Fall =3 uber-
wunden werden konnten(5). Der hier mitgeteilte
Sachverhalt durfte fur gewisse Untersuchungen tiber
Zerlegungsgleichheit im /-dimensionalen Raum wert-
volle Hinweise liefern.

Um den in Aussicht gestellten Beweis einzuleiten,
gehen wir von der Bemerkung aus, dass es eine Gruppe
von kongruenten Abbildungen %4, [p=1,2,..-k!]
(Drehungen und Spiegelungen) des k-dimensionalen
Raumes gibt, welche die & im Ursprung Z angrei-
fenden Vektoren a, [v=1,2,..-, k] des isogonalen
k-Beins (ay, az, -, qa,) in sich tiberfithren.

Es sei aj=7Y,(a,) der Bildvektor von. qa,; dann '

ist das Bildsimplex Hj =% (H,) von H offenbar
k

durch die Ortsvektoren 2 WAk (1> 20> >
1

>3>0] festgelegt. Die in dieser Darstellung

auftretende Anordnung (a},-:-, af) stellt eine der

Abbildung %, eineindeutig zugeordnete Permutation

der urspriinglichen Anordnung (aj,---, a,) dar.

Bezeichnet (A7,---,3f) die kogrediente Permutation

des Koeffizientensatzes (i --- ,%,), so lisst sich HJ,
k

auch durch die Ortsvektoren 2 3 av beschreiben.
1

(*) Die for die Zerlegungsgleichheit zweler Polyeder hinrei-
chenden Bedingungen konnten immer noch nicht aufgefunden
werden ; sie sind vermutlich mit den Deuxschen notwendigen
Bedingungen identisch.

Im Hinblick einerseits auf die Nebenbedingung 1 >
>M> >4 >0 ergibt sich, dass die &! wver-
schiedenen Bildsimplexe H2 paarweise keine inneren
Punkte gemeinsam haben kénnen, und andererseits
erhellt der Umstand, dass p alle Permutationen
durchliuft, dass das Vereinigungspolyeder

k!
P=3H,
1

durch die Ortsvektoren

X
2y a, O, <Ly, v=1,2,:- %
1

dargestellt ist, da ja ein beliebiger Koeffizientensatz
(), der den Nebenbedingungen rechts gentigt,
stets als Permutation eines monoton fallenden Koeffi-
zientensatzes (A,) darstellbar ist. Also ist P ein
k-dimensionales Parallelotop, insbesondere ein Hy-
perrhomboeder. Nach einem bekannten Satz von
A. Evcn (%) u.a. ist P mit einem Hyperwiirfel W'
zerlegungsgleich. Yon den /! Bildsimplexen H sind

k! k!

= kongruent und > symmetrisch zu H,. Nach

der geldufigen k-dimensionalen Erweiterung eines
klassischen Satzes () sind aber symmetrische Po-
lyeder zerlegungsgleich. Unser Wiirfel W' ist somit
zerlegungsleich mit der Vereinigung von k! kon-

gruenten Exemplaren H,. Da andererseits der
Wirfel W' auch zerlegungsgleich mit #£!- kon-
gruenten kleineren Wiirfeln W ist, folgt so,

dass H, mit W in diesem Sinne selbstergiinzungs-
gleich ist. Nach den vom Verf. kiirzlich bewiesenen
allgemeinen Sitzen fiber Ergiinzungsgleichheit (%)
resultiert nunmehr die Zerlegungsgleichheit von H,,
mit W, w. z. b, w.

(*) vergl, Fussnote (2).

() vergl. etwa: H., Scuourk, Mehrdimensi le G trie,
11. Teil, Leipzig 1905; Nr. 38,

(*) H. Hapwicer, Erglinzungsgleichheit k-dimensionaler Polye,
der; befindet sich im Druck und erscheint voraussichtlich in der
Math. Zeitschr.




