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H i 11 sc h e Hyperfetraeder 1 

v o n H. H o d w i g e r 

Universität Bern' Schweiz 

Es sei ( o j , • • •; ä*) ein System von ir linear 
unabhängigen isogonalen Einheitsvektoren a„ des 
Ä-dimensionalen euklidischen Raumes, sodass fUr ein 

1 
tu = cos ft, — < U < 1 , 

k — X 

(0; , flf) - e. [t=)iij ; i j 1 , i j 
gilt. Das k-dimensionale Simplex , dessen Punkte 
durch die in einem Ursprung 'A angreifenden Orts Vek-
toren 

gegeben sind, wollen wir ein IIiLLsches Hypertetraeder 
nennen. Für also im Falle des gewöhnlichen 
Raumes, ist l lb j ein von M. J. M. Hit.r, l1) beschrie-
benes Tetraeder (vergl. Abb. und Tabelle), dessen 
Volumen sich auf Grund der Üblichen Inhaltsaxiome 
ohne Grenzübergang aus dein Prismavolumen ableiten 
lässt. Diese Möglichkeit hängt aufs engste mit der 
Tatsache zuzammen, dass das Hillsche Tetraeder mit 
einem Würfel zerlegungsgleich (endlichgleich) ist (ä). 
Mühelos lässt sieh bestätigen, dass die bekannten 

( " ) Eingegangen am 4.10.1951. 
{ ' ) M. J. M. 11 l:.i.. Determination Ol ilin volumos of certalu 

species ef totrahedra without (':nI':oyjr]t-1]: of the rnethod of the 
lirtlits ; Prot London Math. See. 27 (1B96) 33-63. 

(s) Nach den 2 liLLSChen Konstruktionen ergibt sich zunächst 
dla Zerloguugsgleichheit seine* 'Tetraeders n.it einem dreisei-
tigen Prisma; hieraus resultiert Holter die Zerlegung&gleichheit 
eines llil.l.schon Tetraeders mit einem Parallelotop- Itter tAni 
damals die Schlussweiso .U LI Stillstand, da man erst viel später 
ernannte, dsiss jedes Parallelotop mit einem Würfel zerlegungs-
gleich ist. Dies wurde u. ff. erstmals Ten A . EUCH I . I.I I "I 
gleiche Zerschneidung vun Parallelotopen in gewöhnlichen 
und höheren Euklidischen Kimmen: Comm. Math. Ilelv. 13. 
(1915/16) 221-231 Iis Ii-i us eu. Kino diesbezügliche Bemerkung TOD 
C. In. : (Kg&ütä par addltion de quelques polyedres; Bor. il. K . 
Ges. d, WIst. Kopenhagen 1903, Sö-67), die sich auf ein« Pyra-
mide, welche sich au» Tier (rechtwinkligen» Hillsehen Tetraedern 
zusammeusetzt, bezieht, wurde aus den eben genannten GrHn-
den TOü II. V'IMI'I (lieber Gleichheit und Endlichgleichheit 
von Prismen und Pyramiden; 139. Programm d. Königlichen 
Friederichs-Gymnasiums zu Breslau 1001, S. Ö Fnssnote 1) als 
Irrtum angeführt. Die JuELSCbe Behauptung ist aber doch richtig! 

von M. DEHS (3) aufgestellten notwendigen Bedin-
gungen für eine bestehende Zerlegungsgleichheit im 
vorliegenden Fallo erfüllt sind (vergl. Tabelle). 

Die oben erwähnte eindeutige Bestimmbarkeit des 
Volumens ohne Stetigkeitsbetrachtung ist anderer-
seits nach einem allgemeinen Satz von Ii, JESSEN f*) 
Übrigens 3uch hinreichend dafür, dass diese speziellen 
Tetraeder mit einem Würfel ergänzungsgleich bzw. 
zerlegsgleich sind. 

o. Kanten 
Flachenwinkel 

« = cos 0 
=1 + « j rt- «3 — « 

i DI C O S « J 

1 1 V l̂ + 2o>/2 + 2te 
2 1 (D/1 4 - <*> 

3 1 V/l + 2<r,/2 + 2ti 

4 O 

5 \/2 + 2v 0 

6 v /3F6<O 1/2 

i ) M. Deior, Uebor don Rauminhalt i Math. Ann, 5 5 , (1901) 
465-478. Einen vereinfachten Beivota des Dehnschen Satzes gab 
kürzlich JOSK DA SILVA PAULO, Aoqulvalenz von Polyedern ; 
Gaz. Mat„ Lisboa, 9, 1-0(1948), 

(t) B , JESSEN, En Bemaarkolng om Polyedres Volumen , Mal, 
Tidsskr. Ii, 1941. 
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In der vorliegenden Note will ich einen kurzen 
Beweis dafür skizzieren, dass die sich auf die Hill-
schen Tetraeder beziehende klassische Satzaussage 
fUr alle Dimensionen zutrifft, d. h. es gilt 

Die k-tiimensionaie» }itünchen Hypertetraeder 
sind mit einem \t-dimcnsionaien Hypenriirfe! W zer-
Icgunrjsejlei c h. 

Ueber die Zerlegungsgleichheit fr-dimensionaler 
Polyeder ist fUr fr > 3 u. W. noch nicht sehr viel 
bekannt; begreiflicherweise, wenn man bedenkt, ilass 
gewisse charakteristische Schwierigkeiten nicht 
einmal im elementargeometrischen Fall fr=3 über-
wunden werden konnten (5). Der hier mitgeteilte 
Sachverhalt durfte für gewisse Untersuchungen Uber 
Zerlegungsgleichheit im i-dimensionalen liauin wert-
volle Hinweise liefern. 

Um den in Aussicht gestellten Beweis einzuleiten, 
gehen wir von der Bemerkung aus, dass es eine Gruppe 
von kongruenten Abbildungen '!.f [ p = 1,2, fr I ] 
(Drehungen und Spiegelungen) des fr-dimensionalen 
Baumes gibt, welche die k im Ursprung Z angrei-
fenden Vektoren ay [n 1 ,2 , *•• , fr] des isogonalen 
fr-Beins (o i , flj, •** , üi) in sich überführen. 

Es sei aj = f-p (fl,) der Bildvektor von av j dann 
ist das Rildsimplex Hvul — ~tr (//,„) von / /offenbar 

k 
durch die Ortsvektoren 2 ** Oi [1 J» t̂ 

i 
> 1 4 > 0 ] festgelegt. Die in dieser Darstellung 
auftretende Anordnung ( a i , " - , a i ) stellt eine der 
Abbildung 't.f eineindeutig zugeordnete Permutation 
der ursprünglichen Anordnung (qj , *•-, ot) dar. 
Bezeichnet (*{,*••, XJ) die kogrediente Permutation 
des Koeffizientensatzes (Ii] •••, , so lässt sich H j 

k 
auch durch die Ortsvektoren üv beschreiben. 

I*) Die für die Zerlegungsgloichheit zweier Polyeder hinrei-
chenden Hedingungen konnten immer noch nicht aufgefunden 
werden : sie sind vermutlich mit den ])EilN£Ghon uetwetidigen 
UudLnguugeu Identisch. 

Im Hinblick einerseits auf die Nebenbedingung 
^ *•• ^ l t 0 ergibt sich, dass die fr! ver-
schiedenen Bildsimplexe //J, paarweise keine inneren 
Punkte gemeinsam haben können, und andererseits 
erhellt der Umstand, dass p alle l'ermutationen 
durchläuft, dass das Vercinigungspolyeder 

kl 
] 

durch die Ortsvektoren 
I: 

S^-'vQv l Ö < X r v < l , v = 1 , 2 , . - . , ! - ] 
i 

dargestellt ist, da ja ein beliebiger Koeffizientensatz 
(Xiv), der den Nebenbedingungen rechts genügt, 
stets als Permutation eines monoton fallenden Koeffi-
zientensatzes (Xv) darstellbar ist. Also ist P ein 
fr-dimensionales Parallelotop, insbesondere ein Hy-
perrhomboeder. Nach einem bekannten Satz von 
A. EJICH (s) u.a. ist P mit einem HypejwUrfel W1 

zerlegungsgleich. Von den k! Bildsimplexen sind 
1 I , frl 
— kongruent und — symmetrisch zu H a . Nach 
2 2 

der geläufigen fr-dimensionalen Erweiterung eines 
klassischen Satzes (") sind aber symmetrische Po-
lyeder zerlegungsgleich. Unser Würfel W' ist somit 
zerlegungsleich mit der Vereinigung von k ! kon-
gruenten Exemplaren H a . Da andererseits der 
Würfel IV1 auch zerlegungsgleich mit k ! kon-
gruenten kleineren Würfeln W ist, folgt so, 
dass / / „ mit IF in diesem Sinne selbstergiinzungs-
gleicb ist. Nach den vom Verf. kurzlich bewiesenen 
allgemeinen Sätzen (Iber Ergänzungsgleichheit (") 
resultiert nunmehr dio Zerlegungsgleichheit von H u 
mit W , w. z. b. w. 

(•) vergl, Kussnote (2). 
o vergl. e t w a : II. 8< 'ioirv, Uebrdlmensiun&le Geometrie, 

II. Teil, Lulpilg 1S05 ; Nr. 1)8. 
(h) [I. lUewinLR, Ergllnzung&gleichhelt jt-d^munsionalor I'olya_ 

der; befindet sich im [)-uck nnd erscheint voraussichtlich In der 
Math. Zeitschr. 


