GAZETA DE MATEMATICA
M.* 50 — Dezembro de 1951

A nocdo de «filtro»

e as suas relacdes com a teoria

dos limites e a definicdo dos nimeros reais'”’

por Luis Neves Real

Porto

Alguns dos participantes na actividade desenvol-
~vida no Pérto pela Junta de Investigagdo Mate-
matica elaboraram um Curso de Andlise da variavel
real, cuja realizagio, em sessdes publicas, ficaria
como homenagem a Gomes Temxema, na passagem
do primeiro centendrio do seu nascimento.

A orientacio do curso visando a contribuir para
uma actualizacio da obra de Gowues. Temxema de
mais funda influéncia na formaglo matemdtica da
juventude universitdiria portuguesa — o scu Curso
de Analyse Infinitesimal — inspirava-se nos tra-
balhos .do grupo Boursaxr, desde as obras jd hoje
clissicas até as suas mais recentes concepg¢des nos
dominios da integragio. Era porém indispensdvel
um trabalho preparatério para abordar certas
nogbes correntes nos livros e publicagdes dessa
escola. As notas seguintes correspondem a essa preo-
cupac¢io e dizem respeito as nogoes de wconvergéneia
segundo um filtron, «filtro de Caveny» e «espagos
uniformes» — nogoes introduzidas na ciéncia por
Axpr: Wer em 1937, e pouco correntes ainda no
nosso ensino. T'ém estas notas um propositado
cardcter de divulgacdo e referem-se a N. BourBaki,
Les Structures fondamentales de I’ Analyse, Livre 111 —
Topologie Générale, Ch. 1, 11, Paris, 1940. A propdsito
é dever referir Goumes Teixema, Cdleulo Diferencial,
em Curso de Analyse Infinitesimal, 1.* edigiio:
Theoria dos numeros irracionais.

Consideremos as duas rcctas r e »' e nelas os
seus pontos referidos a duas origens o ¢ o' Supo-
nhamos que existe uma aplicagiio de » sobre #':
uma fung¢io f que, a cada ponto x= de r faz corres-
ponder um ponto f(x) de #'

z— f(x).

Seja a um ponto de r, ponto de abscissa a; e
A um ponto de abscissa A de »'.
Como ¢ sabido diz-se que lim f(x) = 4 se,para todo
Tla
mintero § > 0 se puder determinar um nimero >0
de modo que a imagem de todo ponto = do intervalo

Fig. 1

(a —e,a+¢) caia no intervalo (4 —3,4 +3) o
que simbolicamente representaremos por

(1) limf(x) =A2V33>0-3:[>0¢
Va(a—e<ic<ate—sAd—d<f(z) <dA+8)

Uma primeira etapa na passagem da andlise da
varidvel real para a anilise geral foi atingida ao
traduzir-se em termos gerais a idea intuitiva de que
a definigdio (1) ¢ uma formula¢io rigorosa: pontos
tio vizinhos de A quanto se queira hio-de ser ima-
gens de pontos suficientemente vizinhos de a. Esta
primeira etapa consistin na axiomatizacio da idea

(*) Recebido em Setembro de 1931,
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de vizinkan¢a dum ponto. Para o caso particular das
rectas » e »' considerar-se-iam (por exemplo) em
cada ponto = a classe B, de todos os intervalos
abertos de centro nesse ponto (x—z, x4¢), sendo =
um nuimero real qualquer positivo. Satisfaz esta
classse de conjuntos a duas propriedades essenciais :

3.1 — A intersecciio de dois conjuntos da classe
contém sempre um conjunto da mesma classe.

.2 — O ponto x pertence a todos os conjuntos
da classe &3, .

Sio estas propriedades que se tomam como caracte-
risticas do que se chama uma base de vizinhancas
num espago (FI) — de Siereixsk1 (cf. Pereira Gomes,
«Cadernos de Andlise Geral», N.° 5, seccfio Topologia).
Se num conjunto E se puder associar a cada um
dos seus elementos, x, uma classe &3, de subcon-
juntos de K com essas propriedades, diz-se que
se organizou esse conjunto como um espago lopo-
légico e a classe @, chama-se hase das vizinhangas
do ponto x do espago E . Dada a base de vizinhan-
¢as define-se seguidamente como wizinhanca de w,
qualquer subconjunto de E que contenha um con-
junto da base &,. Atentando agora na definigio (1)
e notando que, a cada & e a cada ¢, correspondem
um conjunto /3, da base B, das vizinhancas de a,
vé-se a equivaléncia de (1) a:

(2) limf(z) = A2V B3 B, \f(B,) C B,!

afirmativa de que «lim f(x) = 4 se para todo con-
junto B, da base .ﬂ;: existir um conjunto B, da
base &, cuja imagem f(B,), pela fungdo f, esteja
incluida em B, ».

Observemos que, para definir limite duma fungéo,
(2) relaciona a classe &,, das visinhancas de A com
a imagem /'(&,), da classe 3,, base das vizinhan-
¢as de a: a condigiio necessdria e suficiente para
que A seja limf(x) é: «em qualquer conjunto da
classe &,, incluirem-se sempre conjuntos (um pelo
menos) da classe f(:8,) ».

Para podermos formular de modo mais geral esta
nogdo de lim f(z) estudemos a classe f(s3,), classe
das image;ls: por f, de todas as vizinhangas de a.

Nada garante que se comporte em »' como uma
base de vizinhancas dos pontos desta recta. Mas
possui tal classe f(&8,) as propriedades seguintes:

B;.1 — As intersecgdes de dois conjuntos da classe
contém um conjunto da mesma classe; e

13;.2 — O conjunto vazio ¢ ndo pertence a classe.

B,.1 ¢éidénticaa &.1, mas .2 é um caso par-
ticular de B,.2; de modo que a classe @&, base das
vizinhangas de A4 igualmente satisfaz a estas pro-
priedades. 3

S#o de resto elas, juntamente com a definicfio dada
de wizinhanga que garantem i classe 2, (mnais rica,
isto é com mais elementos, que @B,), de fodas as
vizinhangas de A (isto ¢ constituida por todos os
conjuntos de ' que contém um conjunto de &,) as
propriedades : n

F.1 Ve, e Vyc V', implicam que 7',e,:
qualquer conjunto que contenha um conjunto da
classe pertence ainda a classe;

I".2 O espaco inteiro pertence a @, .

F.3 ViePie V' e, implicam que ;N V' e ,:
a intersec¢do de dois conjuntos da classe ¢ um con-
junto da mesma classe.

.4 $¢,: oconjunto vazio nfio é elemento da
classe.

Como f(&8,) satisfaz igualmente a B,.1 ¢ 3.2
¢ possivel, por meio dum procedimento paralelo ao
que nos conduziu de B, a @,, gerar a partir de
S(&B) uma nova classe & constituida por todos os
conjuntos de pontos de »' que contdm um conjunto
da familia f(8,). &, que satisfaz igualmente as
condigdes .1, F.2, F.3 e F.4, vai permitir
enunciar de modo simples a condigio de convergén-
cia de f(x). Efectivamente, (2) pode escrever-se
em termos jd dos elementos V, e 1, dasclasses 9, e @,
das vizinhancas de 4 e a:

@) limf@)=A2VV, AV.if(V)C V!

e, como f(?,), com o mesmo processo de geragio
utilizado sobre f(&3,), conduz & mesma classe &,
posso afirmar simplesmente que

(4) Rpifia)m AL Dy = F

isto ¢: a condigiio necessdria e suficiente para que
A seja lim f(x), é que «a classe das vizinhongas de
de A esg;f(: incluida na classe & gerada pela imagem,
por f, da classe D, das vizinhangas de a»,
Note-se que na classe das vizinhan¢as dum ponto
-— por exemplo A — (como também na classe &
qualquer conjunto da classe intersecta noutro da
mesma classe (sempre com resultado diferente de ¢)
um conjunto ainda da mesma classe, Assim com
conjuntos de @ | pode organizar-se um encadeamento
sem fim de conjuntos que, em linguagem figurada,
se diz que uns aos outros se filtram, deixando sempre
passar outros conjuntos da classe. C ponto 4, por
exemplo, passa constantemente atravis de todos os
elementos deste filtro. No caso particular de @, a
intersecgiio consta do conjunto }A4| cujo tnico ele-
mento é o préprio ponto 4. Mas podem imaginar-se
classes de conjuntos satisfazendo as condiges F.1,
F.2, F.3 e I'.4 e de intersecgiio vazia; por exem-
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plo a classe gerada pelos conjuntos da forma
1(A—35, A4+3) — 4| (os intervalos abertos de centro
em A, com exclusfio do préprio A).

Estas consideragdes foram feitas com o objectivo
de tornar natural a sugestiva designagiio de filtro
sobre o conjunto I dada a qualquer classe de sub-
conjuntos de F qae satisfaga is quatro propriedades
acima enunciadas; e a designacio de filtro das wvi-
zinhangas dum ponto, dada A classe das vizinhangas
desse pﬂnto. Por analogia com base de vizinhangas,
chamar-se-d a qualquer classe de sub-conjuntos de I
com as propriedades B;.1 e B;.2 base de filtro
sobre E: dada uma base de filtro &, é um filtro & a
classe de todos osconjuntos F' de E assim definida

Feg21B[Be&; e BC F)

Diz-se de dois filtros & e & que satisfacam a re-
lagfio de inclusio & C & (isto é: os conjuntos de
&> sfo igunalmente elementos de &) que & € mais
fino que &» ou &F» ¢ menos fino que Fj.

Convencdes que permitem dizer: Para que lim f{x) =
= A & preciso e basta que seja o filtro ge;:;&o pela
imagem f(&,) do filtro das vizinhang¢as de a mais
fino que 4, filtro das vizinhangas de A.

Esta condi¢io esclarece que a defini¢iio cldssica de
llmf(r) se apoia em dois filtros de vizinhangas
—‘osde a e 4 — comparando o filtro ligado a A4 —
o das vizinhangas deste ponto na topologia ado-
ptada no contradominio da fungfo f(x) — com o
filtro" gerado pelas imagens, segundo f, 'dum filtro
dado no dominio de f(r) — precisamente o das vi-
zinhangas desse ponto. Mas sendo o essencial na
operagiio da passagem ao limite duma fungio o ecri-
tério de finura aplicado para comparar os dois filtros
e, por outro lado, gerando as imagens dum filtro um
outro filtro — conclui-se que a defini¢io cldssica
nos dd uma definicio de limite apoiada num filtro
particular: o filtro das vizinhangas de a.

Assim se chega a uma primeira generalizagio da
nocio de limite duma fungio: o limite de f(x), segundo
wm filtro §: Direi que A =lim f(x) se o filtro

&
gerado pela imagem de & for mais fino que @,
filtro das vizinhancas de A .

Acentue-se que este filtro & pode nada ter com a
topologia definida no dominio da fungio, dominio
este que pode até nio ser um espago topoldgico.
Por exemplo entre o eixo Ox e o eixo Oy estabe-
legamos uma correspoudéncia pela fungdo

fi(®) =2, se z<1
f(@)=a2—1, Be 251.

Suponhamos o eixo Oy munido da topologia da
recta real. K sobre Ox limitemo-nos a considerar o

filtro &, gerado pela base constituida pelos inter-
valos fechades [x,1], com = <<1. Vé-se que a
definigio acima adoptada nos conduz a escrever
lim f(z) =1.

&

Pode entretanto verificar-se que, munindo Ox da
topologia da recta real, niio existe

lilrllf(.z)

visto que o filtro obtido pela imagem f(2,) das vi-
zinhangas do ponto 1 de Ox dd, por intersecgiio dos
conjuntos que o constituem, um conjunto com os dois
pontos 0 e 1 do eixo Oy.

Tudo isto nos prepara para as seguintes genera-
lizacoes :

Ponto limite x dum filtro & sobre um espacgo

‘topolégico E é um ponto cujo filtro 9, das res-

pectivas vizinhangas em F
filtro dado .

“iltro & convergenle para wm ponto X dum espago
topoldgico ¢ todo filtro mais fino que @, , filtro das
vizinhangas desse ponto.

¢ menos fino que &,

Nesta concepglo cabem perfeitamente as nogdes
de limite duma sucessio numérica e de sucessdo nume-
rica convergente.

De facto a definicio cldssica

lime, =a2Vi)i>0=3IN[Vo(r>N—oa —i<
H="2
<z, <a+ 8)]|

compara as visinhan¢as V, = (a—3, a+3) do pon-
to @, com os subconjuntos Sy da sucessfio !m,!
assim definidos

Sy = [Zyp1y Typay "y Typpy "0 |
caracterizando-se a convergéncia de |z, |
priedade

vV,

pela pro-

N|Va(r>N-—->Syc V).

Ora os -_S',, constituem a base dum filtro sobre a
recta real — o filtro constituido por todos os conjuntos
numéericos cujos conjuntos complementares tém apenas
un nimero finito de pontos da sucessdo |x,!. Cha-
mando a este filtro o filtro elementar associado a
sucessdo |x,| podemos dizer: o Inn:r é a se o

filtro elementar associado a |x,| convergir para a
(ou se o filtro elementar associado 4 sucessfo for
mais fino que @,, filtro das vizinhangas de a ).

O facto das imagens dos conjuntos da base dum
filtro gerarem um filtro, habilita-nos a uma nutra.
formulagio deste tipo de convergéncia.

No conjunto dos nimeros naturais

wge=11,2,8, 0,

bl
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a classe de todos os conjuntos destes nimeros, cujos
complementares sfio finitos, ¢ um filtro, que admite
como base a classe dos conjuntos S, constituidos
por todos os niimeros naturais maiores ouiguais a n:

S,=in,n4+1,n4+2,.-}

Este filtro designa-se por filtro de Frecuer e dd,
por imagem, gracas 4 aplicagfio n—x,, um filtro
na recta real, filtro que vem a ser precisamente o
filtro elementar asssociado A sucessiio |rx,!, consi-
derada. Assim calewlar o limite duma sucessio nume-
rica }x,|, gquando n tende para infinito é uma
expressio sinénima de ealcular o limite da sucessio
'x,! segundo o filtro de Frecurr; ¢ diz-se que |'x,|
converge para a quando para a convergir o filtro
obtido por imagem do filtro de Frecuer, pela aplicagio
n—x,.

Como a nozio de sucessdo convergente, também a
de sucessio de Caveny, com ela intimamente ligada,
sofreu um processo eritico, que, em sucesgivas abstrac-
¢oes, conduziu i nogiio de filtro de Caveny.

E sabido que numa sucessio |, de nimeros
reais se diz sucessfio de Caveny quando possui a se-
guinte propriedade

VEINE>0-VaVp(n>N-+|z,, —=x,|<i)|

o que, tomando como distincia de dois nimeros reais
© e y, o modulo da sua diferenga, pode inter-
pretar-se da seguinte maneira: qualquer que seja o
nimero positivo & existe uma ordem N tal que

Ly s Tnpe 1°°* 5 Tntpy °
constituem wum conjunto €y onde, entre dois
quaisquer dos seus elementos, a distineia ¢ menor
" que 3 », por outras palavras: quaisquer que sejam
x ey se x6Cy e yeCy, d(x,y)<é — 0 que
patenteia uma uniformidade de comportamento dos
pontos ‘lo conjunto Cy. Chamando-se didmetro dum
conjunto ao supremo do conjunto numérico formado
pelas distincias dos seus pontos, dir-se-d ainda que,
se uma succssio é de Caveny, podem sempre nela
encontrar-se conjuntos C de didmetro inferior a
qualquer mimero arbitririo e positvo 3, — o que se
resume na frase: na sucessfo |x,| podem encon-
trar-se conjuntos fdo pequenos quanto se queira. Pen-~
sando no filtro elementar associado 4 sucessio |z, !,
deduz-se daqui ter esse filtro associado conjuntos
tiio pegnenos quanto se queira. Designando, de um
modo geral, por filtro de Caveny todo filtro que
possui conjuntos lio pequenos quanto se queira, vé-se
que a toda sucessiio de Caveny corresponde um filtro
de Caveny.

Estas aogdes, dadas no espago dos mniimeros
reais (porque familiar a todos nds) assentam fun-

damentalmente num critério de pequenez dum con-
Junto, ou de proximidade de pontos dum espago, erité-
rio que foi formulado em termos da distincia de dois
nitmeros. 'I'rés propriedades intervém essencialmente
nessa formulagiio

D.1 dlz,y) =0 seesdse =y

D.2 d(x,y) =d(y,=) (simetria)

D.3 d(x,z)<d(x,y) +d(y,z) (desigualdade
triangular).

De modo que em todos os espagos topolégicos,
onde se define, para cada par de pontos « e y desse
espago, uma fungio nio negativa que possui aquelas
trés propriedades — espagos chamados métricos —
podem nele traduzir-se os teoremas basilares da teo-
ria dos limites des nimeros reais. No sentido porém
de abordarmos uma fase do desenvolvimento das no-
¢oes de couvergineia que em si engloba jd essa ada-
pta¢iio aos espagos métricos, detenhamo-nos ainda
na observagio das propriedades D .1, D.2, D .3,
quando x, ¥ e z representam pontos da recta real
2. Tomemos o conjunto de todos os pares (w,y) de
nimeros reais. Assim se constitui o gyue em teoria
dos conjuntos se chama o espago produto de FE por
si mesmo e se representa por R x f£. Corresponde
R X R biunivocamente ao conjunto dos pontos do
plano cartesiano e neste plano figuraremos o par
(z,y) pelo ponto de coordenadas x e y (fig. 2). Posto

&

Fig. 2

isto, dizer que d (x,y) <3 ou |xr—y| <3 significa
afirmar que pertence o par (z,y) a faixa Py i
constituida por todes os pontos do plano compreen-
didos entre as rectas y=a2+3 e y = x—3. Cha-
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maremos a Py proxzimidade de ordem. Se um con-
junto numérico X ¢é de diimetro inferior a 4, ngsta
representacdo estard o conjunto plano produto X><X
incluido na proximidade Pj; de ordem 3:

XX Py .

Se a disidncia de dois pontos = e y ¢ nula isso
quere dizer que (x,y), representa um ponto da
recta y = x, distinguida com a letra A e a desi-
gnacio de diagonal entre os sub-conjuntos de X I
e definida para um espago produto qualquer como o
conjunto dos pares da forma (x,x).

A simetria d(x,y) =d(y,®) —se |z—y| <
também |y — x| <3 — diz-nos que se (x,y)e Pj
igualmente (y, xz) e P3. Esta propriedade implica
uma outra menos restrita: se conkecemos a proximi-
dade do par (x,y) (a proximidade dos pontos « e y
em R) ficamos a conhecer a proximidade a que
pertence o par (y,x), isto ¢ a natureza da proximi-
dade de ¥ a =. Sendo U um conjunto qualquer
de <R (ou dum espago produto gualquer) repre-
senta-se por U~' o conjunto dos pares (x,y) tais
que (y,x)e U. Para R>< 2 & evidente que, por
cada proximidade P, se tem em P3' ainda uma
proximidade (pois que Py=P3').

Quanto a D.3 ela permite concluir a proximi-
dade de dois numeros « e z, por intermédio duma
triangulagio; apoiada nas proximidades de = e z a
um terceiro mimero y . Particularmente, ela permite
coneluir que ¢ inferior a 3 a distincia de = a =z,
se forem a infefiores a 3/, tanto a distincia de « a
y comade ¥y a 2.

No espago produto R< R fcomo em qualquer
espaco produto) esta utilizagio dum ponto y enire
dois outros faz-se através da chamada composicio
de conjuntos: Se U; e U, sio dois conjuntos <de
RX R, chama-se U, U, conjunto composto por Uj
e U, ac conjunto de todos os pares (x,z) tais que
existe ¥ de modo a ser (z,y)eU; e (y,2)e U,.

No plano (tomado como espago produto R If),
se considerarmos a proximidade Py /2 P3/2 coincide
com Pj: dado um par (z,z)e Py pode determinar-
-se uma proximidade Py tal que existe y de modo
a ser (x,y)ePy2 e (y,z) e Pyz; propriedade que,
das proximidades a que pertencem os pares (x,¥)
e y,z), deduz a patureza da proximidade a que
pertence o par (x,z).

Esta correspondéncia entre as propriedades da
distincia e as das faixas Pj — as proximidades de
R — correspondendo cada uma a um ndmero real e
positivo &, leva a abstrair da nogfio de distincia e
a tirar o critério de pequenez ou provimidade em I

do prévio conhecimento duma classe de conjuntos —
a classe dos P3 — dada no espago produto RX R .
Efectivamente, imaginadas tragadas no plano as faixas
Py, bastaria tomar como definigdes: dois nimeros
X e y serdo préximos de ordem % se o par (x,y)
pertencer a Py i um conjunto X de nitmeros é pe-
queno de ordem & se X 3 X estiver incluido em Py

Un filtro & sobre R é wm filtro de Caveny se
contiver conjuntos tilo pequenos quanto se queira, enten-
dendo-se por tal que: gualquer que seja a proximi-
dpde Py eristen sempre em & conjuntos F pequenos
de ordem § .

A proximidade dos pontos dum conjunto X pe-
queno de ordem 3 tem nm caracter uniforme: quais-
quer que sejam @; e x; de X a sua proximidade é
de ordem 3 (o que se ohserva afim de se encontrar
uma sugestio para designar por estrutura uniforme
toda estrutura dum conjunto 12 para o qual se define
no espago produto B> I uma classe & de conjun-
tos, chamados proximidades de R com as seguintes
propriedades (agora evidentes para o caso particular
de R ser a recta real):

Up & ¢é um filtro.

Uy A estd incluida em todos os conjuntos de &.

U, Se Pe& também P~'e .

U; Para todo Pe g existe Ped tal que P2C P
(representando por P? o conjunto composto P F).

Para estudar agora a convergéncia de filtres sobre
a recta real &, munida da estrutura topolégica ha-
bitual (sendo as vizinhangas dos mimeros os inter-
valos abertos neles centrados) e da estrutura uniforme
que nela define a classe & das faixas Pj3, come-

U
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cemos por observar a ligagio existente entre essas
duas estruturas: na realidade a vizinhanca VE dum
ponto x coinecide com o conjunto dos pontos y tais
que (x,y)e P;(fig. 3). Esta ligacio entre as duas
estruturas exprime-se dizendo que a topologia de R
pode deduzir-se da sua estrutura wniforme.

A um espago E, cuja topologia foi deduzida, por
este processo, duma estratura uniforme nele dada,
chama-se espago uniforme. Vié-se pois como duma es-
trutura uniforme definida em E se deduz sempre uma
organizagfo topolégica de E como espag¢o uniforme.

Terminada esta observa¢iio procuremos relacionar
os filtros convergentes em R e os filtros de Cavcny de-
finidos sobre 2. Como em todos os espagos unifor-
mes, acontece que todo filtro convergente ¢ um filtro
de Cavenv. Na verdade: para toda proximidade P
de R, existe uma outra proximidade P tal que
P2cC F. Seja Pr, a vizinhanca de 2, correspon-
dente a proximidade P. Sendo z, limite de & existe
em § um conjunto X, tal que X Pa,; e como
Pz, ¢ pequeno de ordem P? ¢ P2C P, § possui
conjuntos tdo pequenos quanto se queira e ¢, por
isso, um filtro de Caveny. Quanto 4 condi¢io sufi-
ciente nio ¢ ela verdadeira em todos os espacos uni-
formes. Por exemplo, se (como se fez para a recta

real ) definissemos sobre a recta racional R um
conjunto de proximidades (faixas P tragadas no
plano >R constituido pelos pares (x,y) de
pontos de coodenadas racionais), o filtro associado de

10.1; 0,10 0,101 ; 0,10100 ; 0,101001 ;
0,10100100001 ; --- !

¢ um filtro de Cavcny, que nio é convergente em 2.

Pelo contrdrio todo filtro de Cavcny sobre a recta
R é convergente, propriedade que distingue entre os
espacos uniformes, os espagos uniformes completos.
A andlise das razoes desta essencial propriedade con-
duzir-nos-4 a generalizar a definigio dos mimeros
reais a partir dos nidmeros racionais, pelo método de
Canror.

Orienta esta defini¢do (dada a partir do espaco
nfo completo da recta racional R) precisamente o
objectivo de identificar no dominio dos nimeros reais
as nocgdes de sucessio convergente e sucessio de
Cavcny, de modo a tornar vidlida na recta real a con-
digio necessdria e suficiente de convergéncia enun-
ciada por Caveny.

Partamos do espago uniforme R dos mimeros ra-
cionais, sendo a classe das suas proximidades as
faixas P, dos pontos (z,y) de R> R tais que
|z —y|<<d; considereremos o conjunto R de todas

as sucessoes de Caveny |x,! de mimeros racionais
e convencionemos dizer que a distincia das sucessdes
1Xal € |Yu € menor que d (nimero racional posi-
tivo) se existir N fal que |xyy—Vxip|<<d para todo
taleiro positivo p. Com esta convencdo estudemos
no espago produto <R o conjunto P de todos
os pares (}x,!,}¥,!) de sucessdes de Caveny |az,!
e |y, cuja distducia é menor que d.

Como |x,| ¢ sucessio de Caveny, o filtro elemen-
tar & aela associado possui um conjunto X I :

o
X= |2y, Trizy " Tygmy **° |

pequeno de ordem P, ; anilogamente o filtro 9 asso-
ciado a |y,! possui um conjunto ¥V — R de ordem
P;:

Y= ynpi Ynsos " Yntms '+ -

O conjunto unifio Xw1™ ¢ comum aos filtros X ¢
}" e a sua ordem P,,, pois

| Unie — Ty | K| Yvge — T | + | Bygy — 2yyp | <24 .

Assim, cada B,, proximidade de J? coincide com
o conjunto dos pares de sucessdes de Cavcny, cujos
tiltros elementares associados t&ém em comum um con-
junto de (mimeros racionais) pequeno de ordem P, .
A existéncia desta correspondéncia entre a classe dos
P e a classe dos P, sugere que, para completar
um espago uniforme [ qualquer, se tome o con=
junto 2 constituido por todos os filtros de Caveny
sobre # e em R se defina uma estrutura uniforme,
tendo como base das proximidades de E a classe 7
de todos os conjuntos P de pares (22, ) de filtros
de Caveny sobre I que téemm em comum um con-
junto de ordem P . Pode verificar-se que assim se
obtém efectivamente uma base (e proximidades em Jt .

Ora I resulta precisamente um espago uniforme
completo. Para o verificarmos continuemos a atentar
no modelo B, o conjunto das sucessdes de Cavony
de mimeros racionais. Entre estas sucessdes encon-
tram-se as de termos todos iguais entre si

jo,E, T, $E00 se- ]
que representaremos por (x), onde x ¢ um nimero
racional. O sub-conjunto (R) de R, constituido por
todas as sucessdes deste tipo, pode pér-se em corres-
pondéncia biunivoca com o espago 72 dos nimeros
racionais, pela aplicagio
x = (x) ,

Quando se d4 a definiciio dos nimeros reais a par-

tir dos numeros racionais é precisamente passagem

essencial demonstrar que todo nimero real E=[}z,!],
definido pela sucessfio de Caveny, ,x,} pode consi-
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derar-se, mediante apropriada defini¢iio de limite.

E= ]i£1 (z,)

onde (x,) ¢ a imagem em R do nimero (racional)
xz, de R. Analogamente, para completar um espaco
uniforme R qualquer, deveremos considerar o sub-
-conjunto (R) de R, (R)c R, constituido pelos
filtros de Cavcuny (a) cuja base é o conjunto ||
com wel; e demonstrar que qualquer elemento
de R, isto é qualquer filtro &2 sobre R pode consi-
derar-se, em R, como limite do filtro (2) imagem em
(R), por meio de xz— (x), do proprio filtro ag.
Prova que decorrre de ser o filtro &, das vizinhan-
cas de @ menos fino do que @2. De facto, tome-se
a vizinhanca P, de @2, constituida por todos os fil-
tros 9 tais que (97, &) e P. Esta relagio implica
que & e 9 tém em comum um conjunto C pequeno
de ordem P, Mas todo c¢eC dd lugar a um filtro
(¢) que satisfard a ((c), &) e P. Assim a imagem
(C), em R de de € satisfari a (C)c P, .

Porém essaimagem (C) sendo dum elemento €' do
filtro & pertencerd i imagem (&) deste mesmo fil-
tro; o que prova ser menos fino o filtro das vizinhan-
cas de 3 do que (&) .

Esta densidade de (R) em I vai permitir mostrar
que em R todo filtro de Caveny é convergente. Uma
vez mais guiemo-nos pelo procedimento seguido na
passagem de B considerado como a rectaracional para
R considerado como o conjunto de todas as suces-
sdes de Caveny de mimeros racionais. A demonstra-
¢Ao consiste na escolha em corrrespondéncia a cada
um dos elementos

513533"'25’12‘ &

pertencentes a uma sucessio de Caveny, |E,1 onde
cada elemento £, ¢ por sua vez uma sucessio de
Caveny E, = |z, ! de numeros racionais, x, de ele-
mentos de (R)

(31}1(1‘2)1"'1("”-1):'" ;
tais que [§,— (x,)|<<3. A sucessio |(z,)|
uma sucessio de Caveny, porgue .

[(2) — () | <18— @) | + | Ba—Em| + |En— (2m) | <3
mas constituida apenas por elementos de (7). Ora

seria

a sucessfio |x,! que lhe corresponderia em R seria
igualmente de Caveny . Assim |z, | seria um elemento
de R, limite até de }(x,)! e por isso igualmente
da sucessdo de Cavcny dada, [E,!.

Fagamos agora a transposigiio desta demonstracio
para mostrar que ¢ completo o espaco uniforme £
dos filtros de Cavenv sobre R (R um espago uni-
forme nfio completo qualquer). Em vez duma sucessio

de Caveny comegaremos por considerar um qualquer
filtro de Cavecny € sobre R. Assim como i sucessfio

jE,! substituimos outra sucessfio de Cauvcny, cujos
elementos (w,) eram imagens de mimeros racionais
@, , imagens essas vizinhas de menos de d dos corres-

pondentes elementos na sucessio }£,!, vamos agora
substituir, ao filtro de Caveny sobre R, um filtro (@)
de Caucny, sobre (B)C R, filtro porém com ele-
mentos proximos. da mesma ordem P (qualquer),
dos elementos de €. Para isso, e fixada uma proxi-

midade P, considera-se para cada conjunto Ce@ a
unifo

das vizinhangas P, (correspondentes & proximidade
P) de todos os elementos ¢ de €. As interseccdes
destas unides com a imagem (&) de I

(B)~ U P,
cgC ;

constituem uma base de filtro como tacilmente se
verifica. Mas filtro que é de Cavcny. Efectivamente
se P' é uma proximidade qualquer de /2 a proprie-

dade Uy das proximidades assegura-nos que existe
P tal que P2P=P3cP'. Escolhendo no filtro €

um conjunto C pequeno de ordem P,(Ry~nU P,
cEC

serd pequeno de ordem P3 e portanto de ordem 7' .
Seundo (€) de Caveny é-o0 igualmente a sua imagem O,
em . Portanto €' ¢ um elemento de 2, cujo filtro
das vizinhangas ¢ entlo menos fino que (@); mas
este ¢ claramente menos fino que @ pois todo ele-
mento de (€¢) é-o também de @. Todo filtro de
Caveny em I 6 pois convergente: B ¢ wm espago
uniforme completo.

Deve ter sido j4 observado que em 12 (considerado
como conjunto de todas as sucessdes de Caveny de mi-
meros racionais) ndo se tem ainda a recta real R: os
elementos de 2 nfio sfio os numeros reais. Efectiva-
mente falta ao espago uniforme completo E uma
propriedade fundamental da recta real (e da pré-
pria recta racional) — a separagio de dois quaisquer
dos seus pontos; nfio é possivel no espago I e, para
dois seus pontos arbitrdrios, determinar duas vizi-
nhangas respectivas sem pontos comuns. Diz-se que
R ndo € espago separado. E ser espaco separado é
propriedade essencial num espago dotado da nogio
de limite, pois ¢ a separagiio que garante a con-
vergéncia (das sucessbes e dos filtros) um iinico li-
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mite. Ora, é de facto, possivel encontrar duas saces-
. : 1
soes distintas (por exemplo |}z, e {;‘t'u — —})

distintas, mas para as quais nfo existe uma proxi-

= 1 =
midade P tal que ({a:,,} A {:::n— —-}) ¢ £, De
n

modo que é impossivel determinar em B, com a to-
pologia compativel com a sua estrutura uniforme,
o5 1
uma vizinhanga de jx,! e outra de {:r,,—:-
sem pontos comuns.' Mais” geralmente sendo S
1y,\ duas sucessoes tais que, para d arbitrdrio, se
pode determinar N de modo a ser |wx,—y,|<<d
para n > N, o par correspondente, (jx,|, }y,!), per-
tence a todas as proximidades; a intersec¢dio em

E><TR de todas as proximidades de # nfo se con-
funde pois ecom a diagonal a do espago produto
ExX.

Recorde-se que, para a definicio de mimeros reais,
se introduz uma relagio de equivaléncia entre as
sucessdes de Caveny de nimeros racionais, relagio
cssa que 6

[{z (=912 VdIN V(DN |2, —y,|<d)].

Ora esta relacfio de equivaléncia pode exprimir-se
em termos das proximidades P, de R na forma se-
guinte, onde () P, representa a interseccio de todas
as proximidades de T2:

[oogd = w120l 5 l9ul) e N 2y

isto ¢ duas sucessoes siio equivalentes se o par que
elas determinam em 12>< 12 pertence a todas as pro-
ximidades da estrutura uniforme definida em J7;
mimeros reais sfo classes de sucessdes de Caveny de
nimeros racionais equivalentes entre si.

Vi-se que este problema da defini¢do dos mimeros
reais a partir dos mimeros ¢, num dos seus aspectos,
um caso particular do processo a seguir para tornar
separado um espaco uniforme qualquer nio separado :

Por transposiciio da nog¢lo de sucessdes equivalen-

tes para um espaco uniforme qualquer R, diremos
que dois pontos x e y deste espaco serio equiva-
lentes se o seu par (z,y) pertencer & N £ do cor-
respondente espago produto IZ < I .

Com as classes  de todos os pontos de I equi-
valentes a x, forma-se um novo conjunto B ( o con-
junte cociente de R pela relagio de equivalencia
adoptada) que pode igualmente organizar-se como
espaco uniforme separado completo.

'Para levar a efeito essa organizagio note-se que
na recta real 12 de elementos [x,] (designando-se
por tal o mimero real que é o conjunto de todas
as sucessoes cquivalentes 2 sucessfio |x,!, sucessiio
que representa o respectivo mimero real) 4 proximi-
dade P,, por exemplo, que ¢ definida peia faixa
limitada pelas duas paralelas a4 diagonal tiradas
pelos pontos (0,d) e (0,— d) pertencem dois nu-
meros quaisquer [x,] e [y,] que satisfacam a

Hrm] T [ym] | < d.

Mas para que os nimeros reais [x,] e [3},,,] sa-
tisfacam a esta desigualdade deve existir em [x,]
uma sucessfo ja',! e em [¥,,) uma sucessio ',
que pertengam simultineamente A proximidade P,
de H.

ista observacdio indica-nos a relacio existente

entre as proximidades ﬁ,, de B e as ?d de .fi’; 8
diz-nos que na passagem dum espago uniforme nio
separado qualquer 72 para um outro separado R,
se define a estrutura uniforme sobre 7 da forma
seguinte: em correspondéncia a cada P de Rx It
formamos em R><R o conjunto de todos os pares
(z,y) das classes = e y de pontos de R tais que
existe x'ex e y'ey, a'eR e y'el com («,y)eP.

As relages que tém lugar entre as proximidades
dos dois espagos permitirfio verificar o caracter com-
pleto deste espaco e o de ampliagio relativamente ao
espago uniforme e ndo completo, donde partiramos
no iniclo.



