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Introduccién. Para tres elementos curvilineos de
segundo orden (K,) en el espacio ordinario (S3), han
sido obtenidos varios invariantes proyectivos por
Buzano ('). Este ha estudiado un caso completamente
general que nosotros nos proponemos, en el presente
trabajo, considerar desde el punto de vista afin, a la
vez que lo ampliaremos con dos casos particulares.
Obtendremos, como es inmediato, entre los inva-
riantes afines los seis proyectivos hallades por
Buzano; una interpretacion métrica y afin de los
nuevos invariantes completard en cada caso el
estudio de los 3 E,.

1. Caso general. Sean Py, P, y P; los cen-
tros de 3E, pertenecientes a las curvas alabeadas
Cy, Oy y C; respectivamente; supongamos que los
planos osculadores a dichas curvas en esos puntos,
se intersectan en un punto O que no pertenece al
plano Py P, Py.

Si elegimos el sistema de coordenadas cartesianas
de manera que el punto O sea el origen y las rectas
OF,, OP, y OP; los ejes =,y ,z respectivamente,
las expresiones de los E, con centro en los puntos
Py, P, y P3 serin:

y = ay(@—h) + az (x—h)%+ ---

Oy
t z = by (2—h) + by (x—R)2+ +--,
= ¢ —k —k)2 4 oun
1) Cy: @ = ¢y (y—k) + ez (y—F)
z=dy (y—k) + dp (y— 82 + -,
=1 (z—j) + e (z—j)*+ ---
Cg:

y =Fi 5 =) + (3= + -,
donde %k, %k y j son las distancias OP;, OP, y OF;
respectivamente.

(*) Recibido en 20 de Seotiembre de 1351,

(') uOsservazioni interno agli invarvianti proiettivi di elementi
curvilinein, Atti della Accadomia delle Scienze di Torino.
Vol. 81-82, pp..109-113.

A fin de obtener los invariantes afines de segundo
orden de las curvas Cj, Ch v C3 en la vecindad de
los puntos P;, P, y P;3, debemos considerar la
transformacién afin mds general que deje invariante
los ejes; serd:

(1.2) x=aX, y=BY,

donde a«, B .y son constantes arbitrarias. Por esta

transformacion, los puntes P; (h,0,0), P, (0,k,0)

y P3(0,0, ) pasan a los puntos de coordenadas:

(2., 0,0), (0,%/8,0) ¥y (0,0,//y) respectiva-

mente ; de ello se obtienen las siguientes relaciones:
h k J

i Al ey T

siendo H, K, y J las distancias entre los puntos

transformados de Py, P, y P3 v el punto O. ‘

Introduciendo (1.2) en las (1.1) hallamos las
ecunaciones de los F}, transformados de los E,, a
saber:

Y = Ay (X — H) + Ay (X — H)* + ...
Z =By (X —H) + By (X — H)p + -+,
X=C(Y—K)+ C (Y— K)?2 + ---
Z =D (¥ — B of Dy (¥ —"BPF g
X = E, (Z w-—J) + Ez(Z — '})2 b T
Y=F(Z—J) + Fy(Z— TP+,
donde los coeficientes Ay, 4,, By,.--, ete. estin
dades por el siguiente sistema de ecuaciones :

z=Z,

(1.3)

EA,-:a;a H.Et=el‘r kt!.Cz=i?2ﬁz
1By= b= BFy=fiv T Dy = dyB?
aCi=ci B ﬂAzﬁaza.z ﬁEz-Bz"fz
1 Dy=diB 1By =bya? BFr=fa1?

Eliminando los pardmetros «, 3,7 de estas ecuacio-

nes, se obtienen los siguientes 9 invariantes afines

independientes :
.{1 = ({ay

12==b| L] I3=ndlf|
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ot _me g de
dy J2 by

o Iy = L2 e Lk

" ble €3 az idy

Los tres primeros invariantes dependen sélo par-
cialmente de los E, considerados ya que dependen
inicamente de los tres planos osculadores (eleccidn
del origen 0); los otros seis dependen totalmente
de los E,. i

Una sencilla combinacién de losinvariantes hallados
conduce a la obtencion de los invariantes proyectivos
determinados por Buzaxo.

Para consideraciones posteriores serd ttil intro-
ducir los seguientes invariantes, dependientes de los
anteriores:

. mydy . ed . oye
1y - —— iy = iy = ——
by e _ Ji
. ey fa . Sibs . edy
i,‘ s g == — g = ——
€2 az L]
" . . az ds e;
i1=0a4 dl €] ig == bl clj1 ig == -
baes f2

Interpretacion métrica y afin: Para dar una carac-
terzacion afin de los invariantes obtenidos, llamemos
ty,ta,t3, ®,72 ¥ m3 3 las rectas tangentes y
planos osculadores de las curvas Cy, C; y C3 en
los puntos P;, P, y P, respectivamente. Lias con-
diciones de paralelismo entre esas rectas y de per-
tenencia entre rectas y planos se expresa brevemente
por el siguiente cuadro :

'tl fg tg ™1 w2 =3

L=1,| =1, -

t i Ii=1

v =1 |d=1 :
Ii=1 =

fz 1 1 I;a, 1’ Is-=1 ?‘4==1
1:1-1 ?‘3 =1

A Pl A '
12 iy =1

£
ip=1 ] is=1 e

Para la interpretacién afin del invariante 7y con-
sideremos los siguientes planos que pasam por OP;:

1) Plano O Py Py (y =0),

2) Plano OPy P, (z=0),

3) Pano osculador =y (hpy—azz=0) y

4) Plano determinado por OP; v la recta r inter-
seccion de los planos osculadores m v w3 (exday—
—Jf2e22=0).

Su relacidn doble es: (oo L0 E, q—dz) = de
az” faes baea fo

que coincide precisamente con el invariante 7. Es
interessante hacer notar que esta relacion doble
hubiese sido la misma si se hubiesen tomado los
planos correspondientes que pasen por OFP, u OPy.
Buzaxo, en el trabajo citado, ha demostrado que
considerando las distancias a;(¢,j =1, 2, 3) desde
el punto P; al plano osculador en P;, la razén
A43 Ag2 821 : 5 L

— —————— es un invariante proyectivo. Por tanto,

A9 423 A3 %
es también afin y tomando el caso particular en
que el triedro (O: Py, P, P;) es ortogonal se cow-
prueba de inmediato que este invariante coincide
con nuestro .

Para dar ahora una caracterizacién métrica de los
invariantes 7;eiy determinemos los puntos R, S y
T en qgne las rectas tangentes ¢, & y #y intersectan
a los planos =0, y=0, z=0 respectivamente.
Siendo # el dngulo OP;. OP;, v v el dngulo que
forma OPj con su proyeceidn sobre el plano OP; P,
el volumen del tetraedro de vértices O, R, S, T' se
pnede expresar en la forma:

1
V= Ekﬁ:j ({7 + i) sen ¢ sen o .

2. Ternas de curvas que se cortan en un punto
ordinario. Sea O el punto de interseccién de tres
curvas alabeadas €y, C, y C; cuyas rectas tan-
gentes en dicho punto las indicaremos con ¢, £t y &
respectivamente.

Si elegimos el sistema de coordenadas con centro
en O y los ejes «,y,z coincidentes con las tan-
gentes ff,t, y f3, las expresiones segin series de
potencias de las curvas Cy, C,y C3 en el entorno
del punto O son:

Y = a a2 4 .-

(5 Cy:
1 2 == [;23;2 + ey, &

o = gy g2 4 oo
z=dpy? 4 vee,
x = et 4 ..
y = fz 22 e ,
Aplicada la transformacién afin (1.2) que deja

invariante los ejes, las curvas (2.1) se transforman
en las siguientes :

(2.1)
C;:

Y=A4,X2+ -+ X=0CTF2 4 ...
Z=DB X2~ ..., Z=Dy V2 4 o0,
X=E,Z2% 4 ...

Y= Fo 722 + -+,

donde los coeficientes Ay, B, , -+
por el sistema :

-, ete. ; vstdn dados

Bdz = aza? a Oy = e B? aEy=eq?
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1By = by a? 1 D= d, B By = /ot
La eliminacion de los pardmetros «, 8, 7 conduce
a los siguientes 8 invariantes afines de segundo
orden :
ajcy J difs €3 by
2 = L 2= -
fidy

b3 e2 ciay
Introduciremos en lugar de los invariantes prece-
dentes el siguiente :
J=JyJyJy =

T

as dg €
by c2 f2

Interpretacién métrica y afin del invariante J: Ana-
logamente a lo hecho en el § 1, consideremos los si-
guientes planos que pasan por la recta tangente a la
curva ('; en el punto O (eje x):

1) Plano que contiene a la tangente a C3 (eje 2) :
y=0

2) Plano que contiene a la tangente a C» (eje y):

3) Plano osculador a C; en el punto O: byy —
—azz=0. :

4) Plano que contiene a la recta interseccién de
los planos osculadores a las curvas Cp y C; en el
panto O: eydyy — facsz = 0. X

be d dy e
Su relacion doble es: (oo 4 E zez) 2 Galate

Tayer fo by ¢y fa
valor que coincide con el invariante .J.

De la relacion anterior resulta evidente la siguiente
conclusién: Los planos osculadores a las curvas Cy |
Cy y C3 en el punto O, forman un haz cuando el inva-
riante J es iguala 1.

Ademds, como ya hicimos notar en el pardgrafo
anterior, la reiacion doble se mantiene igual si se
toman los planos correspondientes que pasan por las
otras dos tangentes, es decir: Dadas tres curvas C,
(i=1,2,3) que pasan por un punto O, si se indican
con t, y = las rectas tangentes y los planos oscula-
dores a dichas curvas en el punto O y con 1; (is=j)
las intersecciones de los planos =, y =;, la relaciin
doble del haz de planos t t,, tt, , = ,t, 1y, es siempre
iqual al invariante J .

A fin de dar una caracterizacion métrica del inva-
riante J, veamos las expresiones de las réctas »,
introducidas mds arriba:

da = g fax=e,y
Pusdl o . i3t ey
sy = G35 G2 =0y
ey=rfz
T3t

CoZ = dgX

Llamemos M;, M, y M; a los puntos en que
estas rectas intersectan a los planos z =3, y =1,
@ = A, respectivamente. Llamando # al dngulo

tt; y @ al dngulo formado por t; y su proyeccion
sobre el plano ¢ ¢4,, el volumen del tetraedro de vér-
tices O, My, My, M3, se expresa entonces, en fun-
cion del invariante J de la siguiente manera:

3. Ternas de curvas con una tangente comin
en un punto ordinario. Para mayor sencillez consi-
deremos que las tres curvas pasan por un punto 0
donde tienen la misma recta tangente ¢. Si elegimos
el sistema de coordenadas de manera que el origen
sea el punto O, que el eje = coincida con la tan-
gente ¢ y que los planos 2 =0, 3 =0 coincidan
con los planos osculadores a las curvas C;, C» en
el punto O, entonces las expresiones en series de
potencias de las curvas en el entorno del punto O
son las sigunientes :

PP
z=(ft$2+...,

Y=dy T2+ - =
Cy: Yy=as o

(3.1)

= byad4 .ot

Y = eg w2 + o+
g = f': b I

Para determinar los invariantes afines correspon-
dientes a los elementos de segundo orden de las
curvas Oy, C y C3; en el punto O, tomemos la
transformacion afin mas general que conserve el
origen y los planos @y y wxz ésta serd la siguiente:
(32 r=aX+BY+7Z,  y=3Y,
siendo «,B,7,8, ¢ constantes arbitrarias.

Aplicada la transformacidn (3.2) alas curvas (3.1),
dstas se transforman en las siguientes :

v

LR

L Agxz_’_... Y = 03"(3—4*'-'
A By X34 ..., =Dy X2 ...,

Y=E, X2+ ...
= Fy X2+ ...,

donde los coeficientes 45, D,, E, y F, estdn dados
por el sistema:

3 Ay = aya? SE; =¢ea?
¢ Dy = dyo? e Fy= foo2

La eliminacion de los pardmetros «, & y = de
estas ecuaciones indica que: el inico invariante
afin determinado por los elementos de segundo orden
de las curvas C;, C; v C3 en el punto O es el
siguiente :

i a?fi‘

dy e,

Interpretacion métrica y afin del invariante I°
Para la caracterizacion métrica y afin del invariante 7,
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se puede considerar a éste como el producto de los dos
invariantes que resultan al provectar las curvas C,
y O3 paralelamente al eje z sobre el plano 2 =0
v las eurvas C, y C3; paralelamente al eje y sobre
el plano y=0. Los dos pares de carvas planas serdn:

Cl: y=asa?®+ .-, CY: ==dg$2+""
Cl: y=eguw?+ ., Cll: 2= fya? +4 -

v sus respectivos invariantes:

p=f3

ey dy

0 sea:
[=T1. (@)

Los invariantes I' e [' han sido obtenidos y
caracterizados por L. A. Sanravd en «dffine Inva-
riants of Certain Pairs of Curves and Surfaces»,
Duke Math. Journal; Vol. 14, 3, 1947,

(1) Hacemos notar que los invariantes 7' e I' son también
invariantes de las eurvas dadas, pero se refieren sdlo a pares
de ellas. Por oso, hemos preferido tomar directamente al inva-
riante I.



