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Un critére de continuité®”

par Renato Pereira Coelho

Nous n’avons pas trouvé dans les traités d’Analyse
les plus répandus aucune mention du critére de con-
tinuité suivant, qui peut-étre n'est pas sans utilité.

Soit f(P) une fonetion réelle définie sur une région
du plan et Py un point de 'intérieur de cette région.
Pour que f(P) soit continue en P il faut et il
suffit que — aprés I'introduction dans ce plan
d’un systeme de coordonnées polaires ¢ et O dont
lorigine est Py — les deux conditions suivantes
soient vérifides :

a) il y a une demi-droite 6 == f, suivant laquelle
S (P) est continue en Py

B) l'oscillation w(r) de f(P) sur les circonférences
p=7r tend vers zéro en méme temps que 7.

Pour démeontrer cette proposition sous une forme un
pea plus générale il est utile de considérer au
lien de bases de filtre, des familles, partiellement
ordonnées et filtrantes &4 gauche, d’ensembles non
vides de I’espace ol la fonction est définie. Soit
}A;; 4el| une telle famille et B; = l'_c} A;. \B;; delf

=
est une base de filtre qui ne change pas si I'on rem-
place les ensembles 4; par des ensembles A tels
que 4;C A;C B;. Inversement, quel que soit le filtre
&, une quelconque de ses bases forme, relativement
4 C, une famille | 4; |.

Le théoréme dont il s’agit peut alors s’ennoncer
de la maniére suivante. ‘

TatortMe. Soit R un ensemble quelconque et
VA iell une famille, partiellement ordonnée par < et
filtrante & gauche, de sous-ensembles non vides de R -
Soit & le filtre engendré par cette famille de la fagon
indiquée ci-dessus et $y un filtre plus fin que & et
tel que

Y) quel que soit Fo ey il y a un index igel tel
que A,NFo=0 sii<iy. Soit f(x) une fonction

(#) Regu le 8 Juin, 1951 — Ce travail a &té présenté an «Con-
gresso Luso-Espanhol para o Progresso das Cidneias — Lisboa —
1950s, et n'a pas encore été publié.

définie sur R et i valeurs dans un espace uniforme
8. Dans ces conditions il faut et il suffit pour que

lim f (x) = 1
g

que

2') lim f (x) =1
&o

et que

B') quel que soit Uentourage Uy de S il y ait un
index iy tel que

f(A) <f(A) cUy si i<iy.

La nécessité de la condition se démontre sans di-
ficulté: «') est un résultat bien connu [N. Bourpaxi,
Eléments de Mathématique, 11, p. 36] et pour démon-
trer B') il suffit de considérer un entonrage simé-
trique U7 tel que {T?’C Uy et un index # tel que
f(Bi)CUQ).

Pour montrer que la condition est suffisante soit U
un entourage quelconque de S et U; un autre
entourage tel que U, U. Soit Fye g tel que
F(Fp) c Uy (I) et iy et ¢ les indices correspondants,
daprés ) et B') a Foet Up. 8ij i1,
il y aun point a,e 4;,N Fj.

(, f(a)) e Uy et |f(a)l><f(4)c Up. Par con-
séquent |1 {><f(4)c U, |1} x‘{i_f(A,} cU et

7=t
FBYcU@  eq.f.d

On peut remarquer que la relation 7) entre & et
t A; | n’a pas été utilisée dans la premiére partie de
la démonstration.

Quels que soient & et |.4,!,il est toujours possible
de considérer une nouvelle famille | 4]! qui vérifie )
et A,C A{C B;, engendrant par suite le méme filtre &.
Une méthode triviale est de poser A’'=B;. Une autre,
qui peut conduire dans un plus grand nombre de cas
4 la vérification de la condition '), est la suivante.

Soit @ une base queleconque du filtre g . Quels
que soient iel et Geg, G B, O parce que
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gC & et FC gy Alors ily a un ¢! i tel que .

G N A= O. Donné i, considérons seulement—s'il
v en a—les G' qui ne rencontrent pas A; mais qui
rencontrent un A,-‘ avec 7g<<¢. Pour chacun de
ces G soit ¢/ un index tel que G N A4,z 0. Boit
A; la réunion de 4; avec tous ces A, .
Evidemment 4; C 4; € B;. Quel que soit Fe &

ily aun Ge@ et contenu dans F. Il y a un 4
tel que 4, rencoatre G. :

Alors G N A4; 50 et, si i<i et G N 4,='0,
il y a, correspondant 4 ce G, un A4, c 4] tel que
G N Ay 5= 0. Done, quel que soit ¢ < iy, G ren-
contre 4; et par conséquent de la méme proprieté
jouiront tous les Fe gy, ¢. q. f. d.



