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Sobre aneis de endomorfismos®
por A. Almeida Costa

de Universidede do Porto

Introdugdo. No que vai seguir-se, 9 ¢é um mo-
dulo e @ um dominio operatério do mesmo, formado
por endomorfismos de M. 2 é o anel dos endomor-
fismos-0, de M, e &' E0 um anel contido em 0. N serd
um sub-médulo-0, de M, podendo N afectar-se de
um indice, sem perder esse significado. O conjunto
dos endomorfismos pertencentes a @', que aniquilam 9t,
constitui um ideal direito, representado por ¢ e cha-
mado ideal aniquilador. A 9%; corresponderd §;, no
‘mesmo sentido. Por /deal de contracgies em N, desig-
naremos o conjunto n dos endomorfismos de Q' que
aplicam 9t dentro de 3. A M, corresponderd n;, no
mesmo sentido.

O § 2 destina-se a completar, em certos pontos, as
investiga¢des de que démos larga conta em dois tra-
balhos anteriores: [10] — «Sobre os endomorfismos dos
médulosv, Anais da Faculdade de Ciéncias do Porto
1948, vol. xxxim, pigs. 5 a 82; [14] — Uber Kontrak-
tions-und Vernichtungsideale in der allgemeinen Mo-
dulntheorien, Revista da Faculdade de Ciéncias de
Lisboa, 2.* série, A—Ciéncias Matemdticas, vol. 1,
1951, pags. 297 a 344. Em particular, demonstraremos
um teorema A' e algumas consequéncias do mesmo,
em correspondéncia com o teorema A e certas conse-
quincias que se encontram em [14]. O teorema 42'
encontra-se enunciado a pdgs. 35 do importante livro
de N. Jacomsox, «Theory of rings», 1943, livro jue
adiante serd indicado por (II). Depois de darmos uma
demonstra¢io, completamo-lo com o enunciade do
teorema 43'. Quanto aos teoremas 64' e 65, que carac-
terizam os mddulos completamente redutiveis, deverdo
comparar-ge com os teoremas 36 e 37 de [10, pdgs. 31
e 32], os quais constituem uma outra caracterizacio
dos mesmos modulos, As notacdes, a terminologia e
a numeracio dos teoremas farfio corpo comum aqui,
em [14] e num artigo em publicagio nos Anais da
Faculdade de Ciéncias do Porto, tomo xxxv, 1950-1951.

(*) Recebido em Maio de 1951.

Esse Capitulo formard o Cap. xv da nossa obra «Sis-
temas hiper-complexos», da qual os doze primeiros
Capitulos se encontram em volume, jd desde 1948, e
os Capitalos xmx e x1v constituem o texto duma confe-
réncia realizada no Congresso Luso-Espanhol, levado
a efeito em Lisboa, em Outubro de 1950. O leitor
encontrard nas Actas do referido Congresso, vol. 1, a
reprodugdo integral dessa conferéncia. Julgamos ser
tteis neste momento, repetindo que os interessados
poderfio actualizar ficilmente os seus conhecimentos
no dominio da Teoria dos Aneis e Ideais nio comuta-
tivos, se, depois de adquirirem as no¢des mais elemen-
tares da Teoria dos Grupos e da Teoria dos Aneis,
quizerem ler os quatro primeiros Capitulos do citado
livro «Sistemas hiper-complexos», e, em seguida, preci-
samente os referidos Capitulos x1x, xiv e xv. O con-
junto constitui uma exposi¢iio perfeitamente ordenada
e acessivel. Ele devera ser seguido, de resto, de trés
Capitulos mais, cuja publicag¢io fica diferida para
mais tarde.

No § 3, tratando especialmente do caso em que 0 é
um anel de divis3o, limitamo-nos a dar uma demons-
tragiio, em parte modificada, de um teorema que se
encontra em N. Jacosson, «Structure theory of simple
rings without finiteness assumptions», Transactions of
the American Mathematical Society, vol. 57, 1945,
pags. 228 a 245. Esse teorema refere-se a aneis densos,
que aquele algebrista americano define do modo se-
guinte: dado M e suposto 2 um anel de divisio, diz-se
que @' é denso em M, sobre 0, se, considerados
g, -+, 2, € M, independentes-0, e também 3y, ---,y, €
e M, independentes- ou nio, existir um endomorfismo
Aeq' tal que x; A=y;, (i=1,2,.-.,7n). As referéncias
a esta memoria de Jacossox serdo feitas por [4].

No § 4, em face dum artigo de T. Naxavauma, Uber
einfache distributive Systeme endlicher Riinge», Pro-
ceedings of the Imperial Academy, Tokyo, vol. xx, 1944,
pdgs. 61 a 66, veremos como um método de demons-
tragio de C. CuevaLLey leva a estabelecer um teorema
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que também se encontra em [4], embora provado ai
por forma completamente diferente. Esse teorema re-
fere-se a anéis irredutiveis, que podem definir-se como
vai ver-se. Imaginemos M e o anel de divisio 0.
Q' diz-se irredutivel em M, sobre (1, se nio existir
sub-mddulo de M que seja admissivel-0'. As referén-
cias ao trabalho citado de Naxavama serfio feitas por
[3]. Os mimeros das diferentes referéncias jogam
também com os que se utilizam nos Capitulos xmm
a xvu, de que atrds falimos.

2. Sobre algumas proposi¢cdes gerais. Em [14,§ 2],
demonstramos um teorema A, que nio teve o seu
correspondente em [14, § 3]. Todavia, vale para sub-
-mddulos-Q, o

Trorema A': Se N=NNN2 ¢ (M. N2) =M, 05 res-
pectivos ideais aniquiladores, supondo © =10, verificam
a igualdade 8=g;+8,, como soma directa. Sabemos
que 82 (8;,6;), [14, teor. 2']. Dado Beg, tomemos
me M. Decompondo m de duas maneiras distintas,
sob as formas m=n, + ng = nj + nf, (n,,nheNy;
ng,nh e Ny), vé-se que n,—n{ =nh— ny,6 N, de modo
que se tem n,B=n{B, n, B=na;B. Conclui-se,
assim, que, dado me M, se obtém endomorfismos-0,
de M, por via das seguintes correspondéncias :
m—»ny Be=m A ,m—n, B=m A]. Supondo m=n,;=
=n;+0eMN,, vé-se que n,—n, A]=0.B=0, pelo
que N, A, =(0),4jes,. B, anilogamente, Ale s,
E, sendo m =ny + ng,mB = n,B + ny B =m A} +
+mAj =m (4] + 4;), conclui-se B = A{+ 4;. Por
isso, tem-se = (8, ,8,). Ora esta soma é directa, pelo
facto de ser g, N8,=(0), como resulta de [14, teor, 1'].

Em todo este § admitiremos sempre Q' =0 e utiliza-
remos a nogio de aniquilador modular, para significar
sub-mddulo-02 que ¢ aniquilado por um dado conjunto
de endomorfismos. Também fixaremos a regra geral
de que um elemento dum conjunto representado por
uma letra gotica maitiscula se indicard pela letra
latina minuscula correspondente.

Corordrio C': Supondo (0)=y NNy, (Ry, Nz) =M,
tem-se Q=gy+ds.

Corordrio D': Nos termos do corolarvio anterior,
fazendo a decomposigio 1=E| + Ej, (E{eg), em idem-
potentes ortogonais, vé-se que Ny e 8y sido aniquiladores
reciprocos, de sorte que My € aniquilador modular de Ef.

Representando por P,2MN; o aniquilador modular
de g;,(i=1,2), sabemos que (0) =PB; N P2, [14, teor. 2'].
Suponhamos xze Py, 2¢N; e escrevamos z=ny+n,.

Serd xE'y=ny E'y+ny E'y=0=n, E'y, de sorte que
n30 e nye Py. Aseim, nfo serd nula a interseccio
dos P;, o que é absurdo. Conclui-se PNy, e,
portanto, P;=9;. Como 8y e K'; tém o mesmo ani-
quilador, modular segue-se o resto do corolirio.

O teorema A' arrasta a possibilidade de se enunciar
o teorema B', em correspondéncia com o teorema B3,
de [14, § 5] . Tem-se:

Teorema B': Se N =R NNz, (N, N2) =M, e se se
admite que 8y € nilideal e que 85 € nilideal bilateral, &
€ nilideal ; se 8; e 8, sdo nilpotentes, 8 € nilpotente; e,
se §) e 83 sdo semi-nilpotentes, 8 € semi-nilpotente.

Ainda sobre o conteiido de [14, § 5] daremos o

Corordrro A': Supondo (0)=; NNz, (94, Na) = M,
entdo, admitindo que 8y € nilideal, tem-se Ny=(0),
Ny =M, consequentemente, ;= (0). Este coroldrio sé
merece enunciado pela unidade que dd aos nossos
raciocinios. Ele resulta, ¢ certo, do teorema 17' de
[14, § 5] mas traduz também propriedades imediatas
da soma directa.

Passando a [14, § 6], podemos enunciar o

Teorema C': Se Ny e Ny tiverem nilideais ani-
quiladores ¢, e 83, entio, supondo N =N;N N2,
M= (N4, Ns) , ndo existe sub-médulo P2 N que possa
ser aniquilador modular dum idempotente. De facto,
supondo P2 N, o ideal aniquilador de P serd
€ E8=4¢;+ 8. Sabemos que ndo hd em ¢ elemento
idempotente, pelo que o ndo haveri em €.

Em [(Il), pgs. 35], encontra-se o enunciado que
vai seguir-se

Teorema 42': Seja M wm miodulo—0Q e supo-
nhamos (0)=Ry N+ NNy, com (R, (RN -+ ANy N
N Rigyy -y M) =MW, (i=1,2,-:-,h). Entdo, pondo
M=9N---NRs NNy N - NNy, conelui-se:
1) (W, 9) =T ; 2') M N Ni=(0) 5 3) (Mg, My 114
Mgy -- 3mh) o mf; 4‘) (mis oy My) =M. Da de-
monstragio, que é simples, vamos dar apenas a parte
que prova 3'). Sem diuvida que WM,;EN;, se j<i.
Resta mostrar que cada n;e%; pode sempre ser
escrito sob a forma n; = my+ - 4 my_g + My +--- +
+my, , (m;e M;). Dado =n;, se este elemento pertence
a todos os M;, entio #,=0 tem a forma indicada.
Supondo, de contrdrio, que, por ex., é Mk, o primeiro
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N; que ndo contém n;, podemos escrever n;=n;, +
+my o (i5Ek) . Vé-se que n, eMyN---N R . Em
seguida, seja Ny , (¥5Fk2 >4%y), o primeiro N; que
ndo contém #z, . Podemos escrever n, =y +my ,
com 7 € My -+ NNy, , e também n; =n; + my_ +
+m;, . O raciocinio prossegue até se chegar a um
ny,, com i==k;, pertencente a todos os M,. Nesse
momento é n, =0 e n; =m + .-+ + my,, como se
afirmou.

Em complemento, podemos dizer:

Teorema 43': Nas condig¢bes do teorema 42', exis-
tem idempotentes Ei,--- ,Ej, tais que: 3') M, € o
aniquilador modular de E'; e o ideal direito aniqui-
quilador de N, € 8", =L"'0; 6') 1=E44 -.- +E, e
EhEL=0, s 1£]i; T) n=]",ﬂ+ +]-,,,n 8
o sdea.l de contracgoes em N, € =B’y +.. P Dl
+oBL +- +n EH,; 9') o ideal direito aniguilador
de M, ¥ I 10+ +E,_,ﬂ+E,Hﬂ+ . 1-E.,n,
10') o ideal de contracgies em M; € m; = oFE'. A
afirmagio 5') resulta imediatimente do coroldrio D'.
Em seguida, escrevamos, para xeM, ©=my -+ my+
+ .oy, , com m;eM;. O coroldrio D' garante-nos
também ser M; o aniquilador modular de 1—E';.
Por isso, sendo m; =m; E';+m; (1— E';) , tem-se m; =
= m; B';. Nessas condicoes, ¢ czE,=m El,=m,,
de sorte que x (E'y+---+E'}) -xE‘,;f- A nEy=
=my+ -+ +my=. Por outro lado, = ', El'ij=m E';=
=0, se j5=i, pelo que 6') fica provado. 7') traduz
uma propriedade elementar da teoria dos anéis; 8'),
9') e10') encontram-se provados em [14, teor. 19 e 19'].

Nos dois teoremas, que ainda vamos estabelecer
neste §, ¢ introduzida a condigdo de mdximo para os
sub-modulos-, de M.

Teorema 64': Se M € um midulo-Q com condigio
de cadeia ascendente e se 0 nio tem radical ; entio,
admitindo que, para cada sub-médulo maximo PFIN, €
diferente de zero o ideal aniquilador 8, podemos afirmar
que (0) € intersecgdo dum certo niumero de sub-médulos
maximos e que M € completamente redutivel. Neste
enunciado s0 oferece interesse o caso em que M niio
é irredutivel-0. Tomemos, em M, um sub-médulo
mdximo Ny ~M. O ideal ¢ nio pode ser nilideal,
pois que, se o fosse, seria nilpotente e de expoente 2,
[14, teor. 16'], e 2 teria radical nfio nulo. Por esse
facto, My é precisamente aniquilador modular dum
idempotente F; e ¢, [14, teor. 23'], tendo-se Ny K=

=0), O=HNME; = NN, se RN' =ME,.
E vé-se que ny By =0, n' Ey=n', M=N'+N,4, sem
esquecermos a relaglo MNy= M(1—E;). Se N' for
mdximo, o teorema estd demonstrado, pois que ambas
as parcelas de 9 serdo também sub-mdédulos sim-

-igualdade

ples. Se N’ nfio ¢ mdximo, tomemos N, DN’ & miximo.
E, entio, Mp E>=(0), (0) =9 N ME= NN",
N'=ME,, M=9N'+ Ny, como anteriormente.
E vé-se que o aniquilador modular de E; F, é =9,
pois M E, =N E, S9N 8, = (0). E vélida a
N=n (N, N')=N2N Qy, com Q=
=(N',N"), como vamos provar. Sem diivida que '
estd contido no 2.° membro. Se, agora, ny = n' + n''
for um elemento do 2.° membro, do facto de ser
1y Iy =0=0+n", concluimos n, = n'e N' como se
deseja. E tem-se (0) =9 NN2N Q4 , a0 mesmo tempo
que, sendo M=N'+Ny, é Na=N"+H NNy, M=N"+
N+ NRe=+T NN, Oy =ME; + ME,. Se
01+ M ¢ mdximo, o teorema fica demonstrado, pois
que, entdio, N, N' e N;NN: sdo simples. Se O, ndo
é mdximo, o processo continua. Obtém-se (0)=; N
NME;=T; AN, M=N3-+N"", MEE3 =ME E3=
=(0), pois que MN3DQ; =M E1+M E,. Sio vilidas
as igualdades 3=N"+N'+N;NN2NN3, M=N""+
N+ N+ M N RNy = O + MHNARNN3 , Q2=
ME+ME+ME;. Se O, M ¢é mdximo, o teo-
rema fica demonstrado, com (0) =% N N2 NN N Q2
e com a decomposigio anterior para M. A cadeia
O cRcoicQ.c:- é finira, de sorte que se chega
a encontrar Q, » mdximo e tal que (0)=MNyN---N
NNy ND—n (] -nu—l + 9‘tl [l nmn—l ] Qn—‘!=
=ME+---+M E,_, . Nesse momento, o sub-médulo
simples 94N ---NN,—; tem a forma M K, , vindo
M=ME;+---+ME,. Os it[empoteﬁtes E; veri-
ficam as relagbes E; K, =0, (i<j;i=1,.-, n—1;
J-=1 yore ).

Inversamente, se M ¢ um médulo completamente
redutivel, a condigiio de cadeia ascendente ¢ vilida,
o radical do seu anel de endomorfismos ¢é nulo, [10,
pes. 30; (II), pgs. 58 e seguintes], e, para cada sub-
-mddulo mdximo, o ideal aniquilador é5=(0). Portanto:

Trorema 65': As condigdes enunciadas no teorema
64' sfio neccessirias e suficientes, para que M seja
completamente redutivel.

Da comparagfio com os teoremas 36 e 37, de [10],
resulta ainda que as mesmas condigdes siio neces-
sdrias e suficientes para que valha em 9 a condigio
de cadeia descendente, 0 nio tenha radical e seja
diferente de zero o ideal de contracgdes num sub-
-modulo minimo.

3. Sobre anéis densos.
§ o.seguinte

T'rata-se de provar neste

’

Trorema: Se QO é um anel denso de endomorfis-
mos-Q, de M, e se A € um ideal bilateral de Q' que con-
tém transformacoes lineares finitas, entdo, dado o
sub-médulo-t  finito N EM , hd uma projecgio Eed,
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de M sobre N. Convém observar que nenhuma
hipitese se faz quanto & dimensionalidade de M,
sobre . No caso de t=[z] ser um sub-médulo-0
com uma inica dimensio, Jaconson, [4], faz a demons-
tragdo como segue. Imaginemos 0= BeY e MB=
=[y1, ' ,¥%,] um espaco finito com a base formada
pelos elementos y;, supostos independentes-0t. Admi-
tamos que z eM, B =y, 4 e, y Ay =z,
¥ A1=0, se i5£1. Vé-se que MBA= [i1,--,¥,] 41 E
E[z), 21BAy =2, de sorte que E;= B A, e 6
idempotente e tal que M Ey=[z]. Para se cons-
truir o idempotente K tal que M E=[x], supo-
nhamos 4,43 eV, 2y Ay—wx, @ Ag=z,. Entfo, veri-
fica-ge que Mm Az Ei Az E [-‘81] Az=-[x] y & As E1 Ag=:l3,
de modo que Ay iy A;=FE ¢ precisamente o idempo-
tente procurado, Passando ao caso em que 9 =
=[®y,--,2,], onde os x; sfo independentes-0, ima-
ginemos construidos idempotentes E;, (i=1,2,..-,7),
tais que [@y, 2] =ME 1 +..-+ME,, ME,=
[2,] ,_E’,-eiTI. E fdeil de construir um idempotente
Fe2 nas condigdes seguintes: ME'; + ME'; =
MEy + MF,E"yF=FE;=0. Vejamos primei-
ramente que se tem ME'y + ME', = ME; +
+ME', (1—E'y) onde, 1 significa o endomorfismo idén-
tico. Um elemento do 2.° membro é da forma m E';+
+m'Els (1—E')=(m—m'E'}) E'1+m'E'y , (m,m' e M),
o que mostra pertencer ao primeiro. Inversamente,
um elemento do 1. membro é da forma m E'y +
+m' E'y =mE'y 4+ m' E'y+m' K3y E'y— m' E', B!y =
=(m+m' E'3) E'y+m' E's (1-E'Y), pelo que per-
tence ao segundo. O referido 2.° membre ¢é uma soma
directa. Como a sua 2.4 parcela nfio é nula e é del.2
ordem, designemos por E';e9 um idempotente tal
que ME, (1—E}) =ME";. Vé-se que E''{ E'{=0_
Pondo, entio, F=E'";—E'|E'";, vem imediatamente
FEY=E V=0, FF=F,E", F=E",, FE"1=F,
M EYy =M E" Fgm'{ FMF=WFE'", EME",
e, portanto, M E'j=M . Em seguida, o idempo-
tente Ey=FE'1+ F ¢ tal que [wy,x]=M E;. O-pro-
cesso continua, pondo ME'y + ME', + M E'y —
=M Ey + M E'3. Chegamos a encontrar o idempo-
tente G nas seguintes condiges: G e, GE; —
=E,G=0, ME,+ME; =ME,+ME&, M E +
+MEL+ME=ME +M F+MG. Vamos ver
que os trés idempotentes E';, F, G sfo ortogonais.
De facto,
EyE=E"Y, EZWE,=EY, GE,E4=0=GE/,
EYE;G=0=E G,/EyF=F, FE,=F,
GE\F=GF =0, FEG=FG=0.
Teremos, deste modo, [xg,xs, xs]=ME+M G=
=ME,, E,=Ei+G=E'1+ F+@G. O raciocinio
prossegue, até 4 demonstragio do teorema. Tem lugar
este -

Aprramenro. A projeccio E e A  decomple-se em
projecgles ortogonais e; todas pertencentes a 9, de
tal modo que

[x1y, ] =M E =NMey ++---Me, , {8."-’&’0: se is=k;
[y 2] =M e+ +Me, kzZn.

4. Sobre a densidade dos anéis irredutiveis. Do
teorema em causa neste §, que vai ser enunciado,
a parte direeta é provada como em [4]. O que tem

- principal interesse ¢ a demonstrag¢fio da parte inversa,

a4 qual se é levado, rigorosamente falando, com um
raciocinio devido a CuevaLLey, que se encontra
em [3].

Teorema de CuevaLLev-Jacossos. Seja Q' wm anel
denso arbierario em M, sobre 0, este suposto anel de
divisio. Q' € anel irredutivel e Q € o seu comutador.
Inversamente, se Q' € irredutivel ¢ o anel de divisio ©
€ 0 seu comutador, entiio Q' ¢é denso em M, sobre Q.

Partamos do anel denso 9' e suponhamos (M/)=1,
isto ¢, M de 1.* ordem sobre 0. Entdo, pois que M
é finito, o anel denso @' é a totalidade dos endomor-
fismos-}, pelo que ¢é o comutador de ©. Podemos
afirmar que Q' & anti-isomorfo_de . Escrevendo
M=, (O=xzeM), pois que Q', por ser denso,
¢ irredutivel, procuremos também o comutador de Q' =
Como @' & anel de divisdo, o seu comutador ¢ anel
de divisio ©, que contém , e ¢ anti-isomorfo de Q'
Seja d'e®. Por se ter ad = xd, para um certo
deQ, vem, se d's=d, x(d'—d)=0, x (d'—d)(d'—d)~' =
=x=0, o que é absurdo. Assim, d'=d, d'eq e
8=0n. Q' e 0 sio, portanto, comutadores reciprocos,
no caso de M ter uma s6 dimensfio. Inversamente,
se O ¢&irredutivel e 2 o seu comutador, na hipdtese
(M/0)=1, O' é denso em M sobre 0, sendo Q' e O
comutadores reiprocos. O teorema encontra-se com-
pletamente demonstrado, no caso de I ter uma sé
dimensfo.

Suponhamos agora que isso nio tem lugar e vol-
temos ao anel 0'. Admitindo que B pertence ao
comutador de ', trata-se de provar que B=be0.
Seja Os£xeM. Em primeiro lugar, = eaxB sio
dependentes-0, visto que, de contrdrio, poderiamos
encontrar C e ', nas condigdes seguintes: x C =0,
xBC4£0, aBC=xCB=0, o queé absurdo. Pondo
xB=uxb,, onde b, e, vamos provar que, para ye M
e qualquer, é também y B=yb,. De facto, esco-
lhamos Ae@ de modo que seja xA=y. Entdo,
vAB =xBA=yB=xb,A=xAdb,=yb,, como se
quer. Demonstrado que b, ¢ independente de ,
poremos @B=xb, o que prova a afirmacio, pois, se
=0, 0. B=0.56=0. A parte directa do teorema
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encontra-se, assim, com Jacomsox, completamente
demonstrada. A parte inversa serd provada deste
modo: pois que M nio é de 1.* ordem relativa-
mente a (L, comegaremos por mostrar que, dados
Ly ey @y, x,y, €M e independentes-2, ¢ possivel
encontrar endomorfismos B,,---, B, , B, eq , para
08 quais  x; Bi=x; , 2; B;=0, (i£j; ,j=1,2,--,
n+1), contanto que se admita existirem n endo-
morfismos A; para os quais x, A;=x;, - ,x, A, =
=x,, ;. 4;=0, se i£j, (¢,j=1,2,:.,n); depois,
tendo em conta a irredutibilidade de @' e a exis-
téneia. dos 4;, procuram-se C,,---,C,eq' reali-
zando as igualdades =, C,=y,,---,x, C,=y,, onde
os y; sdo quaisquer elementos de M. O endomor-
fismo C=x A4; C;eq serd tal que x, C=y, ,++, x, C=
=y,, e a densidade de Q' ficard estabelecida.
Dewossrragio. Encontrados os A4;, (i =1,2,.--,2),
designaremos por ¢ o ideal direito aniquilador do
sub-espa¢o [x,,:--,x,]. Para cada 3¢ [xy,---,2,],
vamos ver que ¢ xys8s~(0). Se for a8 =(0),
comecemos por fixar ¢ e consideremos 3 tal que
z, B=0. Entfo, sendo 2; 4; B=x; B=0 e x; 4, B=0,
concluimos. 4, Beg e xgd,B=0. A correspon-

‘observagio

. Pondo, entio,

déncia @, A >z A, A, (Aeq' 6 qualquer), por ser
@' =M, 6 um endomorfismo de M, visto que, se
se admitir’ ;4 =x; C, é a,(A—C) =0, e, pela
acabada de fazer quanto a B, é
wp A; (A—C)=0, o que dd xpd; A=mwy 4, C. O refe-
rido endomorfismo ¢ um endomorfismo-Q' , que repre-

sentaremos por a;6Nt. Ele di o d—+a;da;=
=xgd;d; wy=x; d;—x; A;a;=1x9 A; A;; e, como
a (4} — A)=0, é Af—Aegd, xg(4]—4)=0,
xgd; A4, = w9 A;. Posto isto, tomemos D =3ZA4,.

Vale o, (A—DA) =2, A—a2; A=0, xy (4 — DA) =
= (wg—axgD)A= 0. E, como A ¢ qualjuer, tem-se
@g—wg D=0, mg=1x9 D=19 % 4;. Os endomorfismos-?/,
representados por a;,a,,:--,a,60, dio, assim,
To=TpZ A;=x92 A; 4,=2x; d;a;=Zw a6 [my -, 2],
contra a hipdtese feita sobre x;. Estabelecido que
298 5= (0), tem-se x58 Q' =M, e, portanto, xgs=M]\.
Existe A,e ¢ para o qual xg dg=x(. Também existem
Ajes, (i=1,2,---,n), para os quais wgA4;=xy 4';.
Ty =Ty, Ag= By, Bi=4,—4%,

; -
(i=1,2,.-- ,n), vi-se que @y Byy==pups, T Bpyy=

c=x Ag=0, 3 Bi=x, d—x A=, o;B; = o 4; —

—w; Ay =0, (j5i). A demonstracio estd feita.



