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As funções de variáveis reais têm sido tratadas 
cada vez mais profundamente e, ao que parece, com-
pletamente, considerando-se sucessivamente espécies 
mais gerais, afim de fazer incidir sobre elas hipóteses 
tão pouco restritivas quanto possível. Neste sentido, 
as funções continuai são incluídas nas funções inte-
gráveis À LEUKSOUE. Vêem então as funções integrá-
veis Â DENJOY e as funções integráveis À PERKON, após 
o que tõm atraído a atenção as sucessivas classes de 
dc BAIitE, etc. 

* Parece que se tem ido tão longe quanto possível 
na direcção oposta, quero dizer, considerando-se pro-
priedades cada vez mais especiais das funções. Entre 
as funções contínuas, foi-se levado a distinguir: 

A) funções absolutamente continuas ; 
B) » de variação limitada; 
C) O satisfazendo À condição LIPSCHITZ-

-HOLDEH ; então 
D) funções admitindo derivada; 
E) u cuja derivada gosa das propriedades 

A) , B) ou C) ; 
P ) funções admitindo um certo número p de deri-

vadas, que pode ainda supor-se satisfazerem às con-
dições A), B) ou C). 

Se agora tomamos p— oo, isto é, 
G) funções admitindo derivadas de todas as ordens, 

parece ã primeira vista que nenhuma outra hipótese 
oferece interesse enquanto nos não restringimos ás 

H ) funções analíticas. 
Mas por outras considerações, a lacuna entre as 

condições G) e II) aparece como muito larga; e na 
realidade, eia foi agora preenchida com o auxilio da 
teoria das equações de derivadas parciais: mais pre-
cisamente, do problema de CAUCHV. 

Como se sabe, a questão referente à existência de 
soluções para as equações de derivadas parciais 
recebeu uma resposta geral — ou considerada como 

tal — no célebre teorema de CAUCHV - KOWAUEWSKY. 
Este teorema estabelece que para uma tal equação, 
digamos de 2.* ordem (dando o valor duma derivada 

(Pu 
dc 2.* ordem 

rfiu [ <)u \ 
T ã ~ t 1 — > T ~ > " ' 2 : 0 ' x ' > " ' ' )> <Jx$ {( fXjóXk Oxi ) 

em termos das outras segundas derivadas, das pri-
meiras derivadas, da função desconhecida u e das 
variáveis independentes), se o segundo membro é 
holomorfo nas diferentes variáveis, podemos deter-
minai* uma solução u escolhendo arbitráriainente os 

para x ™ D, como funções valores de u e de 
Óxq 

das outras variáveis independentes — seja 

(1) ti ( 0 , x j , »„,._,) - <p , , 

\Ó Xq/ 
: í (^l I Ia»-«) • 

("} Kecçbldo em 1 T>M. Março. 

Se, além disso, fp e ij- são holomorfas, este pro-
blema de CAUCHV, admite uma e só uma solução (*). 

Esta resposta ao nosso problema capital foi mui-
tas vezes considerada como completamente geral, 
devido à tendência, entre os geómetras do último 
século, para não considerar a hipótese de analitici-
dade como uma restrição essencial de generalidade. 

O estado actual da Ciência tem levado a conclusões 
muito diferentes. Pode acontecer que o problema de 
CAUCHV seja possível sem qualquer hipótese de anaii-
ticidade; tal é o caso, por exemplo, do problema de 
propagação do som num meio ilimitado em todos 
os sentidos (sendo a equação diferencial a das ondas 
esféricas e as condições odefenidas» relativas 
a í = 0 ) ; dum modo geral, duma equação do tipo 
nsimplesmente-biperbóiicoo (sendo os dados de CAD-
CHY originados por uma superfície espacial. Mas 
se se considera agora a equação de LAFLACK (equação 

a 
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dos potenciais) e tentamos determinar uma solução 
)T pelos dados de CAUCHY {'), pode ver-se facilmente 
que, por exemplo, nenhuma solução existe se uma 
destas funções é suposta identicamente nula e a outra 
não analítica. 

Isto não introduz nenhuma nova concepção, visto 
que somos ainda conduzidos à condição II) de ana-
liticidade. Mas as coisas mudam se partirmos agora 
da equação do calor, 

~ ày' 
Se tomamos ainda tp, um dos dados de CAUCHY, 

como identicamente nulo, o problema em geral não é 
possível, mesmo se o outro dado v satisfaz à condi-
ç3o G). 

As condições necessárias e suficientes para a exis-
tência duma solução são: 

1,* Condição G) (que existam as derivadas de 
todas as ordens); 

2.®) Condição H;), que os valores absolutos de y'* 
admitam limites superiores; 

Hz) W»(y)\<É(2p)lB', 
onde A' e R são-duas constantes positivas (isto é, 
independentes de ji e y , embora geralmente dife-
rentes para os diversos tj). 

A condição H2) difere da condição de analitici-
dade: ela é menos restritiva, pois que a analiticidade 
é expressa, além de G), pelas desigualdades 
H) 1 n * ) l < A ' r i / f f , 
onde K e E tèm a mesma significação que acima. 

Portanto, a «classe de espécie 2» defenida por 
aquela condição é intermediária entre as classes G) 
e H), O mesmo se pode dizer, sem dúvida, das 
«classes de espécie i» definidas por 

para qualquer x maior que a unidade f1). 
Por um tal resultado, foi aberto o caminho para 

urna longa e importante série de pesquizas. 
Primeiramente, a propriedade mais clássica — e 

até agora considerada como característica — das 
séries de TAYLOR é que uma função tf1 é completa-
mente determinada quando são dados os valores 

( ) A demonstração de CATICWT e SOFIA KOWAUWS&T apenas 
provou que i:">• existo mais do que uma solução holomorfa. 
Quo nenhuma outra qualquer solução podo existir resulta, au 
menos para miiima case« (equaçttes lineares de coeflclclentos 
analíticos), de trabalhos posteriores (KOLMGREX, IIAsLlVT, 
CAKI.BMAK). 

'j 1 4 a classe das hinçfles analíticas. Para a • ' ] , nina 
runç&o saltsfa/.endo íts desigualdades (111) é ULÍO SÓ anaiitca, 
mas também uma funçfto Inteira de genus maior do que 1/(1— 

numéricos da própria função 41 e das suas derivadas 
de todas as ordens, para um determinado valor da 
variável independente no interior do intervalo {a , i) , 
onde ela è suposta holomorfa; tem-se, como conse-
quência, que se $ é dada num intervalo (o ,b) e é 
suposta holomorfa num intervalo (a , c) mais extenso 
(com a < i < c ) , um tal problema de prolongamento 
analítico — isto é, determinação de <{i no intervalo 
complementar (fc, e) — se for possível, é" determinado. 

A questão que surge naturalmente é : pertencerá 
esta propriedade à classe Ha) ? Se uma função per-
tence a esta classe, será o seu prolongamento ana-
lítico determinado adentro da classe? 

A resposta é negativa. Pode mostrar-se facilmente 
que as funções 

- 1 ™ 1 - L (2) e - , (2') - « » • 

pertencem à classe de espécie 2. As sucessivas deri-
vadas — mais precisamente, «derivadas à direitas — 
de ambas elas são todas nulas para ^ = 0 , Assim (2) 
ou {2') podem «prolongar», para uma função 
identicamente igual a zero para ^ < 0 , gerando uma 
função contínua assim como todas as suas derivadas, 
para cada y real de —oo a + oo . 

A questão pode ser agora obviamente generalizada. 
Usando um símbolo análogo ao de LANDAU, supo-
nhamos que 

/«©?, 
onde / e r/ são funções do inteiro p , a segunda das 
quais positiva, significa que existem duas constantes 
A e R tais que 

j / | <KgjBr 

para cada p positivo. Sendo dada uma sucessão de 
números Ar, o sistema de desigualdades 
(A) (y) = © A > > 
a ser satisfeito pelas sucessivas derivadas duma fun-
ção define uma classe de funções (a classe das 
funções analíticas, se !). Diremos agora que 
esta classe Ar i quase-analítica se o prolongamento, 
no sentido considerado acima, é determinado adentro 
desta classe. A questão é: sob que condição a suces-
são Ap define, pelas desigualdades (A), uma classe 
quase-analitica. 

Este belo problema foi completamente resolvido 
p e l a s p e s q u i z a s d e BOTIL, DEN-JOV e CAKLEMAN. A c o n -
dição para a quasi-an ali ti cidade é a divergência da 
série 

previamente regularizada, isto é, quando certos valo-
res de Ar são substituídos por outros menores se, 
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para alguns valores de p , eles são anormalmente 
grandes. 

Ainda outra generalização é possível e foi estudada. 
Imaginemos um sistema de condições — não neces-
sariamente da forma (A) — imposto a uma função 
I}J, definindo-se assim uma classe (?. Pode acontecer 
que esta classe seja quasi-analítica, sendo a signifi-
cação de «prolongamento» ligeiramente modificada 
pois que as derivadas já não intervêm: uma função iji 
é definida em (a , i ) e satisfaz às condições tente-
mos defini-la ern (b,c) de forma que as mesmas con-
dições sejam satisfeitas em (a , e); diremos que a 
classe é quasi-analitica se este prolongamento (quando 
possível) é possível duma só maneira. 

Estas espécies de classes quasi-analiticas foram 
obtidas por SKKÜK BERNSTKIX como uma consequência 
das suas célebres e profundas investigações sobre 
aproximação polinomial. Quanto elas podem ser dife-
rentes das consideradas acima, será imediatamente 
assinalado pelo facto que algumas delas compreendem 
funções desprovidas de qualquer derivada. 

II 

Ainda outros caminhos de investigação foram su-
geridos pela consideração das classes / / j ou Ha,. 
Uma propriedade essencial das funções analíticas é a 
de gerarem outras pelas operações clássicas da Aná-
lise, tais como a adição, multiplicação, formação de 
funções de funções e funções compostas, definição de 
funções implícitas por meio de equações ordinárias 
ou também por equações diferenciais. Como se sabe, 
a demonstração de que estas operações, aplicadas a 
funções analíticas, produzem aíndafunções analíticas, 
é geralmente levada a cabo com o auxílio de «fun-
ções dominantes», baseando-se no facto que as desi-
gualdades com os membros maiores positivos podem 
combinar-se por adição e multiplicação. 

Maurice Gevrey generaliza isto às classes de espé-
cie a , constituindo para estas classes toda uma nova 
Análise, inteiramente paralela à antiga, mas onde os 
sucessivos cálculos são não só sujeitos à «dominação» 
como no método de Cauchy, mas à nsobredoininação», 
isto é, substituindo cada termo pela sua potência de 
ordem a. e fazendo uso da desigualdade 

( a + ^ a * + ( a > 0 , b > 0 , a > 1 . 

Assim, o produto de duas funções pertencentes à 
classe de espécie « > - 1 6 ainda uma função da 
mesma classe; etc. 

Sem dúvida, podemos estudar propriedades seme-
lhantes nas classes mais gerais (A). No que diz res-
peito ao produto, a questão foi completamente resol-

vida por Gorny ( ' ) ; a propriedade relativa ao pro-
duto subsiste em cada classe do tipo (A) considerada 
num intercalo infinito. Ela é também válida se o 
intervalo é finito, desde que substituamos Ae por 
max (Ap,p !). 

III 

Outras questões respeitantes ao problema de Cauchy 
conduzem a propriedades notáveis e inesperadas de 
funções de variáveis reais. 

Partamos da equação das ondas esféricas, 

(E i ) £ _ 1 (!Pu Í^K d* ti 
dxt ' ày1 àz* 

Esta equação é hiperbólica e, mais precisamente, 
«simplesmente hiperbólica». Contudo o problema de 
Cauchy que lhe diz respeito pode ser impossível. 
Tais casos ocorrem se, em vez de / = (J, os dados são 
originados pela hipersuperfície e = 0 : uma superfície 
temporal (ttime-like») em lugar de uma espacial 
(«spacc-Iike»), O problema de determinar a solução 
de (E3) por 

« ( 0 , y , e , í ) = ç ( y , s j , t> , ^ = H lh . * ) ' ) 

onde tf e y já não são supostas analíticas (mesmo 
se indefinidamente diferenciáveis), é em geral impos-
sível. Como deveremos escolher e £ — ou, para 
simplificar, uma destas funções, tomando-se a outra 
identicamente nula — para chegar a um problema de 
CAUCHY possível? 

Sem dúvida, um problema análogo existe para cada 
número de dimensões: por exemplo, para a equação 
das ondas cilíndricas. Mas, desta vez, aparece uma 
nova e curiosa circunstância se considerarmos um 
meio unidimensional, ficando a equação diferencial 
reduzida à equação das cordas vibrantes 

(E,) 
Pu 

Neste caso não há distinção entre direcções 
espaciais e temporais: a variável í desempenha um 
papel inteiramente análogo a x , de modo que o 
problema de que agora falamos não existe para 
este caso. Consequentemente, encontraremos proprie-
dades de funções de diversas variáveis que não têm 
análogo no caso duma só variável. 

(1) CoMtrvo o cruel remorso |J" 1: Tl• I ter conseguido obtor, 
pnra este jovem tão belamoute dotado, uma [lotuoaçüo num A 
Universidade Amerlcaua. A recusa duma tal nomeaçlio oqulvalou 
para elo a uma eobdenaçAo u morte: D Ho pode ser libertado 
dum campo de concentração em K rança, quo abatido ri ou somente 
vara sogulr para a 1,'fimAra de i; * • na Alemanha. 
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Vê-se facilmente que a questão pode ser, e mesmo 
duma infinidade de maneiras, reconduzida à expressão 
duma função do duas ou mais variáveis por médias 
isemi-circularesii ou «hemi-esféricas». 

Para a equação das oudas cilíndricas 
* 

ó*u d*« 
0 Jts* d y: ú<? 

à qual nos referiremos de preferência, por conveniência 
de figuração, tomemos no semi-plano x ^ 0 , um 
semi-círculo tendo o seu centro (0, y0) sobre o eixo 
dos y , sendo o seu raio designado por (0 . O valor 
médio duma função arbitrária X (x , y) sobre este 
semi-cfrculo será uma função de j/o e de ta, digamos 
í (yo» h) • 

Sendo agora dada + í possível encontrar 
uma função X(x,y) correspondente? 

É certamente possível (duma só maneira) se ij. é 
analítica nas duas variáveis que contém e, mais ge-
ralmente, como resulta duma proposição de VOLTEIRA, 
se é analítica em y<,; mas o problema é, pelo con-
trário, certamente impossível se ij/ é independente de 
t e não analítica em 

Para um dado + , O H requerido pode ser obtido 
por aplicação, uma infinidade de vezes, das duas 
operações que combinam derivação e integração, ['ara 
que í exista, é necessário que cada uma destas su-
cessivas operações seja possível (o que, no entanto, 
em virtude da intervenção da integração, pode acon-
tecer mesmo sem a existência de derivadas de i ) . Se 
assim é, estas operações levam ao valor médio do 
produto X P j onde P é um polinómio; donde por 
processos conhecidos de passagem a limite, o valor 
de X em cada ponto. Somente, é ainda necessária a 
convergência nestas passagens a limite. 

Mas as operações assim sumariamente descritas 
oferecem um notável aspecto. Elas podem ser efec-
tuadas quando íf é dada no interior dum pequeno 
segmento do eixo dos y e variando t de t' a t" — 
por outras palavras, num rectângulo ( l), embora 
exiguo, paralelo ao eixo dos t {veja-se o diagrama 
junto). Se, agora, as condições de validade o con-
vergência destas operações são satisfeitas, elas defi-
nirão t e, consequentemente, ty , não só no interior 

do rectângulo, mas em todo o interior dum losango 
(ver diagrama) circunscrito àquele (de lados incli-
nados de 45" em relação à vertical), com excepção das 
partes que correspondem a tct' ou a í > í'1 . Por-
tanto, vemos que as funções satisfazendo às condições 

J 

de possibilidade do nosso problema admitem um certo 
prolongamento analítico —não, porém, sobre qualquer 
espécie de domínios, mas sobre domínios de certas 
formas. 

Se recordarmos que a redução do problema deCAu-
CHY a um problema de médias semi-cireulares pode 
ser obtida pelos mais variados caminhos, encontramos 
que o prolongamento analítico de ^ (y , í) , se dado 
no interior duma certa área do plano y t , atinge 
uma área circunscrita a Sa e limitada por caracte-
rísticas de ambos os sistemas. 

Vemos pois que, para funções de diversas variáveis, 
existem novas espécies de prolongamentos analíticos, 
que não têm análogo para funções duma só variável, 
a saber, prolongamentos sobre áreas ou volumes de 
certas formas especiais. 

(') rio caso tia equação das oadas esférica* — uma equação 
otD quatro variáveis, a última das quais, ' , & uma variável do 
tipo-tempo,—a função v , - , í] pode ser dada no interior dum 
círculo, embora pequeno, do piano y a e píira L' < t < t" r ls1o 

no Interior dum cilindro circular, embora exíguo. de eixo 
paralelo ao eixo dos t; e sendo assim, ela será determinada 
em todo o Inlorior dum duplo cone circunscrito ao cilindro (ou " 
mais exactamente na farte deste duplo cone correspondente a 
C < i < i " ) . 


