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As func¢des de varidveis reais tém sido tratadas
cada vez mais profundamente e, ao que parece, com-
pletamente, considerando-se sucessivamente espécies
mais gerais, afim de fazer incidir sobre elas hipéteses
tdo pouco restritivas quanto possivel. Neste sentido,
as funcgdes continuas sfo incluidas nas fungdes inte-
griveis a4 Leseseue. Véem entdo as fungdes integrd-
veis 4 Dexsov e as fungdes integrdveis a Perrox, apos
o que tém atraido a atenclo as sucessivas classes de
de Bairg, ete.

Parece que se tem ido tdo longe quanto possivel
na direcgio oposta, quero dizer, considerando-se pro-
priedades cada vez mais especiais das fungdes. Entre
as funcdes continuas, foi-se levado a distinguir:

A) fungdes absolutamente continuas;

B) »  de variagdo limitada;

C) » . satisfazendo & condigdo Lrescmrrz-
-Héuper; entdo

D) fungdes admitindo derivada;

E) » cuja derivada gosa das propriedades
A), B) ou C);

F) fungdes admitindo um certo nimero p de deri-
vadas, que pode ainda supor-se satisfazerem as con-
digdes A), B) ou C).

Se agora tomamos p = co, isto &,

G) fungdes admitindo derivadas de todas as ordens,
parece a primeira vista que nenhuma outra hipotese
oferece inter@sse enquanto nos nfo restringimos as

H) fungdes analiticas.

Mas por outras consideragdes, a lacuna entre as
condigdes G) e H) aparece como muito larga; e na
realidade, ela foi agora preenchida com o auxilio da
teoria das equacdes de derivadas parciais: mais pre-
cisamente, do problema de Cavcny.

Como se sabe, a questfio referente a existéncia de
solugdes para as equagdes de derivadas parciais
recebeu uma resposta geral — ou considerada como

(*) Recebido em 1951, Margo.

tal — no célebre teorema de Cauvcey - Kowanewsky.
Este teorema estabelece que para uma tal equagio,
digamos de 2.2 ordem (dando o valor duma derivada

de 2.* ordem

dx} ’
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9= dx; dwy Jw;
em termos das outras segundas derivadas, das pri-
meiras derivadas, da fun¢io desconhecida u e das
varidveis independentes), se o segundo membro ¢
holomorfo nas diferentes varidveis, podemos deter-
minar uma solugio » escolhendo arbitrdriamente os

valores de u e de j—u para x =0, como fungdes
g

das outras varidveis independentes x; — seja

(1) u (Qle!"'xm--l) =9 (@, ey Ty) 5

i A
(J-to :.B:D_Y 1

Se, além disso, 9 e ¢ sdo holomorfas, este pro-
blema de Cavcny, admite uma e s6 uma solugio (1).

Esta resposta ao nosso problema capital foi mui-
tas vezes considerada como completamente geral,
devido a tendéncia, entre os gedmetras do iltimo
século, para n#o considerar a hipitese de analitici-
dade como uma restrigiio essencial de generalidade.

O estado actual da Ciéncia tem levado a conclusdes
muito diferentes. Pode acontecer que o problema de
Cavcny seja possivel sem qualquer hipdtese de anali-
ticidade; tal é o caso, por exemplo, do problema de
propagagio do som num meio ilimitado em todos
os sentidos (sendo a equagio diferencial a das ondas
esféricas e as condigbes «defenidas» relativas
a t=0); dum modo geral, duma equac¢do do ftipo
«simplesmente-hiperbdlico» (sendo os dados de Cav-
cuy originados por uma superficie espacial. Mas
se se considera agora a equacio de Liarrace (equagio
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dos potenciais) e tentamos determinar uma solugio
u pelos dados de Cavcny (1), pode ver-se facilmente
que, por exemplo, nenhuma solugfo existe se uma
destas fun¢des ¢ suposta idénticamente nula e a outra
nio analitica.

Isto ndo introduz nenhuma nova concepgio, visto
que somos ainda conduzidos & condi¢io H) de ana-
liticidade. Mas as coisas mudam se partirmos agora
da equagdio do calor,

Pu  Ju
0= Jy’

Se tomamos ainda ¢, um dos dadoes de Cauvcny,
como idénticamente nulo, o problema em geral nio é
possivel, mesmo se o outro dado ¢ satisfaz a condi-
gdo G).

As condigdes necessdrias e suficientes para a exis-
téncia duma solugio sfo:

1.2 Condigdo G) (que existam as derivadas (™ de
todas as ordens) ;

2.°) Condigdo H,), que os valores absolutos de ¢
admitam limites superiores:

" Hy) 4" () | < K (2p)! B7,
onde K e R sfo.duas constantes positivas (isto é,
independentes de p e y, embora geralmente dife-
rentes para os diversos ¢).
A condigdo H,) difere da condigdo de analitici-
dade: ela é menos restritiva, pois que a analiticidade
é expressa, além de G), pelas desigualdades

H) [¥m () | <Kp!| B,

onde K e R tém a mesma significagio que acima.
Portanto, a «classe de espécie 2» defenida por

aquela condigdo ¢ intermedidria entre as classes G)

e H). O mesmo se pode dizer, sem divida, das
«classes de espécie a» definidas por

(Ha=) ¢ ) | < KT (zp) | B*,

para qualquer = maior que a unidade (?).
Por um tal resultado, foi aberto o caminho para
uma longa e importante série de pesquizas.
Primeiramente, a propriedade mais cldssica —e
até agora considerada como caracteristica — das
séries de Tavror é que uma fungdo ¢ é completa-

mente determinada quando sdo dados os valores |

(') A demonstragiio de Caveny e SorFia KOWALEWSKY apenas
provou que ‘niio existe mals do que uma solugfio holomorfa.
Que nenhuma outra gqualguer soluglio pode existir resulta, ao
menos para muitos casos (equagles lineares de coeficicientes
analiticos), de trahalhos posteriores (HoLmerex, Haxs Lewy,
CARLEMAN).

(*) 2=1 & a classe das fungdes analiticas. Para 2 << 1, uma
funglio | satisfazendo as desigualdades (H2z) é nfo sé analitea,
mas ‘também uma fungiio inteira de genus maior do que 1/(1—=a).

numéricos da propria funglo ¢ e das suas derivadas
de todas as ordens, para um determinado valor da
varidvel independente no interior do intervalo (a,5),
onde ela é suposta holomorfa; tem-se, como conse-
quéncia, que se ¢ & dada num intervalo (a,b) e é
suposta holomorfa num intervalo (a,c¢) mais extenso
(com a<<b<c),um tal problema de prolongamento
analitico — isto ¢, determinaciio de ¢ no intervalo
complementar (b ,c) — se for possivel, é determinado.

A questfio que surge naturalmente é: pertencerd
esta propriedade i classe Ha) ? Se uma fungio per-
tence a esta classe, serd o seu prolongamento ana-
litico determinado adentro da classe?

A resposta é negativa. Pode mostrar-se facilmente
que as funcdes

=% L
(@) Jw e

pertencem A classe de espéeie 2. As sucessivas deri-
vadas — mais precisamente, «derivadas i direita» —
de ambas elas sfo todas nulas para y=0. Assim (2)
ou (2) podem «prolongar», para y >0, uma fungio
idénticamente igual a zero para y <0, gerando uma
fungfio continua assim como todas as suas derivadas,
para cada y real de —co a + oo,

A quest@o pode ser agora obviamente generalizada.
Usando um simboelo andlogo ao de Laxpau, supo-

nhamos que
f=0gyg,

onde f e g sdo fungdes do inteiro p, a segunda das
quais positiva, significa que existem duas constantes
K e R tais que

| f| < Kg|B
para cada p positive. Sendo dada uma sucessdo de
nimeros A,, o sistema de desigualdades

(A) ¥ (y) = O 4,,

a ser satisfeito pelas sucessivas derivadas duma fun-
¢do ¢, define uma classe de fun¢des (a classe das
fungdes analiticas, se 4,=p!). Diremos agora que
esta classe A, é quase-analitica se o prolongamento,
no sentido considerado acima, é determinado adentro
desta classe. A questdo é: sob que condi¢io a suces-
sio A, define, pelas desigualdades (A), uma classe
quase-analitica. .

Este belo problema foi completamente resolvido
pelas pesquizas de Bogrer, Dexsoy e CarrEman. A con-
digio para a quasi-analiticidade é a divergéncia da

il

série
P Al g
Vi,

préviamente regularizada, isto é, quando certos valo-
res de A, s3o substituidos por outros menores se,
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para alguns valores de p, eles sio anormalmente
grandes.

Ainda outra generalizagfo é possivel e foi estudada.
Imaginemos um sistema de condigdes — nfio neces-
siriamente da forma (A) — imposto a uma fungio
4, definindo-se assim uma classe ¢. Pode acontecer
que esta classe seja quasi-analitica, sendo a signifi-
cagio de «prolongamento» ligeiramente modificada
pois que as derivadas jd nfo intervém: uma fungio ¢
¢ definida em (a,b) e satisfaz as condigdes @; tente-
mos defini-la em (b,c¢) de forma que as mesmas con-
digdes sejam satisfeitas em (a,c); diremos que a
classe é quasi-analitica se este prolongamento (quando
possivel) é possivel duma sé maneira.

Estas espécies de classes quasi-analiticas foram
obtidas por Serce Berxsreix como uma consequéncia
das suas célebres e profundas investigagdes sobre
aproximagfo polinomial. Quanto elas podem ser dife-
rentes das consideradas acima, serd imediatamente
assinalado pelo facto que algumas delas compreendem
fungdes desprovidas de qualquer derivada.

IT

Ainda outros caminhos de investigaciio foram su-
geridos pela consideragfio das classes H, ou Ha.
Uma propriedade essencial das fungdes analiticas ¢ a
de gerarem outras pelas operagdes cldssicas da And-
lise, tais como a adigfio, multiplicagdo, formagdo de
fun¢des de fungbes e fungdes compostas, definigio de
fungdes implicitas por meio de equagbes ordindrias
ou também por equagdes diferenciais. Como se sabe,
a demonstragio de que estas operagdes, aplicadas.a
fungdes analiticas, produzem ainda fungdes analiticas,
¢ geralmente levada a cabo com o auxilio de «fun-
¢des dominantes», baseando-se no facto que as desi-
gualdades com o0s membros maiores positivos podem
combinar-se por adigfio e multiplicacéo.

Maurice Gevrey generaliza isto As classes de espé-
cie o, constituindo para estas classes toda uma nova
Andlise, inteiramente paralela i antiga, mas onde os
sucessivos cdlculos sfio nfo sé sujeitos & «dominagio»

como no método de Cauchy, mas i «sobredominagio»,

isto é, substituindo cada termo pela sua poténcia de
ordem « e fazendo uso da desigualdade
@+8*>a*4+4*, a>0,6>0,a>1.
Assim, o produto de duas fungdes pertencentes a
classe de espécie a>1 ¢ ainda uma fungfo da
mesma classe; ete.
Sem divida, podemos estudar propriedades seme-
lhantes nas classes mais gerais (A). No que diz res-
peito ao produto, a questio foi completamente resol-

vida por Gorny (1): a propriedade relativa ao pro-
duto subsiste em cada classe do tipo (A) considerada

.

num intervalo infinito. Ela é também vilida se o
intervalo ¢ finito, desde que substituamos A, por
max (4,,p!).

11

Outras questdes respeitantes ao problema de Cauchy
conduzem a propriedades notdveis e inesperadas de
fung¢des de varidveis reais.

Partamos da equagiio das ondas esféricas,

(Es) s 5 i‘lfi" i & ~ ﬂ’
o | gyt oz? oe

Esta equacgfio ¢ hiperbdlica e, mais précisamente,
asimplesmente hiperbélican. Contudo o problema de
Caunchy que lhe diz respeito pode ser impossivel.
Tais casos ocorrem se, em vez de £=0, os dados sfo
originados pela hipersuperficie z=0: uma superficie
temporal (¢time-like») em lugar de uma espacial

(«space-liken). O problema de determinar a solugio
de (E3) por

u(0,y,2,0) =9(y,2,0), (d_u) =9 (y,2,7)

df-l’ =0
onde ¢ e { jd nio sfo supostas analiticas (mesmo
se indefinidamente diferencidveis), é em geral impos-
sivel. Como deveremos escolher ¢ e ¢ — ou, para
simplificar, uma destas fungdes, tomando-se a outra
idénticamente nula — para chegar a um problema de
Cauvcny possivel ?

Sem diivida, um problema andlogo existe para cada
nimero de dimensdes : por exemplo, para a equagio
das ondas cilindricas. Mas, desta vez, aparece uma
nova e curiosa circunstiincia se considerarmos um
meio unidimensional, ficando a equagfo diferencial
reduzida 4 equagdo das cordas vibrantes

Pu  Pu
02 Jaz’

Neste caso. nfio hd distingio entre direcdes
espaciais e temporais: a varidvel ¢ desempenha um
papel inteiramente andlogo a ®, de modo que o
problema de que agora falamos ndo existe para
este caso. Consequentemente, encontraremos proprie-
dades de fun¢des de diversas varidveis que ndo tém
andlogo no caso duma sd varidvel.

(Ey)

(1) Conservo o cruel remorso de nfio ter conseguido obter,
para este jovsm'tﬂo belamente dotado, uma nomeagiio numa
Universidade Americana. A recusa duma tal nomeagio equivalen
para ele a uma condenaglio 4 morte: nfio pide ser libertado
dum campo de concentragio em Franga, que abandonou simente
para seguir para a cimara de gaz, na Alemanha.
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Vé-se facilmente que a questdo pode ser, e mesmo
duma infinidade de maneiras, reconduzida a expressio
duma fungio de duas ou mais varidveis por médias
«semi-circulares» ou «hemi-esféricasn.

Para a equagfio das ondas cilindricas

Pu  Pu  Ju

E SOy P b Gon el
(2} ozt dyz 063‘

a qual nos referiremos de preferéncia, por conveniéncia.

de figuragiio, tomemos no semi-plano = >0, um
semi-circulo tendo o seu centro (0, y,) sobre o eixo
dos y, sendo o seu raio designado por ¢ . O valor
médio duma funglo arbitrdria X (xz,y) sobre este
semi-circulo serd uma funcdo de y, e de £, digamos
¢ (yl) > 11!0) ¥

Sendo agora dada ¢ (yp, %), ¢ possivel encontrar
uma’ fun¢do X (2 ,y) correspondente?

E certamente possivel (duma sé maneira) se § &
analitica nas duas varidveis que contém e, mais ge-
ralmente, como resulta duma proposi¢io de Vorrerra,
se é analitica em y,; mas o problema é, pelo con-
trdrio, certamente impossivel se ¢ ¢é independente de
¢t e nfo analitica em y,.

Para um dado ¢, o X requerido pode ser obtido
por aplicagio, uma infinidade de vezes, das duas
operacgdes que combinam derivagio e integragiio. Para
que X evista, é necessdrio que cada uma destas su-
cessivas operacdes seja possivel (o que, no entanto,
em virtude da interveng¢io da integrac¢io, pode acon-
tecer mesmo sem a existéncia de derivadas de ). Se
assim 6, estas operagbes levam ao valor médio do
produto X P, onde P ¢é um polinémio; donde por
processos conhecidos de passagem a limite, o valor
de % em cada ponto. Somente, é ainda necessdria a
convergéneia nestas passagens a limite.

Mas as operagdes assim sumariamente descritas
oferecem um notdvel aspecto. Elas podem ser efec-
tuadas quando ¢ ¢ dada no interior dum pequeno
segmento do eixo dos y e variando ¢ de ¢ a ¢ —
por outras palavras, num rectingulo (1), embora
exiguo, paralelo ao eixo dos ¢ (veja-se o diagrama
junto). Se, agora, as condigdes de validade e con-
vergénecia destas operagdes sdo satisfeitas, elas defi-
nirdo X e, consequentemente, ¢, nio s6 no interior

do rectingulo, mas em todo o interior dum losango
(ver diagrama) circunscrito Aquele (de lados ineli-
nados de 45° em relagfo & vertical), com excepgio das
partes que correspondem a ¢<<t' oua ¢>¢'. Por-
tanto, vemos que as fungdes satisfazendo as condigdes

t

e e

2 ¥

de possibilidade do nosso problema admitem um certo
prolongamento analitico—nio, porém, sobre qualquer
espécie de dominios, mas sobre dominios de certas
formas.

Se recordarmos que a redugiio do problema de Cav-
cuy a um problema de médias semi-circulares pode
ser obtida pelos mais variades caminhos, encontramos
que o prolongamento analitico de ¢ (y,?), se dado
no interior duma certa drea S, do plano y¢, atinge
uma drea circunserita a S, e limitada por caracte-
risticas de ambos os sistemas.

Vemos pois que, para fun¢des de diversas varidveis,
existem novas espécies de prolongamentos analiticos,
que nio tém andlogo para fun¢des duma s6 varidvel,
a saber, prolongamentos sobre dreas ou volumes de
certas formas especiais.

(") No caso da equagfio das ondas esféricas — uma equagilo
em gquatro variiiveis, a ltima das quais, ¢, 6 uma variivel do
tipo-tempo,—a funglo {J (y, 2, pode ser dada no interior dum
cireulo, embora pequeno, do plano y= e para ¢’ <¢<{’ isto
@, no interior dum cilindro ciremlar, embora exiguo. de eixo
paralelo ao eixo dos f; e sendo assim, ela seri determinada

_em todo o interior dum duplo econe eircunserito ao eilindro (ou

mais exactamente na parte deste duplo cone correspondante a
v,



