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MATEMATICAS SUPERIORES

PONTOS DE EXAMES DE FREQUENCIA E FINAIS
ALGEBRA SUPERIOR — MATEMATICAS GERAIS

F. C. C.— Avrcesra Superior — 2.° Exame de frequén-
cia — 1949-50.

3353 — Discutir e resolver o sistema:
x—3y+2—4=0, 22—3y+22+1=0,
—2x+y—38z2—2=0, —z+y—az—3=0.

3354 — Em que pontos (z ,y) tem a func¢io

144 (a—1)

Fiy= 2z2—1

nm valor real? E um valor imagindrio puro? Pode
prever-se que as linhas obtidas tém um ponto comum ?
Qual e porquéd?

3355 — Seja para a curva «?—y*=1, PQ o seg-
mento de normal em P, entre P e o eixo das abeissas.
Determinar e estudar a equacgio do lugar geomé-

trico dos pontos médios de P} .

I. S. A. — Maremdiricas Gerais —41.° Exame de fre-
quéncia — 15-2-1952.

3356 — Diga o que entende por série convergente
e por soma e resto duma tal série. Enuncie e demons-
tre o critério de convergéncia de p'ArLeMBERT e 0 res-
pectivo coroldrio.

3357 — O que entende por classes contiguas de
nimeros racionais? Sendo X' uma grandeza posi-
tiva e « um ndimero positivo definido por duas
classes contiguas H, K de nimeros racionais posi-
tivos como se passa da grandeza X para a gran-
deza «X. Demonstre que dadas duas grandezas A4
e B positivas existe sempre um mimero positivo «
tal que A=aB.

3358 —Deduza a equag¢io da circunferéncia de
centro em C(2,1) tangente i recta y—2x—2=0.
Designando por A o ponto em que a recta é tan-
gente a circunferéneia e por O a origem das coor-
denadas, ‘escreva a equacio do lugar geométrico dos
vértices dos tridngulos de base OA4 e de drea igual

4 do tridngulo OAC.

3359 — Sabendo que cos % =1— (3;110)_2
("‘;1!0)‘ £ ont Jo a1 (1(‘;_13); 4+ calenlar
cos % com érro inferior a 0,01.
3360 — Calcular:
a) lim J\/:c_E b) lim :

R Wi P
lim_ ———.

m — 1420
T

3361 — Facultativo — Represente grificamente o
conjunto dos pontos (z,y) que verificam a condigio
By—zy>2) N (y==).

I. 8. A. — Maremiricas Geras — 1.° exame de fre-
quéncia.

3362 —Diga o que entende por série absoluta-
mente convergente e demonstre que toda a série abso-
lutamente convergente ¢ convergente. Enuncie e
demonstre um teorema relativo a séries de sinais al-
ternados.

3363 — Defina soma de dois mimeros positivos «
e B. Demonstre que se for a=(4|A") e B=(B| B'),
sendo 4, 4" por um lado e B,B' por outro pares
de classes contiguas de niumeros racionais, se tem:
atf=(A+B|A'+B").

3364 — Considere a pardbola y?=6x e a recta
y=z+k. a) Determine o valor de & para que a recta
seja tangente 4 pardbola e designe por P o corres-
pondente ponto de tangéncia. b) Escreva a equagio
do lugar geométrico dos pontos tais que o quadrado
da sua distiincia a P seja igual & distincia & recta
4z —3y+6=0.

3365 — Calcule, a menos de 0,001, a soma da

T |
série e
g S"nl
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. Vi4ax2—1,
3366 — Calcular a) lim ——
=0
A e:{:—’} l'
R S T O el

e* {==1)

3367 — Facultativo — Represente gréi‘icé.mente o
conjunto dos pontos (z,y) tais que (x®-+y2=1)
N@Bz—4y>0).

I. S. A. — Maremdiricas Gerats — 2.° exame de fre-
quéncia — Maio 1952.

3368 — Definr os conceitos de mdximo e minimo
locais e o de funcgdo regular num dado intervalo.
Enuncie e demonstre o teorema de RoLLe.

3369 — Defina o conceito de assintota e deduza
as formulas usuais para a determinagdo das assin-
totas duma curva caso estas existam.

a3
"3370 — Estudar a fun¢fo f(x) = ———— e re-
r2—x—2
presentd-la graficamente.
3371 —Separar as raizes da equagiio 3 —3x—1=0
e determinar uma delas, a menos de 0,01.
z+ 6y +3z2=1
4x + 15y + pz =2
6z + 3py+ 152=8.

3372 — Discutir o sistema

I. 8. C. E. F.—Mareuiricas Gerais — Exame final
— 3 de Outubro de 1951.
3373 — Estude e represente graficamente a fungio
i fa—x)*
==~ (a>0). R:
a+x
Dominio. (—co,—a) e(—a, +o0); lim y=—oco}
x=—og
lim y=—o0; lim x=+o0a; limy=+co.

yu—a—0 ¥ ; x=~—:+(‘ =+
Continuidade. E continua em todos os ponlos do

dominio.
- Tragos. Os pontos (a,0) e (0,a).

k H 422
Crescimento. y = x— 3a +4 - e portanto:
a-+x
e A8 y do 4% = {a + x)?
v'=1— ——— que se anula quando 4a* = (a + x
3 (a+%)? /] 2y (
isto €: X, =—3a e Xy=a. I'ungdo crescente em

(— co, — 3a); decrescente en (— 3a,a); crescente
em (a,+ o0).
Miximos e minimos. M (—3a,—8a) e m(a,0).

-

Concavidade. y!'= LI o N0 em (— <l
e (-=c0, —a)
concavnidade negativa; y''>0 em (—a, +oo) concavi-

" dade positiva. Ndo hd inflexdo em ponto algum do

 dominio.

Assintotas. A recta de equagdo x4 a=0 € assintota;
2
resulta outra assintota de

d =x—3
e Yy=21 a+a+x

equagio y=x--3a. As assintotas de uma curva algé-
brica, ndo sdo, evidentemente, em nitmero superior ao
grau da equacdo da curva (neste caso 2).

A curva € uma hiperbole.

3374 — Determine a, b, c, d, e, f de tal modo que:
f(@)=22*—52'—b2>+ 2z + 1l=a(x—2)°+
+b(x—20 +e(x—2°+d(z—2)*+e(x—2) + f
e aproveite o resultado para indicar o nimero de
raizes de f(x) superiores a 2. (Enuncie a regra que

lhe permitin indicar este nimero de raizes). R: For-
ma-se a transformada em (x—2)

B =B o =5 2 1
2 4 =2 =4 =48 —82
T D TR e | G e |
2 e okl O
q 78 A =1 =18
2 Ae 14 88 ==
2 7 18 |85
2 SNl N
2 11 |40
2 4
2 |15

Temos portanto :

f(x) ==2x—56x'—5x*+2x4+1=
=2(x—2P°+15(x —2)" + 40 (x — 2)" +
4+ 85(x—2)?— 18(x — 2) — 31.

O nitmero de raizes superiores a um numero a ndo
excede o numero de variagies dos coeficientes da trans-
formada em (x — a) e, quando inferior € da mesma
paridade.

Hé uma raiz superior a 2.

3375 — Utilize a sucessio de Sturm na contagem
e separagio das raizes de a'+a?—3a?4+42—2=0.
R: Forme-se a sucessio de Sturm com o algoritmo
conhecido

f (x) 1 1 -3 4 -2
fy (x) 4 3 —6 4
= T8 -8
27 —54 36
fy (x) 3 — 6 4
E des irio prosseguir no algoritmo das divisies

sucessivas, porque a terceira fungdo mantem o sinal
em (—oco, +oo) visto ler raizes imagindrias.
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Calculados os limites das raizes (pelo método de
Newron) L=1 e 1=—3, teremos:

X |—oo|—3|—2|—1] 0 | 1 |+co

x4 x3--8x244x-2 | + |+ |—=[=|—|+]| +
4x?43x!—6x+44 | — |—|—=|+|+|+]| +
Ix?—6x+44 | 4+ [+ [+ |+ |+ |+]| +
Nedevariagies | 2 |2(111]1]0] 0

Confrontando a primeira e Ultima colunas, teremos
para resultado da contagem, duas raizes reais; uma
raiz no intervalo (—3, —2) outra em (0,1). Ha qua-
tro raizes, duas reais ja separadas e duas complexas

conjugadas.

3376 — Quantas fungdes y (z) define implicita-
mente a equagdo f(z,y)=22"+(2—3y) 2+y*—2=0
nas vizinhangas do ponto x=1. Enuncie o teorema
de existéncia. Determine os trés primeiros termos do
desenvolvimento em série de alguma das fungdes y (x),
atrds definida, na vizinhanga do ponto z=1. R:
Enunciado do teorema de existéncia. «Se a fungdo
f(x,y) se anula no ponto P (a,b), isto é: f (a,b)=0;
se numa vizinhanga de P (a,b) a fungio € continua
como fungdo de x; se numa vizinhanga de P a fun¢do
€ continua e mondtona como fungio de y; € possivel
determinar uma vizinhanga de a, tal que a cada x ai
tomado, corresponde um e um s6 y, de tal modo que os
pares assim associados anulam f (x,y)».

Pode demonstrar-se ainda que, nas hipdteses do teo-
rema enunciado a fun¢do y (x) € continua em qualquer
ponto x do seu dominio (a vizinhanga de a que se deter-
minou) e, por consequéncia, € representada no plano
x0y por um arco de curva continua passando por P (a,b).

Demonstra-se também que, nas hipdteses do teorema
enunciado e supondo ainda que f (x,y) € diferencidvel
em P (a,b) e com derivada f}(a,b)5£0,00 a fungdo
v (x) € diferencidvel no ponto x=a; admite pois ai uma

f(a,b)
A,
tricamente, 0 arco de curva continua que representa y (x)
admite uma tangente ordindria nio paralela a Oy, no
ponto P (a,b).

Se a derivada f| (a,b) € continua no ponto P, além
de finita néio nula, o arco de curva que representa y (x) ,
€ um arco de curva reqular e sem tangente alguma para-
lela a Oy, em alguma vizinhanga de P.

Fortalecendo as hipdteses do teorema de existéncia,
atrdas enunciado, obtem-se: ase a fungio f(x,y) € nula
no ponto P (a,b); se fl(x,y) € finita em cada ponto
de uma vizinhanga de P; se f(x,y) € finita, nunca
nula e sempre do mesmo sinal em cada ponto de outra
viziuhanga de P : entio f (x,y)=0 define uma e s6 uma
Jungdo y (x) na vizinhanga de x—=a».

Fortalecendo ainda mais as hipdteses obtem-se final-

derivada finita dada por y' (a)= Geome-

mente um teorema de existéncia de uso corrente: ase
f(x,y) € nula no ponto P (a,b); se f] (x,y) € continua
em P; se f] (x,y) €continua e ndo nula em P; entio,
f(x,y)=0 define uma e s6 uma fungio y (x) em certa

wvizinhanga de x=a».

Para x=1 a fungio f(x,y) =2x*+(2—3y) x+y?—2
€ nula com y=1 e y=2. No ponto P (1,1) é: fl=4x4
+2-3y e fj =—3x+2y manifestamente continuas e
com f} (1,1)= —1. Ha pois uma fungio y, (x) definida
implicitamente na vizinhanga de x=1, e que vai assu-
mir valores vizinhos de 1.

No ponto P (1,2) as derivadas parciais sdo conti-
nuas e fi(1,2)=+1; hi pois uma fungdo yo(x) defi-
nida implicitamente na vizinhanga de x—l e que vat
assumir valores vizinhos de 2.

O desenvolvimento da primeira fungio €:

Yi(x)=yi () + x—=1)y{(1)+ —-———Yr 1 +
4x+2-3y
s
yi(l)=3; yi(x)=
(3x—2y) 4—3y')—(4x—2—3y) (3—2y)
Bx—2y)

com  yi(1)=1; vi()=-

donde

donde yi (1)=4.
Portanto: y (x)=1+3 (x—1)+2 (x—1)* +

Solugbes dos n.”* 3373 a 3376 do J. Ribeiro de Albuguerque

I. S. T. — Maremiricas Gerais —4.° exame de fre-
quéncia ordinario — 23-2-1952. ‘

1

3377 — Determinar a relagdo que deve existir
entre os coeficientes a e b para que sejam reais todas

i—xz\*
as raizes da equacio (—) =a+bi.
itx

Resolver a equagio, nessa hipétese, supondo conhe-

cido o argumento o do complexo a+bi. R: Supondo
i—x

x real, tem~se que o médulo do complexo Tis € igual
11X

@ unidade. A relagdo entre a e b €, portanto, a.’-l—b’=-1
De a+bi=cosa+i-sena, vem

" a+2k=
= C08 + 1.8 ——— =
n n

=cosfl +i-senp
Dagui tira-se:

B B+‘3ki=

x—tg?a:tg (k=0,1,2,---,n —1).



GAZETA DE MATEMATICA

17

3378 — Considere um arco de circunferdneia. Tire
tangentes pelo seu ponto médio e pelas extremidades.
Seja A a drea do tridngulo formado pela corda do
arco e pelas tangentes nas extremidadades, e B a
drea do tridngulo formado pelas trés tangentes. Mos-
tre que lim A/B=4 quando o comprimento do arco
tende para zero. R: A figura mostra-nos que

- @
=r-sen® — - sec —

MR=CR —r =

o «
= 2r.sen? — . sec —.
4 2

. Vé-se imediatamente que

A sen' (z/2)
B 4 . sen' (a/4)
e daqui resulta

lim — =4,
=0

3379 — Calcular a derivada da fungdo
1 1
y = (cos x) Twews . (gen ) MR 4
+ chlogax + shloge — .

Poder-se-ia prever o resultado obtido sem efectuar
a derivagiio? R: Repare-se que

1
f(x) Wl — ¢

e que chlogx+shlogx=x. Logo y=¢® ¢ a sua deri-
vada € nula.
Y 11

3380 — Mostre que o reciproco dum complexo &
igual ao cociente do seu conjugado pela norma comum.
Deduza daqui que as poténcias do mesmo expoente,
inteiro, de complexos conjugados sfio também com-
plexos conjugados.

3381 — Diga se o teorema de Cavcny significard
que uma fungio derivada, continua num intervalo,
toma sempre sinais contrdrios nos extremos, onde se
supde que a fungio primitiva tem valores iguais.

Verifique que o teorema de RoLre se pode conside-

rar um caso particular do de Laicraxce e que este,
por sua vez, estd incluido no desenvolvimento duma
func¢io pela formula de Tavror.

3382 — Estabele¢a as propriedades mais impor-
tantes da fun¢io tangente hiperbodlica e represente-a
graficamente. Escreva a sua fungdo inversa sob a
forma duma func¢io logaritmica.

I. S. T. — Muaresiricas Gerais — 4.2 Exame de fre-
quéncia extraordinario — 29-2-1952.

I

3383 — Dado no plano de Caveny o afixo dum
complexo z, determinar o afixo dum complexo =z, tal
que |z'—z|=a-|z| e o cociente z'[z seja um imagindrio
puro (a—mimero real positivo). Discutir o problema
para os diferentes valores de a e interpretd-lo geome-
tricamente. R: 4 segunda condigdo obriga a ser
cos (o' —a)=0, ou s¢ja, a'==/24+2 ou 2'=3x/2+a.

Quanto & primeira condigdo. temos

ap=yp"ip"—2p-p -cos(a—a) ep'=p-yai—1.
Haverd 2 solugées para a>1, uma solugdo para a=1
e nenhuma para a-<<1.

3384 — Dada a fun¢fie y=/(z), admitindo deri-
vada de 3.2 ordem continua, calcular

L Se+3h) =3 f(x+2h)+38-f(z+h)—f (x)

h=0 B iy
R: Desenvolver f (x+3h), f(x+2h) e f (x+h) pela fér-
mula de TavLor, para n=3 e com resto de Liacraxce,

Verifica-se imediatamente que o limite procurado ¢
{gual a 1" (x) .

3385 -- Mostrar que a fun¢io
m m
y = 32 (a-coa— + b-sen—)
@ @

satisfaz & equacgio

@t yll— 227y + @zt 4m?) -y = 0.
R: Caleule-se

y'=2x-(a-cosm/x + b-senm/x) +

+ m-(a-senm/x — b - cos m/x)

y"'=2.(a-cosm/x + b-senm/x) +
+2m/x-(a-senm/x — b - cos m/x) —
— m*/x*- (a-cosm/x + b -sen m/x).
Substituindo na equagio dada obtém-se uma identidade.
11

3386 — Demonstre que a soma das poténcias de
expoente m das n raizes de indice » da unidade ¢
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igual a n se m ¢ miltiplo de n e é nula se m ndo é
miiltiplo de n.

Qual serd o valor daquela soma para as = raizes de
indice » dum complexo ?

3387 — Defina ordem dum infinitésimo. Que valo-
res pode ela tomar ? Prove que a ordem de B=e"= em
relagdo a a=1/z, infinitésimos quando = tende para
infinito, é um infinitamente grande. Para isso, veri-
fique primeiro que

. e
lim — =+4oco.
=t X"

3388'— Enuncie as propriedades mais importantes
das fungdes inversas. A fungfio poténcia transcendente,
de expoente maior que a unidade, pode inverter-se?

CALCULO

F. C. G. — Circuro IsFisiresivar — 2.° Exame de fre-
quéncia — 1949-50.

3389 — Extremar a fungio
¢(z,y,2)=@—=)(rp—y)(P—2)
com x+y-+z=2p.

3390 — Determinar as trajectérias ortogonais da
familia de rectas y—ax 43 a=2.

3301 — Caleular o integral da fangio {/a?—=' no
intervalo (a,a(/3/2).

F. C. C. — Ciccuro InFiviresimar — Exame final de
1949-50.

3392 — Extremar a fancio xy - (:t:.—1—2y—3} :

3393 — Resolver a equagdo diferencial :
ylv_ ym — 3_'}” + 5yr = 2!} = 1620 (1 + z!} ex.

3394 — Considerar a circunferénecia a®+3*—8y+
4+9=0 e o sector circular limitado pelo eixo Oy e
pelo segmento de recta de unidio do centro da circun-
feréncia com o ponto A em que esta curva intersecta
a parte positiva do eixo Ox.

Calcular a drea deste sector.

F. C. P. — CArcuro InFiwiresimar — 4.° Exercicio de
revisdao — 1950-1954.

3395 — Dada a linha y =logx determinar:
a) Assintotas e grdfico da linha; b) A equacio da
evoluta; ¢) A circunferéncia osculadora no ponto

Caso afirmativo, faga um estudo sumdrio dessa fun-
¢do inversa e represente-a graficamente.
Enunciados e solugles dos n. 3377 a 3388 de J. H. Arandes

ERRATA — Exercicio 3310, Gazeta de Matemdtica,
49, Outubro de 1951.

O Sr. Eng. Arandes assinala-nos uma incorrecgio
no exerc. 3310. A abscissa £ do ponto varidvel P
é dada pela conhecida relacfo:

- Tp—TTs _ —2a—(—2)-a_0'
1—r 1—(—2)

Analogamente, para a ordenada, 7, teriamos
# = —2a®. O lugar geométrico dos pontos P é pois
o eixo O+ das ordenadas (§=0) e nfio uma circun-
feréncia.

M. Z.

INFINITESIMAL

x=mx/4; d) O comprimento do arco compreendido
entre os pontos =0 e x==x/6. R:
Assintotas: x = =/2 + k=, k inteiro.
Xe=x—tgx
Evoluta : {
Y = logcosx—1.
Circunferéncia osculadora :
centro (xg=mf4—1,
raio R = /2,

Yo = —log2/2 —1)

w 2 i | 2
equagdo : (Xi— 1 + 1) + (Yl = -2-103'2 +1) =2.
Comprimento do arco:

Q“Is
S—J ‘/l-f—tgzxdx:
0

x =6 1
—[log tg (E + -E):L = ElogS.

33906 — Sendo p = 1+ tg6 determinar: a) As
equagdes das assintotas; b) O gréfico; ¢) A drea
da regifio do 4.° quadrante limitada pela linha dada
e pela linha p=cosb. R: A linha € siméirica com
respeito & origem ¢ (0) = p (64+7) .

Assintotas: p = co para by= /2

14+tg264+2tg6
S e o 040 i R
(St),, ( 1+tg26 )ms

Uma assintota: p =

1

cos 6

Outra assintota (pela simetria referida) p = — m—3
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Area:

-

1 L o
& uoszeae__J (1+tg20+2tgo)do —
2 )—=p2 2 )-za

™ 1 3
= — 4 — —1
s + 2[logﬂ

3397 — Determinar as linhas para as quais o
comprimento de arco entre um ponto fixo e um ponto
corrente seja igual ao quadrado da ordenada desse

onto
P e

| ViFTa -y .
R: 5

Derivando em ordem a X e elevando ao quadrado

ambos os membros vem 14+y'2 =4y2y'2, ou

A—Vip—1y) A+Vdy—1y) =0 (1)

que se desdobra em duas equagies diferenciais das quais
86 integraremos uma

1-yayr—1y' =0. @)
Separando variaveis e integrando vem

J;/4y2—-ldy=}{+k.

Fazendo 2y = cht vem

~ 1
’shztdtr: 5 (htcht—1t) =

JOE et i
=5 [2yVay —1—log @y +V4y*—1)].

O integral geral de (2) ¢ entio

2y Viy?—1—log @y + Viy*—1) — (3
—2x+C=0.
O integral geral da outra equagio referida e
- VIl gy VIFT) — ()
—2x4+ C=0.

Multiplicando membro a membro (3) e (4) obtem-se -

a equagio das linhas pedidas.

“F. €. P. — Circvno IsFisiresiman — 5.° Exercicio de
revisao — 1950-1951.

3398 — Calcular I = f[g dedo sendo o dominio

D limitado pelas linhas p=1+cosf e p=2cos6. R°®

'rr)‘2 ‘I-H:-ose
i e e
2cosa

ramfe 1+cosg
+ de {‘ pde
/2 Jo
1 /72
-— [(1 4 cos )2 — 4 cos?6] do +
2 -2
1 [*3=)2
+ — (1 + cos6)2da
w2
1 [3=n/2 et
— (1 +2cos6 + cos?t) ds — 2 cos?0df
2 )-=2 -T2

=-§[21r—g—1r]—-rr-=%.

3399 — Considerando a superficie S gerada pela
rotagio em torno do eixo dos mxz do ramo onde
2>0 dalinha 2? —y?=1, determinar: a) a drea
da zona desta superficie limitada pelo paralelo
z=1/2; b) o volume do sélido limitado pela super-
ficie S e pelo plano do paralelo « =2. R:

a) dA = Snyds, ds=yT+y2dx, y' =x/ys
Ve =

A =27rJ ,V2xz—1dx. Fazendo /2 x=ch t vem
1

2 argch 2 argch 2
e sh?tdt=——| shtcht —t -
\/§ arg ch V2 \/2 argchy2

—%Iuﬂﬁ— argch 2 — /2 + argch V§]
= = 1+;/-'
=.7§-|:2\/§—,/2+1 gg‘/—g

b) dV—srvzdx
V=-:;J (x2—1)dx =
1

b«uh-

F. C. P. — Circuro InFrvitesimar — 1.° exercicio de
revisdo — 1951-52.

3400 — Calcular, a partir da definigfo, a derivada
de y=x2tgx para x==. R:
i i (m+h)ttg(v+h) —ntg = L8
k=0 k

h
—llm(ﬁ+h)2g——rr=

3401 — Derivar y = Vch logy cosx. R:

x
\/ch logy, x cosx I:—~ — log ch logy,, cos x —

1
— Tthlogm,cosx .

tg x- log th x—cothx . (1—th?x) log cos x
log? th x ;
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3402 — Determinar a ordem e a parte principal de
Bp=® —senx com respeito a «a —=1—cosx para
z—+0. R:

x3 x5 3

x

b Gl g \ ﬁ

lim — = lim = lim

x>0 a” x2 x4 L ( x?
7 i TALA ,?

Para n=3/2 (ordem de B com respeito a a) vem

. x3 92 ‘/ﬁ

St & Sk 7

2
B=—a¥+e¢

e — infinitamente pequeno de ordem superior a 3|2
com respeito a a .
111

3403 — Determinar os

r—1 2
s e=Ukedd) e fazer a representagio grdfica. R:

x (x+1)
dx+2 zeros x = —1/2 L2
y'= ———— 1 Pontos de descontinuidade:
x2(14x)2

x=0, x=~-1

1 13 -
(“—) [x2(1 +x)3:]—— 20 ke 5 TN

Para valores suficientemente pequenos de h=>0 vem

2—4h
¥ iny = I >0 Crescente

Crescente
24-4h

Y = -;——>0 Crescente

¥ mpey << 0 Decrescente

} Decrescente
¥'c14m <O Decrescente

x=F0 —->y=TFoo x=0
x=—14+0—y = + co | Assimptotas { x = — 1
Xx=*+cc—a>y=1 vm=l

1
Para —1<::<_0—-y>f<—-§-)==9

Para x<—1 ou x>0-»y <1
Para x=—2 e e x=1=>y=0.

v

3404 = Calcular fl/2=l=‘"‘+ 1de=1I. R: Fazendo
sht

Tva

Ve

mdximos e minimos de

1 el
I=— | ch2tdt. Integrando por partes
7

1
I=——(shtcht+t) + C

2/2

W e | ) 3
_E[x\/l +- 2 x? +ﬁargah1/2x. 5 5

% %[ VITEe + ‘% log wx+w+—2?z)]+ c.

3405 — Calcular fv 22— 4ddr=J. R: Fazendo
x=2cht vem

J =4fsh?tdt-2{shtcht—t] +C
X - X
PV e 2
5 Vx2—4 alrg'ch2 + C

— _‘/‘z

1—2log (x +Vx*—4) + K.

Qutros problemas saidos:
3406 — Derivar (log,,,.x)"=.

3407 — Calcular a derivada de sh? a partir da
defini¢do.

3408 — Desenvolver em série de Mac-Laumrix
y = sen?x e analisar o resto de Laaraxae.

3409 —

y=xle* edey =
y Y 1—cosxz

Determinar os mdximos e minimos de

cos x
e desenhar os respectivos

graficos.
3410 — Calcular:

2 x
_—_——_—_—.dx-
J{/—mﬁ—i—?w%—‘i :

J(1+—u:i—z2)z i jafﬂgt/lJrzdz_

Solugfes dos n.%° a 3305 a 3410 de Rogério Nunes

I. 8. A. — Circuro InFiniresimarn E pas ProsaBivi-
paves — 1.° exame de frequéncia — Margco 1952.

o
3411 — Seja Y] a,z" uma série de poténcias de

aml)
!
varidvel complexa tal que li mya,| = 5 Sabe se
esta série ¢ convergente para z=e't2? Justifique
a resposta.
3412 — Calcule duas das raizes da equagio

26 —5ed — 323 —522+1=0.
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3413 — Primitive as seguintes fungdes :
arcsen (Tx)

a) Viz—4dlog (z—1). b) it

3414 —- Calcule uma primitiva da fungio

5 11
(cosx+1)3 (E—sen x4+ 5 cosx—14 cotg x+14 cosec :c)

(cos —1) (24sen = +2 cos x)?

Nota: dispensa-se o cdlculo dos coeficientes rela-
tivos a uma das raizes e pede-se o resultado sob
forma real.

I. 8. A. — Clrcuro InFimaresiMar E Dpias Prosasini-
papEs — 2.° exame de frequéncia — Maio 1952.

3415 — Seja f(x)=1—2x24 23+ --- e F(x) a
primitiva de f(x) que, para =0, toma o valor 1.

MECANICA

F. C. L. — Mecivica Raciorar — 1.° exame de fre-
"' guéncia 1950-51. 1.* chamada 20-1-951.

3419 — Produto mixto de trés vectores: definigio
e propriedades.

3420 — Sistemas de vectores equivalentes.

3421 — Centro de um sistema de vectores para-
lelos : defini¢do e propriedades.

3422 —Movimento central: defini¢io e proprie-
dades. Importincia da formula de Biver

= B R 1 -
“=—:z(m+':) -

3423 — Dado o plano ==P= 0+ e— 36+ bey+
+a(2ey—ey+e3) +u (deg +5e+265) e a recta r=
=Q=0+ 3¢ + 2e, + e + v(e;— Des + e3) escrever a
equagio vectorial do plano normal a = que passa
pelas intersecgdes da recta » com os planos OXY e

Q(}!(Y

oV
Qoyz pontos da recta, o plano pedido a —e— 7.

OYZ. R: Seoplano a —.——{ , sendo Quxy e

Sendo nl = teremos .. a equagio do plano
a=M=0+d+le+mn M=0 +3¢&+2¢e +
o3+ (61— Dey +e3) + M (—e;y +2¢) .

3424 — E dado no plano OXY o segmento 4B

tendo as duas extremidades sobre os eixos ecoorde-
nados e fazendo com o sentido negativo de OX o

Escrever os quatro primeiros termos do desenvolvi-
mento de F (x) e os trés primeiros termos do de
[F (x)]? em série de poténcias de .

3416 — Seja =z a fungfio de ¢ e v definida pelas
condigles z=ux2+4y, w=t+u+v, y=,(t), u=g (f).
Calcul i el fect bstituigd

alcular — e —— a

ular Y: 395 sem efectuar substituigdo

alguma.

3417 — Sendo V o vector (z—y,=) e C o arco
da pardbola y = «? desde o ponto (0,0) até ao

ponto (1,1), calcular} VdP .
(VR

3418 — Calcular o volume limitade pelas super-
ficies z=a2+y?, y=a? e z=1. k

RACIONAL

dngulo 2. Considere-se um sistema de 4 vectores
V= —aey, 3= —bey, v3=hey, vy=ke; aplicados:
vy e vy em A; v, em C (ponto médio de AB), v
em B.

Supondo dados os valores de a e b determinar
os valores de %, k, e a para que este sistema seja
equivalente a zero. R: Para que o sistema seja equi-

=0

valente a zero terd de ser { > em relagio a qual-

quer ponto do espago.
Como fT- \Tj+;z+ ;’_3-}“?4 —= (—3 + k) EI + (h'—b) ;;2 3
R=0

em relagdo as ponto A teremos {
Gy=1l
Ga=(C—A)AV2+ (B—A) A vy
= B—A - =
GA:——2 - A—be:+ (B—-A) Akel.
Sera entdo:

(—a+k)eg+(h—h)e,=0 k=a
B—A = :
—5— A—bert B-A)Akey=0  h=b
BT e T
—5  Aber=(B-4)Ake

.a= are tg

Ecosa=ksena T

b
R ta: h=b k= =arctg—.
esposta : h a a=arc g2k
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3425 — O ponto P descreve a elipse

14 ecoseg
com um movimento central em relagio a um dos focos
e sendo o médulo da sua velocidade quando passa no
vértice mais proximo do foco igual a 1+e. a) De-
terminar os médulos da velocidade e acelerago do
ponto e a constante das dreas. b) A partir das com-
ponentes radial e transversa da velocidade, decompor
este vector segundo as perpendiculares ao eixo maior
da elipse e ao raio vector. ¢) Determinar o valor de
todas as grandezas indicadas nas duas alineas ante-
riores quando o ponto passa na perpendicular ao
eixo maior tirada pelo foco. R: a) Nas condigdes do
enunciado, podemos utilizar as seguintes expressies:

- - o T p
c=(P—0)Av como (P — O) T

e v=1+e

obtém-se ¢ = i—% (1+e)sen90°=p

R dl,’r2+l
TR dy r2 .

v2=1+4¢e’+2ecose v={1}2ecose

o eTe s 1
| [ onk gy

(1 + e cos g)2
a=—"".
p
b) Designemos por vy e Vi respectivamente as
componentes da velocidade segundo as perpendiculares
ao eixo maior e ao raio vector.
de

Como Vv, =1 —-
! dt

v teremos as seguintes

P =

relagbes

Vi8elyp = V, V1 CO8 ¢ + Va = V.

dr ce ce
Mascomo—tx-—sencp, vy = —
obtém-se :
de ¢ : ¢
r—=—(1+4 ecos e Vy=—.
5 (L~ %) =

1

¢) Neste caso p=90° ¢ v —=\1+et, a=—,
p

c=p, vy=e, va=1.

Solugbes dos p.%® 35419 a 3425 de J. d’Oliveira Vicente

I. S. T. —Mecinica Racionar. — 1.° exame de fre-
quéncia — 16-2-51.

3426 — I! dado o campo de vectores
X =5 + z — 2y
Y =2 4 2x + 3=
Z=71—-38y—uwx.

Serd ele um campo de momentos? Analar-se-d
nalgum ponto ?

3427 — Conceitos e propriedades das fung¢des har-
mdnicas — Definigio do problema de Dirrcnver.

3428 — Legitimidade de utilizagio da série trigo-
nométrica do seno e da série trigonométrica do
COS€eno.

I. 8. T. — Mecixica Racionan —1.° exame de fre-
quéncia extraordindrio — 1951.

3429 — Determinar uma curva plana tal que o
centro de gravidade da drea limitada pelos eixos
coordenados, pela curva e pela recta X =z, tenha

: ax
por abeissa = ——. R:
a+x

2 =.£ xydx=xﬁ ydx——j‘: dxj; ydx
a+x ‘ %
d d
v Ji o

(a + x)‘ﬁ"dxﬁ"f(x)dx.= xzj;’f(x)dx

derivando duas vezes vem

ow

(a—3x)y = x2y'

dy d
o S W T
¥y

logy+3logx=—f-
ax

3430 — Funge de Grees. Sua utilizagio na reso-
lugio do problema de Diricnrer. $

3431 — Componentes da velocidade e da acelera-
¢do dum ponto em coordenadas gerais. — Comparar
as componentes da aceleragio com os primeiros mem-
bros das equagdes das geoddsicas, em cdleulo abso-
luto. E concluir dessa comparagiio que a grandeza-da

2g

d
aceleragfo, sobre uma geodésica, é —
[

I. S. T. —Mzcixica Racronar —2.° exame de: fre-
quéncia — Julho de 1951.

3432 — Integrar as equagdes do movimento dum
s6lido com um ponto fixo, no caso em que o ponto
fixo é o centro de gravidade do sdlido e o elipsoide
central de inércia é de revolugdo. R: As equagies
de EvLer reduzem-se a equag¢des diferenciais de coefi-
cientes constantes cujos integrais sdo imediatos.
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3433 — a) Principio de Haminron da mecinica
einsteineana; b) Verifique que as transformacdes
especiais de Lorexrtz formam um grupo.

3434 — a) Classifique os movimentos dum fluido
perfeito; b) Num movimento irrotacional, que pro-
priedade deve ter o potencial das velocidades para
que a velocicade seja um rotor?

Quais as consequéncias? R: Se for v = gradg =
=rota serd divgradeg =lap o =divrota=0. v ¢
Sungdo harménica.

3435 —Seja L (91,92, Qus %1%, *** %, ) uma
fungdo qualquer dos seus argumentos, admitindo
dL

h—2).

derivadas. E seja 9 = L + 2 T
h

PROBL

No n.* 49, a Redacgio da . M. anunciou abrir,
a partir do presente n.°, duas sec¢des permanentes:

1 — Inquérito aos Leitores.

2 — Concurso de Problemas.

E, desde entfo, se pedia a todos os Leitores o au-
xilio de comunicarem & Redacgiio as suas impressdes
sobre a orientacfio actual e futuros melhoramentos
a introduzir na nossa Revista—que essas impressdes
venham sob todas as formas, oral ou escrita, de todos
os lados, Continente, [lhas, Ultramar ou Estrangeiro,
e de todos os sectores matemiticos, principiantes,
alunos de cursos médios e superiores e professores
de Matemdtica.

Particularmente se dizia: «Mais do que nunca se
_torna necessdrio que esses professores apontem qual
o caminho a seguir, quais as modifica¢des a fazer na
nossa Revistan.

Em resposta a este esbogo de inquérito, a Redacgio
recebeu até a data da composigio do presente n.° a
opinifio de dois leitores: JMF de Lisboa e LM dos
Acgores.

Iste facto levanta um novo problema a orientacio
da Gazeta: o do esclarecimento perante os Leitores
dos objectivos da Revista:

1— A G. M. nio tem quaisquer intuitos lucrativos;
"‘os antncios nfo sfo pagos, os autores dos artigos
publicados nfio recebem um «centavow, quase todos os
colaboradores pagam as respectivas assinaturas,

2 - A G. M. «pretende ser um instrumento de
trabalho e um guia» para todos os estudiosos de Ma-
* temdtica. Este facto exige uma perfeita e intima co-
laboragdo entre os seus Leitores e Redactores, por
. forma que estes possam, efectivamente, imprimir a

Verifique que as equagdes de estacionaridade do
o,

integral l)j @ dt se reduzem as equagdes de La-
by

GraxGe da fungdo L, com z,=g¢',. R: As equagies
de estacionaridade de 1) sdo

oL 2L d JL
—_ - =0
3) dqi Edzhdq, (qh zh) dt dzj
oL
b) E()zhd?.(qh_zh)* zi=01

para z,=q', a) reduz-se ao sistema de LAGraNGE
e b) wverifica-se identicamente.

Solugdes dos n.** 3429 a 3435 de J. Gaspar Teixeira

EMAS

mais til orientacio. Em resumo: A G. M. vive
exclusivamente dos seus Leitores e para os seus Lei-
tores; € mnecessdrio pois que sejam estes, através da
Redacedo, os verdadeiros orientadorves da Revista.

E este, na realidade, o problema fundamental da
G. M. : resolvido, estardo implicitamente solucionados
os restantes, incluindo o da grave situagio financeira.

A Redacgio agradece reconhecida as duas cartas
recebidas em resposta ao inquérito iniciado e pede
insistentemente a atenc¢io dos Leitores para a necessi-
dade do desenvolvimento do mesmo inquérito.

Serdo apresentados 4 apreciagio dos leitores resu-
mos das sugestdes recebidas.

Inicia-se no presente n.° o Concurso de Problemas
anunciado no n.® 49, cujo regulamento ¢ o seguinte:

Regulamento do Concurso de Problemas

1 — I aberto um concurso, entre os leitores da
(. M., de problemas propostos pela Redacgdo, dividido
em 3 secgdes: a) Elementar, b)) Média e ¢) Superior.

2 — Cada solucionista poderd concorrer a uma ou
a todas as secgdes.

3 — O Concurso, em ecada sec¢do, consistird na
resoluglo de seis problemas publicades em nimeros
sucessivos da G. M., dois em cada nimero.

4 — As solugdes devem ser apresentadas até ao fim
do trimestre a que respeita o mimero da G. M. em
que sairam os problemas, afim de serem publicadas
as melhores no mais proximo mimero em que for pos-
sivel (em geral no segundo nimero posterior a4 publi-
cagido do problema).

5 — As solugdes deverdo ser apresentadas em folhas



