GAZETA DE MATEMATICA

Exemplo de conjunto ndo mensurével & Lebesgue

por Ruy Luis Gomes

Dado o grande interesse teérico deste assunto, por
um lado, e por outro a circunstincia de nio ser con-
siderado senfio em bibliografia ainda hoje pouco
acessivel aos estudantes das nossas Universidades,
pareceu-nos itil trazer ao conhecimento dos leitores
da «Gazeta de Matemdtica» um exemplo simples de
conjunto nfio-mensurivel.

E fazemo-lo transcrevendo, acrescentado de todas
as demonstragdes, o capitulo VII, intitulado Non-
Measurable Sets, das ligies dadas por J. von Neu-
mann no Institute for Advanced Study, Princeton, nos
anos lectivos de 1933-34 e 1934-35'".

Trata-se da exposi¢io de um dos maiores matema-
ticos da actualidade e até do ponto de vista diddtico
se impde com um modelo de clareza e de simplicidade.

E nada mais é preciso invocar para justificar a
sua publicagio nesta revista.

Demonstragdo da existéncia de conjuntos
ndo-mensuraveis a Lebesgue

Dermiigio 1. Dado um conjunto M de nimeros
reais diz-se que o niumero a € um periodo de M se
(x+a) eM guando e s quando x e M.

Segundo esta defini¢fio, zero ¢ sempre um periodo
de qualquer conjunto M de mimeros reais.

Trorema 1. Designemos por P o conjunto dos pe-
riodos de M. P ¢ um grupo aditivo.

Dem. Basta provar que P contém, com a e &,
a—#b. Ora, escrevendo

(x+(a—2bd)+b=a+a

e notando que a e b sdo, por hipdtese, periodos
de M, imediatamente se deduz que a—4 é um pe-
riodo.

Turorema 2. Seja P o conjunto dos periodos de
M. Hdi-de realizar-se uma destas trés hipiteses: 1) P
86 contém o periodo 0; 2) P contém um periodo
minimo, positivo, a, e todos 0s seus elementos sio mil-
tiplos inteiros, na, de a; 3) P € denso no conjunto,
R, dos nimeros reais.

Dem. Se P contém um periodo diferente de zero,

1) Joux vox NEUMAKS — Functional Operators, Vol. F: Mea-
sires and Integrals, Princeton University Press, 1950.

¢ evidente que contém um periodo positivo, por isso
mesmo que P ¢ um grupo aditive. Designemos,
entio, por a o infimo dos periodos positivos de P
e suponhamos, como primeira hipdtese, que esse
infimo & o menor dos periodos positives de P.

Seja b outro periodo qualquer. Existe um inteiro
e um sd, n, tal que n<{b/a<<n+1, donde 0 <b—
—an<<a. Ora, como b—en também é um periodo
e ndo-negativo, terd de ser b—an=0 ou b=an,
pois a é o menor dos periodos positivos.

Suponhamos, finalmente, que P nfo admite minimo .
positivo, mas designemos a o infimo dos periodos
positivos de M . Pela definig¢fio de infimo, existe um
periodo positivo b tal que a <b<<a+ ¢ e, conse-
quentemente, um outro periodo positivo ¢ tal que
E-:c-:b._ Segue-se daqui que 0 <<b—a<e, sendo
b—a um periodo positivo de M. Dados, entflo, dois
nimeros quaisquer z<<f ¢ sempre possivel arranjar
um periodo positive a'<<f —a«, donde a'+ a<<P.
Depois, determinemos o inteiro n tal que

n—1)al x o na'.
g | P DeE<e, =<
a<na'=(n—1)a +a' <a+a <Bp,

como se pretendia demonstrar.

Derisigio 2: Seja M wm conjunto de nimeros
reais e representemos por l,, o intervalo semi-aberto
a< x<<b. Definimos f(a,b) como u,(I,,M), sendo
w, a medida exlerior-Li.

E imediato que f(a,b) ¢ finito, ndo-negativa e
fla,t)<p(Iy) =b—a.

Treorema 3: Dados trés ntimeros a <<b <<c tem-se
f(a,c)=f(a,b) +f(b,c).

Para fazer a demonstraciio comegamos por recor-
dar o seguinte

Lema: Todo conjunto aberto G se pode escrever
como soma de uma sucessio mondlonamente ascendente,
\M, |, de conjuntos fechados tais que

e (M, 1 — M) >0.
Com efeito, como 1—G & fechado, se o ponto P

pertence a &', d (P,1—G) >0 e inversamente. Con-
sequentemente, G'=2 M, , sendo M, o conjunto dos
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pontos de G tais que p(P,I—G‘)}E. E é evi-

dente que M, M,,, e M ,=M,, pois p(P,1—G)
¢ uma fungdo continua em ordem a P.
Posto isto, representemos por P um ponto de M,
e por ¢ um ponto de 1—AM, . Tem-se
1
p(Q:1-6) < m H
visto que a ¢ M, . Consequentemente, existe um pon-

to Rel—G tal que (0, R) < sendo, por ou-

ik
k+1
tro lado, p(P,R))%.

De ¢(P,Q) +p(Q,R)>¢(P,R), vem,

1 1
0(P,@)>0(P, B)—p>(Q, B) > o — g =

donde finalmente o (M,,1 — M, )=

pois

B+ D)’
1

)

k(k+1)
Nestas condigdes, dado um conjunto aberto G' de

medida finita e um conjunto qualquer M, temos

GM = 2 M M=MM+M, M—MM +-.. donde

o0
ve (G M) S (M M) + B, My M — My, M)

p=I
Por outro lado, temos

(1) w (M M—MM)+u (M gM—M o M)+ -
= lim | (Mg — M, M) oo —
— tre (Mypap0q M — My, M) | =
- 5:‘2 e (Mysappy M — M, M)

e -
pe (Mypo M — My M) + pp (My s M — My M) + -
(2) — li‘g‘ o (Myypa M — My M) + -+ +

+ e pe {MH-!» M— ﬂ[kﬂp—l M) |
% Eiﬁ tre (Myap M — My M),

pois os conjuntos que figuram em (1) e em (2), tém
entre si distincias positivas e quando isto se veri-
fica a medida exterior 4 Lebesgue, u,, ¢ aditiva.
Ora, como
My M — MMM C GM
MyyM—M  McCGM

segue-se que as duas séries (1) e (2) s3o ambas con-
vergentes, dai resultando que o mesmo sucede 4 série

ﬁ e (M,,M—Mn_, .ﬂ'!),

soma das duas anteriores.

Tomando, entdo, k suficientemente grande, resulta
Zp, My, M — My, (M) <t ,
donde p, (GM)<u,(MM)+ 2,
e, portanto, u, (G M) gtrg w, (M, M) .
Combinando esta desigualdade com
e (@) >1imy, (M, M) ,
consequéncia imediata de G M D M, M, vem
e (G M) = lim s, (M, M) .
Ora, sendo
I = (a,0) + (b,c) + (b)

e escrevendo (a,b) e (b,c¢) como soma dos respec-
tivos conjuntos M, vem

(a,b) =xMy, (b,c)=2M,

[M=SM,M+SM{M+@®)M
e (e M) = lim ., (M1, M + MY/ M)
= lim y, (M' M) 4 lim u, (M}/ M)
=, (I M) + ., (L. M)
fla,e)=f(a,b) +f(b,c).

Troreyma 4: Se p € um periodo do conjunto M,
entdo f(a+p,b+p)="Ff(a,b).

ou

Na verdade se '€ Iy, M, temos x'eM e
w'=p+wx, wel,. E como p é um periodo resulta
também xzeM, quere dizer, J ., MC I, M e in-
versamente, donde f(a+p,b+p)=f(a,b).

Teorema 5: Se a<la, b'<h, resulta
f(a,byf(a,b).

Basta atender a que [,,cC1I,,.

Teorema 6: Se M tem um conjunto de periodos
denso em toda a parte, e se b—a=b'—a', tem-se
f(a,b) =f(a",b'), de modo que f(a,b) ¢na reali-
dade uma fungio g(b—a) de comprimento de I,
exclusivamente.

Dem. Como b—a=0b'—a', vem b—b'=a—a'.
Determinemos, entfio, um periodo p tal que
a—a' Lp<a—a+=

b= Lp<b—0b +¢.
Teremos

aa +p<a+e,
e, em consequéncia,

f(@,0)y=Ff(a' +p,b' +p) < fla,b +e)< f(a,d') +.

bbb +p<b+e
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Igualmente teriamos
fla,0)<f(a'd) + e,
f(a,b) =f(a,v).

Daqui por deante suporemos que M admite um
conjunto de periodos denso em toda a parte.

donde

Teorema 7: Dados dois nimeros positivos quais-
quer u, v, g(u) +g(v) =g(@+v).

Dem. Determinemos trés niimeros a <b<<c, tais
que b—a=u, c—b=v- Vem f(a,e) =f(a,b) +
+ f(b,¢) donde o teorema.

Teorema 8: Se k designa um ndmero racional
positivo qualquer, tem-se g (ku) =k g (u).

Dem. Se & é inteiro, trata-se de uma consequén-

m
cia imediata do teorema 6. Se & é da forma — , vem
n

m 1 m 1 m
o(Zw)=sno ()= Lo =29
g(u) =cu, onde 01,

Dem. Pelo teorema 7, vem 0< g (u+v) —g (u)=
g(v) ou 0y (2)—g(y) <z—y, com y=u, x=u+v,
donde se conclue que g(u) ¢ uma func¢do continua,
de u. Aproximando este resultado do teorema 8,
resulta g (x)=wxg(l) =cwx. Ora, sendo 0 f(a,b)<
<b—a, vem 0<eg 1.

Teorema 10: Se g (u)=cu, entdo c=1, a menos
que M seja um conjunto de medida nula e neste caso
e=0.

Trorema 9:

Dem. Seja I um intervalo e fagamos m=p, (I M) <<
<<co. Em virtude da definigio da medida exte-
rior-L podemos cobrir /M com uma familia nume-
rdvel de intervalos abertos, .J;, de comprimento total
inferior a m+e. Consequentemente, /M C Jy M +
4Ty Moo, memp, (I M) < iy (T3 M)+, (2 M) 4+
+ e ZLe(ly +'l+ ) <e (m+ ), designando por
I; o comprimento de .J;. Mas, sendo m<le (m+e),
vem m<em, 0<e<{1, resulta que ¢=1, a nio
ser que m=0. E se m=u,(IM), para todo I,
tem-gse V) u, (M) =0.

Teorema 11: Se M tem um conjunto de periodos
denso em toda a parte, realiza-se uma destas trés hipd-
teses: 1) M tem medida nula; 2) 1—M tem medida
nula; 3) s, (M) =, (1—M)=co e i, (M) =, (1—M) =0.

Dem. Em virtude do teorema anterior, se w, (M)=0,
tem-se ¢=1. Seja, entdo, N um conjunto mensurd-
vel contido em 1—M . A defini¢do de conjunto men-

1) Basta tomar |K;| tal que ¥ C K, +4 K; + .-, pols serd
Po(M)=phe (ME+ME; -+ 2) <P (ME )+ Mo (ME;) 4+ --==0.

) Se 4 éum conjunto mensurdvel tem-se M, (X) =, (4X)4
+ Wy (X—-4), q.q. seja X (Carathéodory). Basta, pols, aplicar
esta igualdade ao caso X=J(M+N), d=IN.

surdvel ® permite-nos escrever u, (I (M + N)) =
e IM) + p, (IN),q-q- seja o intervalo I. Por-
tanto, designando por a,b os extremos de I, vem
0= (b—a) = (b—a) =, (1) — s (1 M) > p, (I (M+N)) —
— e ({M) =p,(IN), donde u,(/N)=0 e depois
e (N) = 0. Quere dizer, a medida interior de 1—M,
e (1—M) = 0.

Sendo assim, ou também é u, (1—M)=0, e, portanto,
1—M tem medida nula. Ou p, (1—M)=>0. Aten-
dendo ainda a que, pela defini¢io de periodo M e
1—M tém os mesmos periodos, resulta que M tem
medida nula ou, entfo, p, (M) =0 e (u,(M)>0.

Na hipétese, w,(M)>0, u, (1 —M)=>0, vem,
w; (M)=p, (1—-M)=0 e, portanto, u, (M)=u, (I—M)=co .

Em consequéncia, M el1—M nfo sido mensurdveis,

Trorema 12 (construgdo de um conjunto M) : exis-
tem conjuntos ndo mensurdveis.

Dem. Definamos no conjunto dos nimeros reais a

seguinte relagio de equival®neia: @~y se r—y= "
=racional. E designemos por C, a classe dos _
mimeros equivalentes a ©. O conjunto dos mimeros-
reais é evidentemente a soma das classes C,, e tem-
se: 1) a classe C, coincide com o conjunto dos
nimeros racionais; 2) se » e x' sio ambos racio-
nais C,=(C,; 3) se @ e ' sio ambos irracionaisC, C,
& vazio, sendo vazio pois C, C_,, para & irracional,
Consideremos agora os pares [C, C_,] em que =
¢ irracional e nio fagamos distingio entre [C, C_,]
e [C_.,,C.]. Segue-se daqui que para =~y ou
—x~y,[C,,C_,] nio se distingue de [C,, C_].
Aplicando entdo o axioma de Zermelo escolhamos
um C, de cada um dos pares distintos [C,, C_,]
e representemo-lo por C;. Fagcamos finalmente

C-:ZC;,E=2_C_;. Temos E‘f’=0, Co+

+E‘_+E_‘ = conjunto dos nimeros reaise 1 - C = Cy +
o ZL Por outro lado, cada um dos conjuntos, Cp,

€, C admite um conjunto denso em toda parte de
periodos, a saber a totalidade dos mimeros racionais
e além disso p (Cp) =0.

Se C ¢ mensurivel o mesmo acontece a 1 —C
e portanto a C em virtude de 1 — C = C'" + Cy.
E sendo C, C transformados um do outro por in-
termédio da simetria y= —a as suas medidas terdo
de ser iguais. Ora, por forga de Cp+ C + C = conj.
dos nimeros reais conclue-se que nem € nem C
podem ter medida nula. Entdo, pelo teorema anterior,
combinado com 1 — C=C + Cy, u(Cy) =0, vem
#e(C) =4 (C) = o0 e w;(C) = u,(C) =0, donde
se deduz que C e C s3o exemplos de conjuntos
néo mensurdaveis (de mimeros reais).



