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Exemplo de con/unfo não mensuráve/ à Lebesgue 
por Ruy Luís Gomos 

Dado o grande interesse tcórieo deste assunto, por 
um lado, e pov outro a circunstância de não ser con-
siderado senão em bibliografia ainda boje pouco 
acessível aos estudantes das nossas Universidades, 
pareceu-nos ütil trazer ao conhecimento dos leitores 
da «Gazeta de Matemática^ um exemplo simples fie 
conjunto não-mensurável. 

E laxemo-lo tranacrevendOi acrescentado de todas 
as demonstrações, o capitulo VII, intitulado Non-
Measurable Sets, das lições darias por J. von Neu-
mann no Institute for Advanced Study, Princelon, nos 
anos lectivos de 1933-34 e 2934-35">. 

Trata-se da exposição dc um dos maiores matemá-
ticos da actualidade o até do ponto de vista didático 
se impõe com um modelo de clareza e de simplicidade. 

E nada mais é preciso invocar para justificar a 
sua publicação nesta revista. 

DemonsIroçSo do existência de con jun los 
não-mensuráveis à Lebesgue 

DEFINIÇÃO 1. Da/Io um conjunto M de números 

reais diz-se que o número a é um período de M se 

(x + a) e M quando e só quando i » M . 
Segundo esta definição, zero é sempre um período 

de qualquer conjunto M de mimeros reais. 

TKOHEHA 1. Designemos por P o conjunto dos pe-

ríodos de M . P é Hm grupo aditivo. 

Dern. Basta provar que P contém, com n e 6, 
a — b . Ora, escrevendo 

{ j ; + (a — i ) ) -t- 6 = j; -H a 

e notando que a e b são, por hipótese, períodos 
de M, imediatamente se deduz que a — b é um pe-
ríodo. 

TUKORIHÀ 2. Seja P o conjunto dos períodos de 
M . HÍI-ÍTE realizar-se uma destas tres hipóteses: 1) P 
só contém o período 0 ; 2} P contém um período 
mínimo, positivo, a, e todos os seus elementos são múl-
tiplos inteiros, na , de a ; 3) P è denso no conjunto, 
It, dos números reais. 

Dem. Se P contém um período diferente de zero, 

<5 evidente que contém um período positivo, por isso 
mesmo que P é um grupo aditivo. Designemos, 
então, por a o ínfimo dos períodos positivos de P 
e suponhamos, como primeira hipótese, que esse 
ínfimo é o menor dos períodos positivos de P , 

Seja b outro periodo qualquer. Existe um inteiro 
e um só, i i j tal que f t ^ i / o C f t + l , donde 0 — 
— a 7 [ < o . Ora, como b — an também é uni período 
e não-negativo, terá de ser b — an^O ou b = an, 
pois a é o menor dos períodos positivos. 

Suponhamos, finalmente, que P não admite mínimo 
positivo, mas designemos a i> ínfimo dos períodos 
positivos de jlf . Pela definição de ínfimo, existe um 
período positivo b ta! que e, conse-
quentemente, um outro período positivo c tal que 
a - c t f - c i . Segue-se daqui que 0 < 4 — « C t , sendo 
b—a um período poBÍtivo de M. Dados, então, dois 
niimeros quaisquer a-<p é sempre possível arranjar 
um período positivo a ' < f - a , donde a ' -|- i i< f i . 
Depois, determinemos o inteiro n tal que 

Virá 
(N — 1) A1 I , I < I I « ' . 

" 1 JODN vos NEVUAsst - I-'uitclianal Opcraton, VOL. I : l/cu 
ture* anrl Jntegralêf PrlucoLoii Uplvorsily P r t> s s ISSO. 

i < n a ' = (JI — 1) a' + a1 ti -f- o ' C p , 

como se pretendia demonstrar. 

DEFINIÇÃO 2: Seja M «NJ conjunto de números 

reais e rejiresen temos por o intervalo semi-aberto 

a - ^ x c b . Definimos f (a , b) como u.P (ILT M) , sendo 

ti, a medida exterior - IJ . 

E imediato que / ( a , b) é finito, não-negativa e 

TKOHEMA 3: Dados três números a < b •< c tem-se 

f (a , c) - f (a , b) + f {b , c) . 

Para faxer a demonstração começamos por recor-
dar o seguinte 

I .KUl : Todo conjunto aberto G M potle escrever 
como soma dc uma sucessão monotonamente ascendente, 
[Mk|, de conjuntos fechados tais que 

f , ( M k , l - M t . H ) > 0 . 

Com efeito, como 1 — G é fechado, se o ponto P 
pertence a ff t d (P, 1 - G ) > 0 e inversamente. Con-
sequentemente, G — 2Mk, sendo Mk o conjunto dos 
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pontos de G tais que J ( P ( l — G ) > E é evi-

dente que Mk <z Mk+l e M k •= Mk, pois p (P , 1—G) 

é uma função contínua em ordem a P . 

Posto isto, representemos por P um ponto de Afk 

e por a um ponto de 1 — Mk+i . Tem-se 

visto que a $ Mk . Consequentemente, existe um pon-

to Rel—G talque p (0, li) •< sendo, por ou-

í 
tro lado, p (P , Ti) > - . 

k 

De p(P ,Q) + p(Q , ,11) , vem, pois 

«> R ) - ? > « } , * ) > J - Ï X Ï ~ 

— , donde finalmente ? ( M k , 1 — ) =» 
k (k +1) 

h(k-Hl)' 
Nestas condições, dado um conjunto aberto G de 

medida finita e um conjunto qualquer At, temos 

GM 2 MkM-~MkM + Mk^M-MkM +••• donde 

u, (G M) < (x (Mk AI) (Mk+r M - AI). 
P=I 

Por outro lado, temos 

(1) it,{M^M-Mk AI) + fl,{AtkviAf-M^ AI) + ••• 

_ l im 1 (i, (Afk+i — AIk M) + 

pmm 00 

- p, (AfMp+i M - AIkJrt, Al) t -

- l l m ^ c a f ^ i f - ^ j t f ) p_ gg 

e 

H * M ~ Km -*0 + » (M>.+< M - At)+ ... 

(2) - 1 i m j i * . M — ü ) + + 
00 

H (*. ( iW^J t f — M) 1 
- lim,*, (Xtk+.ípAt - jl/^i A/) , p v s 

pois os conjuntos que figurara em (1) e em (2), têm 
entre si distâncias positivas e quando isto se veri-
fica a medida exterior ã Lebesgue, ti,, é aditiva. 

Ora, como M ^ i At - Atk A1 c G At 

segue-se que as duas séries (1) e (2) são ambas con-
vergentes, daí resultando que o mesmo sucede à série 

S u., (Af„ AI - At) , 

soma das duas anteriores. 

Tomando, então, k suficientemente grande, resulta 

Z n, (Afu, AI - MkJtr_i M) < e , 

donde u., (G At) < u,, (Mk At) + a , 

e, portanto, ti, {O A£) li m |tt (AIk AI) . 
K— ín 

Combinando esta desigualdade com 

U, (G AI) 1 i m li, {Atk AI) , 

consequência imediata de G AI D AIk At, vem 

tt, (<? M) — Um (», (Mk At) . 

Ora, sendo 

+ (b) 

e escrevendo (a,b ) e (6 , c) como soma tios respec-
tivos conjuntos AIk, vem 

(a, b) =23/',, (b,c) -2MÍ!, 

At = £ Afk At + S AI{> M + (6) At 

u., At) - lim [i, (AT, M + Ali' Aí) 
Ir 

- lim jt, (Afk At) + lim ti, (M'J M) 
k k 

- ti, ( fa t At) + ji, ( 4 At) 
ou 

TEORBXÍ 4 : »Se p é um período do conjunto M , 
então f {a-Hp , b + p) — f (a , b ) . 

Na verdade Be x1 e At, temos ac' e At e 
x e tah. E como p é um período resulta 

também xeM, quere dizer, t+p AIc M e in-
versamente, donde / ( a + p , 6 + p ) —/(a,6). 

TKOBKMA 5; Se , b1 b, resulta 

f ( a ' , b ' ) < f ( a , b ) . 

Basta atender a que C /„, -

I W d U G: Se M tem um conjunto de períodos 
denso em toda a parte, e se b — a = b' — a', tem-se 
f (a , b) — f (a', b') , de modo que f (a , b) é na reali-
dade uma /unção g (b — a) de comprimento de /„<, 
exclus icçimen te. 

Dem. Como b — a = b' — a', vem b— b' — a — a ' . 
Determinemos, então, um período p tal que 

a — a' < a — a1 + e 

b— <t> — b' + E . 

Teremos 

e, em consequência, 
f{.a>,b<)-f(a>+ptb> + p) < / ( a , & + , ) < / ( « , b') +,. 

Atk.,, Ai — AtAt C G AI 
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Igualmente teríamos 
/(tt,&)</(a'fi') + í , 

ci onue 
f(a,b)~f(a>,b>). 

Daqui por doante suporemos que M admite um 
conjunto de períodos denso em toda a parte. 

TEOREMA 7 : Dados dois números positivos quais-
u i v i g ( " ) + g M = g {u + v) . 

Dem. Determinemos três números a<Lb<lct tais 
que 6 — » e u , r—h = v Vem f (a,c) ^ f (a,b) + 
+ f (È, e) donde o teorema. 

TEOREMA 8: Se k designa liin número racional 
positivo qualquer, tem-se g (k u) = k g (u) . 

Dem. Se /.' é inteiro, trata-se de uma consequên-
m 

cia imediata do teorema (i. Se k é da forma — , vem 
n 

(m V ) / m \ 1 m 
2 — u I = — n ff f — u ) - (líi u) — ? (tt) . 

\n / n \n/ n n 

TEOREMA 9 ; g ( u ) = c u | onde 0 c ^ 1 , 

Dem. Pelo teorema 7, vem 0 (u,4-u) — g (»)«• 
g(v) ou 0< f f { s c )—f f ( j ; ) < j ; - y , com y = te = tt-t-e, 
donde se conclue que g (u) è uma função continua, 
de a. Aproximando este resultado do teorema 8, 
resulta g (x)=xg (1) — c x . Ora, sendo 0 < / ( a , 4 ) < 

—a, vem 

TKORBUA 10: Se g (u ) = c u , então c = 1 , amenos 
que M seja um conjunto de medida nula e neste caso 
c = 0 . 

Dem. Seja / um intervalo e façamos m — ji, ( I M ) <L 
< o o . Em virtude da definição da medida exte-
rior-L podemos cobrir JM com uma família nume-
rável de intervalos abertos, ./j, de comprimento total 
inferior a m + t . Consequentemente, J M <z M + 
+ Jt M + • • •, m - (/ M) < ji, (Ji M) +p,(JtM)+... 
+ -•* c (ít +'lz + •••) < e (m e), designando por 
i, o comprimento de ./,. Mas, sendo m C c (wl ̂  e) , 
vem í n ^ c í n , O ^ c ^ l , resulta que c — 1, a não 
ser que m 0. E se ni = u( ( I M ) , para todo 
tem-se(,) |A,(i/)-=0. 

TEOREMA 11 : Se M tem um conjunto de períodos 
denso em toda a parte, realiza-se uma destas três hipó-
teses : 1) M tem medida nula\ 2) 1 —M tem medida 
nuto;3) jit(M) - ^ f l - M ) - « » e ^ (M)-HI<1 - M ) - 0 . 

Dem. Em virtude do teorema anterior, se IA,(M)=£0, 
tem-se e =• 1 . Seja, então, /V um conjunto mensurá-
vel contido em l — M . A definição de conjunto men-

<i> Hasta 1 ornar tat que Jf c A', + A', + • • • , pois será 
(1, ( t l ) = (i, (.V JT.+ X A-, -f ) £ (A, (.ir [i, (Jf K,) + - • - ̂  o . 

iT> SO A A um coojnato moiisurável IGDI-FO fA, (Y) = ti, (A V) 
-(- [Â  (X— ,!) , q , q . SOÍA X (CaraLhéodory). U&sla, pois, aplicar 
OHIA Lgualdado AO caso X J tf) , l N . 

surável*51 permite-nos escrever IA, (/ (M + N)) — 
u.t ÇJM) + jí, (IN), q • g • seja o intervalo l. Por-
tanto, designando por a, b os extremos de 7, vem 

0 - ( 6 — O ) - ( I - A ) - [ A . ( J ) ( / M ) > N < / ( M + N ) ) ~ 

- u., (/ M) = [a, {/ JV) , donde u, (//V) = 0 e depois 
ja,(N) •=- 0. Quere dizer, a medida interior de 1—M, 
H, (1-J1/) « 0 . 

Sendo assim, ou tambám é ua (1—M)—0, e, portanto, 
1 — M tem medida nula. Ou ia, (1 — M) > 0 . Aten-
dendo ainda a que, pela definição de período M e 
1—M têm os mesmos períodos, resulta que Aí tem 
medida nula ou, então, ^ (M) — 0 e (JA, (.1f) :> 0. 

Na hipótese, IA, (Af) > 0 , ,1A, (1 — M) > 0, vem, 
IA; (AÍ)=|AÍ(1—A/)=0 O, portanto, IA, (7-JL/)=CO , 

Em consequência, M e l — M não são mensuráveis. 

TEOREMA 12 (construção de um conjunto M) f exis-
tem conjuntos não mensuráveis. 

Dem. Definamos no conjunto dos números reais a 
seguinte relação de equivalSncia: ü - j sc x ~ y — 
«= racional. K designemos por C'x a classe dos 
niimeros equivalentes a -c . O conjunto dos número»-
reais é evidentemente a soma das classes C„. e tem-
se: 1) a classe C0 coincide com o conjunto dos 
números racionais; 2) se x o m' são ambos racio-
nais Cr-= Cx.; 3) se x e x' são ambos irracionais C, Cr 

é vazio, sendo vazio pois para x irracional. 
Consideremos agora os pares [C, C_T] em que x 

ê irracional e não façamos distinção entre [C, C_rj 
e , CJ . Segue-se daqui que para x~ y ou 
—as — y , [C , , C_ f ] não se distingue de [C„, CL;,] . 

Aplicando então o axioma de Zermelo escolhamos 
um CT de cada um dos pares distintos fC^, C_,] 
e representemo-lo por C; . Façamos finalmente 

C - § C; 2 Ç^ . Temos C C - Ü , C0 + 
i i 

C + C = conjunto dos números reais e 1 - C = Co + 

+ C. Por outro lado, cada um dos conjuntos, C0, 

C,C admite um conjunto denso em toda parte de 
períodos, a saber a totalidade dos números racionais 
e além disso p (C0) = 0. 

• Se C é mensurável o mesmo acontece a l — C 
e portanto a C em virtude de 1 — C — C + C0. 

E sendo C, C transformados um do outro por in-
termédio da simetria y——x as suas-medidas terão 
de ser iguais. Ora, por força de C0+ C + C ~ conj. 
dos números reais concluo-se que nem C nem C 

podem ter medida nula. Então, pelo teorema anterior, 
combinado com 1 — O — C + C0 , (± ( C0) = 0 , vem 
IA, (C) - |A. (C') « oo_e (A; (C) = (A( (d ) = 0 , donde 
se deduz que C e C são exemplos de conjuntos 

não mensuráveis (de números reais). 


