GAZETA DE MATEMATICA

19

MATEMATICAS SUPERIORES
PONTOS DE EXAMES DE FREQUENCIA E FINAIS
ALGEBRA SUPERIOR — MATEMATICAS GERAIS

F. C. C. — Avceira SueErior — 1.° exame de frequén-
cia — 1951-52.

3459 — Provar que a funglo y==z® para <2 e
y=+V1+= para ©>2 tem extremo no ponto z=2-

3460 — Calcular a primitiva da fangdo

y=0Bz+ 23—z —1.

e e R —1/6
R: E\/Sa:’—m—-l-{— ilo i"—L+
3 63 V13,36

¥ \/(-%):1’.

1 1
3461 — Calcular o lim [ (E’m’ + -—) log (1 - —-;) ]
2 2n?

quando n—co. R: —3/2.

F. C. C. —Avoxsra Surerior — 2.° exame de fre-
quéncia, 1951-52.

3462 — Dada a cénica de equagio x2+4ay — 3 y2—
— 2x=0 determinar a direcgiio com que é conjugado
o didmetro S5z—11y+1=0. R: E a direcgio
m= —3.

3463 — Determinar os planos tangentes a esfera

22+ y2 4+ 22 —2x + 45 —1 =0 que sio perpendicula-
res a4 recta definida pelos pontos P(1,—2,3) e

Q(2,1,4). R: x+8y+z+1+/66=0.

3464 — Discutir e resolver o sistema:
22—y 4+ 3z=4
o+5y—2z=1
5x+ 14y --3z=a.
R: O sistema ¢ incompativel para a57. Para
a 7 € compativel e indeterminado com as solugies
13 21 7
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X = —

Z=7D.

F. C. C. — Aremsra Supenion — Exame final —1951-52.

3465 — Achar a primitiva da fungdo

3x—1
T®= @ e

R
3 x24-4

1 1 ¢ X 1 ¢ i
—lo = = e £ty
10 g arctg — + arctg -

x2+9 10 2 " 15 3
3466 — Escrever as equagdes dos planos que con-
tém o eixo Oy e sio tangentes A esfera de equacio

xz+yz_|. 22-824+15=0. R: zratH/16x .

3467 — Calcular os mdximos e minimos da funcio
Sf(x) = a?sen?x+b2cosx (com a>b). R: Minimo
m = b? nos pontos x = kx; Maximo M = a? para

k ™
X = Kkn 4+ —§- . ,
Solugdes dos n.* 3460 a 8487 de L. M. de Albuquerque

I. 8. C. E. F. — Areesra Svurerior — 1.° exame de
frequéncia — 15 de Marco de 1952.

3468 — Determine a equagfio geral das circunfe-
réncias que sfo tangentes a circunferéncia de equa-
¢do 222+ 292=1 e cujos centros se encontram na
recta y-= 2x. Fixe uma das circunferéncias e es-
creva a equacio da tangente comum. R: Seja C(2,2a)
o centro da circunferéncia. A equagdo. procurada é€:
(x—ap+@—2ap=[V T da?+1/y2] =52+
+2V52a +1/2.

Esta equagdo para a=0 conduz & circunferéncia
dada. Qualquer dos dois trindmios do segundo membro
tem descriminante nulo, portanto hi dois valores de o
que conduzem a circunferéncias de raio nulo. i

Fora desses trés valores de o, aquela equagio res-
ponde ao problema. As tangentes comuns sdo as rectas
perpendiculares & recta dada e passando pelos pontos
de encontro dela com a circunferéncia dada.

3469 — Inverta a fun¢fo x = seny . por forma a
conseguir uma inversa univoca. Estude a continui-
dade dessa fungfio inversa, inclusivamente nos pontos
em que a derivada éinfinita. Exprima por logaritmos
a inversa da fungfo y=shax. R: Encontram-se
inversas unitvocas da fungdo x = seny nos intervalos
(—=2,%/2) ou (0,x/2) ou (= [2,8=/2) por exemplo, "
ou em gqualquer intervalo (yy,¥s) onde nio se encon-
trem dois yy que exprimam, em radianos, arcos com.
08 MESMOs $enos. ;

Se x=f(y) € continua no ponto b= ¢(a), tem-
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-se |f(y) —f(b)| <& quando for |y —Db|<e e
portanto para |y —b| <3 <e.

Entdo, dado §'<<e tem-se |y—b|=|¢ (x)—g(a)|<<¥'
se for. |f(y) —f(b)|=|x—a|<3; ainversa de uma
Sunglio continua € continua.

Por outro lado a inversa de x=seny ¢ y—=arcsenx,
em qualquer dos intervalos considerados, por exemplo,
(—=/2,=/2). Em qualquer ponfo interior a fungio
x=sgeny tem derivada ndo nula, logo a fungio y =
= arcsen x fem derivada finita e € pois continua.
Para y=+*+ =2 a derivada de x=seny ¢ nula,
logo em tais pontos a fungiio y=arcsenx tem deri-
vada infinita; estudemos entdo nestes pontos a conti-
nuidade da fungio. Pela continuidade de seny ,
teremos |seny 31| <3 quando for |yF=/2|<e;
portanto, dado 3'<<e serd.|arcsenxfx[2|<¥
quando |x+ 1| <§.

3470 — Escreva a férmula de Tavror da funcio
f(xz) na vizinhan¢a do ponto a. Defina série de
Tavror da mesma fungdo, relativa ao ponto a.
Indique uma condigio para que a soma desta série
seja f(xz). Prove a necessidade e a suficidncia.
Enuncie uma condigdo apenas suficiente e prove a
suficiéneia. Desenvolva 8% nas vizinhangas de x=—1.
Em que pontos pode caleunlar a fang¢io aproveitando
este desenvolvimento? R: Aproveitando o desenvol-
vimento de e =1+y+ %_l. 4
seja y . teremos, atendendo a que 3* = e*'9? o desen-
x2log?3

21
Esta série permite calcular 3* em todo o campo real.

- wvalido qualquer que
volvimento desejado: 3* = 14+xlog3 +

3471 — Demonstre o teorema de Laieranee, para
a fungdo f(x) regular em (a,b) e prove que f(x)
é propriamente crescente no intervalo, se f' (x) > 0.
E se for f!(x) >0%? R: Tem-se, depois de demons-
f(x1) — f(x2) = £1(xs)

X — X2
quaisquer que sejam Xy <<X3 tomados no intervalo
(a,b) e sendo x;<x3<x;. Supondo f (x) >0
(nunca nula) no intervalo (a,b) vem a fracgdo >0
(nunca nula) e os seus termos do mesmo sinal (o nume-
rador nunca nulo). Logo, para xy <<x3 sera f(xy) <

< f(x2) (ou sempre f (x1) <f(x3)).

trado o teorema de .annmuz,

I. 8. C. E. F. — Mareniricas Gerais — 1.° exame
de frequéncia — 14 de Marco de 1952.

3472 — Determine a equagdo da tangente —r- &
curva y = x — sen wx/4 no ponto de abeissa © = 2.

Deduza a equagiio da familia das eircunferéncias de

centro no eixo' OY e tangente & recta —r-. Em -

particular, ache as equagtes daquelas circunferén-
cias, da familia, de raio igual a 2. R: A4 equagio
da tangente no ponto (2,1) é y —x + 1 =0. Sendo
C(o,c) o centro da circunferencia, a distinciade C a r

c+1
vem a ser ——. A equacdo procurada €:
2

+ (y—e¢)?=(c+1)?/2. Para o raio 2 vird (c+1)2/2=4,
donde ¢ = — 1 i\/g . As equagies das circunferéncias
x4+ (y+1FV82=4.

x2 4

pedidas sdo pois:

3473 — Se |ax| tem limite finito, mostre que o
conjunto dos ntmeros a, ¢ limitado.

Determine o intervalo de convergéncia absoluta
da série de termo geral a,x". Enuncie uma condi-
¢lo necessdria e suficiente de convergéncia desta
série num ponto. Indique um intervalo de conver-
géncia uniforme da mesma série ¢ prove a afirmagio.

Em que pontos a soma da série é uma fungio
continua ? Enuncie o teorema em que fundamenta a
resposta.

Dada a série z( 1).n2+1 (:) determine,

justificando, o mtervalo (0,a) de maior amplitude,
de convergéncia uniforme. R: Seja A o limite finito
de |a,|; ficado e >0, s6 um nitmero finito de
niimeros a, ficardo fora do intervalo (—A —e, A+e).
Se os nimeros a, fora daguele intervalo sio em
ntimero finito, hit um menor que todos, seja o, e um
maior que todos, seja A . Dos dois nitmeros a e A
um pelo menos tem maior valor absoluto; seja B esse
valor absoluto. Entdo, todos os nimeros a, caiem mo

intervalo fechado [—A—s—B,A+e+B]. Como
Y ﬂ+1 1x|n+i n Ix;n
im . : . -
s== (n+1)24+1 27+ n?241 20
Jxl L (a+l)(@i41)  x)
i B n=mn[(n+1)2+1] g
x|

o intervalo de convergéncia absoluta € dado por S <1

h o
e portanto, —2<x<<2. Mas a série —1)"
p ) , ?] Gt e
€ alternada decrescente, cohvergente, e pelo teorema de
ABEL, a série proposta é uniformemente convergente no
intervalo (maximo) (0,2) .

3474 — Defina fungiio continua num ponto —c-
interior ao dominio.

Se a fun¢fio f(xz) ¢ limitada no intervalo (a,?)
e num ponto interior desse intervalo tem uma des-
continuidade, estude ai a oscilagfo. Justifique.

Prove que se f(x) é continua no conjunto limi-

_tado e fechado - X ela é limitada em X.
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Determine os extremantes da funglo f(z) =
c=(x—2)2.23. R: Com x no intervalo (a,b) ¢
1< f(x)<L. Sga c interior a (a,b) e ponto de
descontinuidade. Dada uma I(c,e) sejam L (c,e)
e 1(c,e) os limites préprios ou impréprios de f(x)
com x em 1(c,e). Tendendo = para zero, exisiem,
préprios ou impréprios, os limites f(c) =limL (c,e)
o (o) =Tim1(osh)’ e
> E=0

Como ¢ € interior a (a,b), para e suficiente-
mente pequeno 1(c,3) estd inteiramente contida em

(a,b) e portanto: 1 f(c) <f(e)<<L.
Eatio, o (c) = f(e) — f(e) € finita.
De f(x) =(x—2)2x3 vem: f'(x)=2(x—2)x%+

+3 (x—2)2x2=x2 (x—2) (5!—6)—5::-2 (x - —56—) (x—2).

6
Sdo extremantes os valores xy = 5 e xp=2,

Sdo extremos o0s valores
f (x;) = Mdximo e .f(x;) = minimo.

Trata-se de extremos locais.

3475 — Supondo que a recta y=mz 4+ p & assin-
tota da curva y = f(x), prove que f(x)=mz+p+
+¢(z) onde lim# (x)=0. Nas condigdes anteriores

gqual o limg' (z)? Porqué? Como determina a
x =

posigio daquela curva em relagio A assintota fas
vizinhancas do infinito? R: A primeira parte
resulta imediatamente da defini¢do de assintota. Sendo
assim, temos ¢ (x) =f(x) —mx —p donde ¢'(x)=
fx) .. :
- —m. M lim—g=lim f -
f' (x) —m as oomo lim ;-",‘_‘3 (x) =m
entdo serd limg' (x) = 0.
Xm0 -
1. 8. C. E. F. — Maremirioas Gerars — 2.° Exame freq,
— 30 de Junho de 1952.

3476 - Defina zero inteiro de f(z). Dada a fungdo
f(x) =(z—a)?{ (z) que condi¢des deve impor 4 fungio
¢(x) para que a seja zero duplo?

Prove que nessas condigdes a é zero duplo.

Se a ¢ zero triplo de f' (x) indique, justificando, o
nimero de variages perdidas por F''(z) (sucessio de
Fourier de f'(x)) quando = passa por a.

Utilize a sucess3o de Rolle na separaglio das raizes
de e —6w’+8x+4=0. R: f(x) tem a por zero simples
se e 86 se: f(a)=0e f'(a)5£0,00. f(x) tem a por zero
duplo se e 86 se: f(a)=Ff'(a)=0 e f''(a)50,00, e
assim sucessivamente, de modo que: a € zero inteiro de
f (x) see s se f(a)=0 e alguma derivada da fungdo é
diferente de zero e infinito para x=a.

Para que a seja zero duplo de f(x)=(x—a)?{ (x) €
suficiente que: =

1.°) 4 (x) diferente de zero e infinito para x=a, por-
que entdo f (a)=0.

2.) (x—a) ¢ (x) sefa continua pura x=a, porque

f

entilo, de % = (x — a) ¢ (x) resulta f' (a)=0.

3.°) (x—a){(x) tenha derivada finita para x=a,
porque de f(x)=(x—a)[(x—a) ¢ (x)] derivando vem
fl (x
") Y+ YT 0 que di £1(8) 40, e0.

Tem-se f'(x) =4x3—12x+8=4(x+2) (x—1)2; &
sucessdio —oo,—2,1,+0c0 corresponde a sucessio de
Rolle f(—eo0), f(—2),f(1),f(+c0) com os sequintes
sinais: +,—,+,+; como f(—3)=>0 conclui-se com os
teors. de Rolle e Cauchy que hd uma raiz real em
(—3,—2) e outra em (—2,1); as outras duas sio
complexas (conjugadas).

3477 — Demonstre que f(xz,y) é continua nos
pontos onde seja diferencidvel. Se f(z,y) é diferen-
cidvel em P (a,b) e se nesse ponto f(x,y)— C é nula,

- mas f, (z,y)>0, prove que f(z,y)=C define uma

e 86 uma fungdo y (x) nas vizinhangas de z=a.

Dada f(z,y)=22+8 £y+2y*=0 que figuras repre-
senta no plano e no espago esta equagio? Determine
o grau de homogeneidade de f(x,y) e decomponha-a
em soma de quadrades. R: Faga-se F(x,y) =
=f(x,y)—C e serd Fy=f; ,F, ={]. As fungdes f(x,y)
e I (x,y) sdo diferencidveis em P, logo com derivadas
finitas em P, sendo ainda F (a,b)=0 e F, (a,b)>0-
Entio, as fungbes pareiais tiradas de F sdo continuas,
por terem derivadas, e uma € mondtona, por ser positiva
a respectiva derivada.

Sdo as condigies do teorema de existéncia; a unici-
dade resulta do facto da fungdo parcial em y ser pro-
priamente crescente, pois que a sua derivada € ndo nula
em eerta vizinhanga de P, e se deve, para isso, supor
continua em P.

A equagdo f (x, y)=x2+3xy +2y2=0 representa, no
plano, uma curva de segunda ordem, porque é do se-
gundo grau; representa no espago uma superficie de
sequnda ordem.

O grau de homogeneidade de f (x,y) € 2:

f(xt,yt) = 2f (x,y).
x2 + 3xy + 2y? = x2 4 2x (%Y)-i*?yz-

B L2400
=R TSN ey Syi=

b))

; 3
Fazendo a mudanga de eizos X = x-+ ?y, Y — _ﬂ-ry,
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resulta para equagdo das figuras X2—Y2= (X + Y)
(X—-Y)=0.

No plano: duas rectas concorrentes na origem. No
espago dois planos passando por OZ.

4378 — Demonstre que se um polinémio P (z) de
grau efectivo »>1 tem uma raiz, tem precisamente n
raizes e deduza as férmulas de Girard.

Utilize a teoria da eliminagfio para determinar a
condigio necessdria e suficiente de existéncia de raiz
dupla na equa¢io w@3+pw+qg=0. R: Eliminando x
entre x3+px+q e a derivada 3x2+p vem o determi-
nante

T o =
=2 g o e
T o W
b= T — -+

T o

que deverd ser igualado a zero.
Para abaixamento de ordem temos :

310 p (0)
15D p. g
1 0 2
11/3—-— -3—13 q
M=—=—p |0 q ——p?
Portanto:
2P q
3 4
- ——p8 — g2 =0
9 R 5
qg ——p*

() ()=

3479 — Enuncie o teorema de Rouché e deduza a
regra de Cramer para a resolugfio de sistemas.
Qual a condigiio para que o sistema

{ apep=0 (=1,2,.--,n)
L (k=1,-+,m)

tenha, pelo menos, uma solugfo nfo nula.

Sirva-se dessa condigiio para resolver o seguinte
problema:

Determine a equaciio do plano que passa pelo ponto
(0, Yo %0) © ¢ paralelo as rectas de equagdes

x—x' y—y' = z—z!

a ¥ b : c

© Yy %

?-F-c"

R: A equagio do plano que passa pelo ponto, e as con-
digdes de paralelismo, ddo o sistema

Ax—x) +B(y—y)+C(z—2)=0

Aa +Bb +Cec =0

Aal + B b/ + Ce! =0
de equagdes lineares e homogéneas em A, B, C. Para
que haja solugdo ndo nula deverd ser (e basta)

X—X¢ Y—Y¥0o Z—32p
a b c =0
al b! ()

que € a equagdo do plano.

1. 8. C. E. F. — Maremdricas Gerars — Exame final —
21 de Julho de 1952.

3480 — Exprima a funglip P (v) = 4a3—15a2 +
+16x+8 sob a forma ax (x—1) (z—2)+Bz (z—1)+
+yx + 38 onde «,B,y,8 sio coeficientes constan-
tes. R: Da relagio P(x) =ax(x—1)(x—2) +
+px(x—1)+1x+ 3 se vé que §,7 e B sdo res-
pectivamante: o resto da divisdo de P (x) por x; o
resto da divisdo por x—1, do cociente da divisdo an-
terior; o resto da divisdo por x—2, do cociente da
divisiio anterior. Entdo, a regra de RuFrixi, dd

FmBl ymb o pmP;
"P(x)=4x (x—1) (x—2) —8x (x—1) + 6z + 8.

3481 — Duma fung¢io interpoladora f(z), sfo
conhecidas as seguintes diferencas finitas

A0f (Op=2 a0f(1) =2
ALf(0) =0 AL f(1) = —6
Af(0) = —6. a2f(l)=—18

BFO0) = —12 = a3 f(1) = —12.

Deduza a respectiva tabela de diferengas, os va-
lores f(4) e f(—1) e determine por dltimo a inter-

poladora. R: A tabela de diferencas pode reconsti
x AOf ALf A2f A3f
0 .2
0

1 2 - 6

— 6 —12
2— 4 —18

—24
3 —28

tuir-se facilmente . Prolongando a tabela vem :
f(4) = — 82 £(=2) =8,
A interpoladora de Greaory-Newrox ¢
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x(x—1) x (x—1)(x—2)

TSR 31 X
=2 —3x(x—1)—2x(x—1) (x—2) =
= —2x343x2 —x+4 2.

f(x)=2—6

3482 — Mostre que a equa¢io x3 —y® — 2xy+
+ 2 =0 define uma 86 fungio y =¢ (x) no inter-
valo 0 < o < + co. Determine a equagiio da super-
ficie gerada pela revolugfio, em torno de OX, da
tangente 4 curva ¥ =g (x) no ponto (1,1).

R: A equagio y3+4+2xy—2—x3 =0 € de 3.° grau
em y e, com x nulo ou positivo, pela regra de Dzs-
CARTES, apresenia sempre uma §6 variagdo e ndo lem
mais que uma raiz real y(x) (x>0). As derivadas
parciais do polindmio, f',(x,y) = — 3x2+ 2y,
fly (x,y) =38y2+2x, sdo finitas e ndo nulas para
x>0, etambém em x=0 porque entio é y=0.
Isto basta para afirmar que tal equagdo define uma
fungdo y(x) no intervalo 0Lx <<+ o0, € uma
unicamente.

A equagdio da tangente & curva y = ¢ (x) no ponto

1 4
(1) ¢ y = E'XTLE'
A equagio da superficie de revolugiio: y? + z2 ==

1 A 4\2
=|—x 4+ —) .
5 5]
Solugles dos n.% 3468 a 3482 de J. Ribeiro de Albuquerque

I. 8. T. — Maremi{ricas Gerais —2.° exame de fre-
quéncia ordinario — 7 de Julho de 1952,

I
3483 — Estudar e representar gréﬁcamente a fun-
¢do definida por y - (3xz—1) + % - (3z—1) =8. R:
A fungdo pode escrever-se
8 B
Ay o R R Y T |y

A curva representativa de y (x) ndo corta o eizo
dos xx a distincia finita e

Y(+o0)=+0 ;

Assintotas paralelas aos eizos :

¥y(—oc0) =—0.

x=0; x=1/8; y=0.
Descontinuidades :
T = ==0) = o
y(134+0) =+4+0c0; y(1/3—0) = —0c0.
Mdaximos e minimos :
—24 6

—24x34-54x2—36x 4 6
e

y! x0. Bz —1)

8x2—-9x43 L

y'=0—+4x3—-9x246x—1m0—+xy=x=1 e x3=1/4,
Mas temos
y(1+0)<0; yy1-0<0
y' (1/4 +0)<0; y'(1/4—0) > 0 Mdximo.
No ponto 1 ndo ha estacionaridade.
Pontos de inflexdo :

i 144 e 18 x4 —27x3427Tx2—9x+ 1
V= B—1 = xt. @Bx 1)
y'=0-+x;=1 e fica 8x3 —19x? 4 8x—1=0.

A dliima equagdo tem a raiz real x, =189 e as
outras duas sdo imagindrias. Além disso,
y'(1+0)<0; y" (1 —0)>0 Inflexdo
y!'(xz + 0) >0; ¥'"(x2—0) <0 Inflexdo

= 18 .

3484 — Mostrar que a série
2490 @H) o 6 (@tD) (4D
b b-(b+1) b (b+1) - (b+2)
onde a,b> 0, é convergente para b>a+2. R:
O termo de ordem n escreve-se

a-(a+1) .- (a+n-—1)
b-(b+1) -+ (b+n—1)"
Aplicando o critério de Dunauer :

Iimn.(““ -1) o T gl s
et Untt

A série € pois convergente para b—a—1>1 ou
s¢ja b>a+ 2.

+3

3485 — Escrever a equagio da pardbola que
admite como tangente no ponto (0,—1) a recta
3x+5y+5=0 e que tem como didmetro conjugado
com o eixo dos zx a recta 2z+4y+1=0. Estabe-
lecer a equagio normal da pardbola. R: A pardbola
tem por equagdo

2x2 + 8xy +8y2+2x + 6y —2=0.
A equagdo normal ou canénica da pardbola €

VB
Y2 — X,
25X

II

3486 — O critério de Kumuszr afirma o seguinte *
«Seja a, uma fungdo positiva de n. A série de ter-
mos positives, Eu,, é convergente se o limite

lim (a.,,- =, a,,,_,) = L
iy Ty -

for positivo; a série é divergente se aquele limite
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for negativo e, além disso, for divergente a série que
tem 1/a, como termo gerale,

Nestas condigdes, verifique que para a,=1 se
obtém o critério de d'AreuBerT € para a,=n o de
Dunaner.

3487 — Enuncie algumas propriedades dos deter-
minantes adjuntos. Considere o determinante:

A=|a b ¢
b osd 8.
¢ & °f
Se forem 4, D e I os complementos algébricos

de a, d e f mostre que aqueles tdm o mesmo sinal
quando A =0.

3488 — Diga em que consiste o problema da
eliminagio algébrica e mostre, baseando-se nele,
como pode realizar-se o cdlculo das raizes imagind-
rias duma equagdo algébrica inteira de coeficientes
inteiros.

3489 — Defina focos duma ednica e indique como.

pode fazer-se a sua determinagfo. Como exemplo,
ache os focos da’ pardbola ¥ = 2 px.

Sabendo que as directrizes duma cdnica sio as
polares dos focos em relagio a conica, determine as
direetrizes da parsbola acima.

I. S. T. — Matemaricas Gerais —2.° exame de fre-

quéncia extraordindrio — 10 de Julho de 1952.
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3490 — Estudar e representar graficamente a fun=

¢do y (x) definida por
P (@) @ = B2 (@>0>0).
R: A fungdo pode escrever-se
Y=t (x2=1by) yat—xt.

O dominio da fungdo é: -—a < x<a.
Pontos de enconiro com o0s eixos :
y=+a-b?
e x=+bh.

x=0,
y=0, =x=+a

A curva representativa € simétrica em relag@o aos
dois eixos coordenados e & origem.

Maximos e minimos :
; x-(2a2+b?) —3x3
~ e (a?—x2)'

Ym0+ x=0 ¢ x =4/ (@a?+b9/3,

(b <y (@al+ b33 <a) -
Valores da fungdo nos pontos de estacionaridade :

y=*ab® e y=+ (a2 — b2)¥2 .

Nos pontos x =-+b temos duas tangentes distintas :
y' = +2b- (a? — b2)¥2,
Nota: Hda trés maximos: My, My e My. Hda trés

minimos: my, my ¢ my. H& 2 pontos de inflexdo
para cada ramo: Iy e Iy.

3491 — Achar os valores reais de ) para os quais
o sistema
24 (A—1)-2=0
A-y+2=0
Rep42=0

tem solugdes ndo nulas. R: A condigdo para a exis-
téncia de solugdes ndo nulas é

1 0 x—1 | =2+4+M—2=0.
[1 S Al
az 0 1

Uma das solugies e A=( e obtém-se A3—32—1=0.

Esta equagiio tem apenas uma raiz real positiva
2=1,47. Para v=0, o sistema tem solugbes ndo
nulas do tipo x=2z =0 e y qualquer. :

3492 — O ponto P, afixo do complexo z=x+i.y,
descreve, no plano de Cavcmy, uma circunferéncia
com centro no ponto C(2,0) eraio R=1. )

a) Deduzir a equagio da ednica descrita no mesmo
plano pelo afixo P; do complexo zj=(2+7) -2z, indi-
car o seu género e determinar o centro. Escrever
a equacfo reduzida da cdénica, tomando o centro para
origem das coordenadas. &) Fazem-se passar pela
origem rectas perpendiculares aos segmentos PP .
Qual deve ser o complexo z para que a perpendi-
cular correspondente passe pelo vértice da pardbola
a-2?2—2a-2—y+a—1=0%? R: As coordenadas
de Py sdo: x4 =2x—y; y1=x+2y.
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Eliminando x e y entre as trés equagdes
x—2)2+y2=1
(1) 2x—y =1x
X+ 2y =y
obtém-se a equagdo da cénica descrita por Pj:
x+y]—8x;—4y; +15=0.
Trata-se duma circunferéncia com centro em Cy (4,2)
e raio Ry = /5. A equagiio reduzida da cénica € pois
X24+Y2=35. X
O coeficiente angular das rectas definidas por P e
P1 €
H=Ye aXhy
m e ——— = —
X—X X—Y
As perpendiculares a PPy passando “pela origem
tém por equagdo:
@) =t
x+y
Como se trata duma pardbola do eico vertical, o vér-

tice corresponde ao ponto de estacionaridade da fun--

gdo y=ax2—2ax +a—1 ou sga, V(1,—1)
Das condigies do enunciado e das equagies (1) e (2)
resultam as solugbes: z'=1 e z'' =3.
h IT

3493 — Indique alguns processos indirectos de
desenvolvimento duma fungfio em série inteira. Como
exemplo, estabele¢a o desenvolvimento de

14x

1=x

log

e diga como poderia utilizar este desenvolvimento
para o cdlculo do log 10 com um erro inferior a um
valor dado.

3494 — Defini¢do e propriedades do produto ma-
tricial. Caso particular do produto duma matriz pela
sua inversa. Aplicagdo aos sistemas de equagdes
lineares.

3495 — Defina transformada duma equagdo algé-
brica e indique os tipos mais. importantes de
transformagdes. Aponte as principais aplicagdes das
transformadas na resoluglio numérica das equagdes
algébricas inteiras.

3496 — Defina directrizes duma cdnica e diga
como se podem determinar. Como aplicagfio, ache as
directrizes das cdnicas com centro, definidas pelas
suas equagdes normais.

I. 8. T. — Maremdiricas Gerais — Exame final — 29 de
Julho de 1952.

3497 — A funglo y(m) é definida implicitamente
pela equagéio

2e+y+1
F (arc tg elios: 558 arc tg

z+2y+1 )_
z+2y+1"°

2e+y+1

d;
Calcular d_Z’ mostrando que & independente da

fungdo F. R:

JF OoF gu . oF ov
d_y__ Jx Ju ¢x dvr dx
dx 25 JF c)u+dl“ av
dy « 0 oy o Ay
onde
u_arctgw
x+2y+1
2
v—arctg_+_!+_1‘
2x+y+1
Logo,
i’.i _c)v 3y+1
ox o0x  (x+2y+1)*+(2x+y+1)!

Atendendo is expressies de u e v reconhece-se imediata-
mente que

ﬂ__if__ 3x+1
oy 0y  (x+2y+1)'+@x+y+1)?
Tem-se, portanto,
dy 3y+1
T 3x+1

3498 — Deduzir a equagio do plano que passa
pela recta: x=2z, y=3, e corta, segundo uma circun-
feréncia de raio 3, a esfera

x? 4 +z’—4z+2s—11—0
R: A equagdo do plano é da forma : x—z+ - (y—38) =0,
A condiglio imposta ao plano deste feize obriga a ser

9+V“
RN
II

3499 — Enuncie as principais- propriedades das
equagBes bindmias, escritas sob a forma normal, e
deduza daquelas o caminho a seguir para a resolugﬁo
das equagdes.

3500 — Defina fun¢fo limitada num intervalo e
indique as suas propriedades fundamentais.

3501 — Diga o que é uma série absolutamente
convergente e aponte algumas das suas propriedades
caracteristicas, incluindo as que se referem a opera-
¢Oes sobre elas praticadas. i

3502 — Dependéncia linear ; propriedades relativas
a determinantes e matrizes.

3503 — Equagdes duma recta no espago: diferentes
aspectos que podem tomar, sua relagio e discussio.

Enunclados e solugbes dos n.°* 3483 a 35038 de J. H. Arandes-
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CALCULO

F. C. G, — Cirovro InFixitesivairL —41.° exame de fre-
quéncia, 1954-52 .

log (z+a)

3504 — Primitivar a funglio f(z) = e
T

+ senxzsha’
. 1 1
e %[log(x+a)]?+?(sena:chx—cosa:shm} .

3505 — Determinar os quatro primeiros termos

ndo nulos do desenvolvimento da fungfio f(x) = 0

2+4e
em série de poténcias de = .
1 1 1 1
R ooyaeges i =
TR Tl At T

3506 — Determinar a envolvente e o lugar dos
pontos singulares da familia de curvas de equagfo
(y—1)2 =€ —ax. R: A envolvente é constituida
pelas rectas y =0 e y = 2.

3507 —Em que direcgdes emergentes da origem
é nula a derivada direccional da fungio f(x,y) =
=2+ y2—-x + ;/.?iy . R: As direcgbes pedidas
definem com o eizo 0x os dngulos nw+=/6 (n inteiro).

3508 — Demonstre que nos pontos da superficie
regular e fechada F (x,y,z) =0 em que é mdxima
ou minima a soma das coordenadas, o plano tangente
faz fingulos iguais com os eixos coordenados. R,
A fungio a extremar € f(x,y,z)=x+7y+z,
com a condigdo F (x,y,z) =0. Sendo % um pa-
rametro, ¢ ®(x,y,2)— (x +y + 2) —AF (x,y,2),
cujas derivadas sdo nulas nos pontos exiremantes :
1-AF,=0, 1-2AF, =0, 1—-aAF,=0. Qual-

quer que seja i, verifica-se que sdo iguais o0s coefi-
cientes Fl, = Fl, =F/, = T do plano tangente na-
queles pontos, como queriamos.

F. €. C. — Cdrcuro IsFrviresmmar — 2.° Exame de fre-
quéncia — 1951-52.

e dx
3500 — Calcular [ = et
f@ Vol —z+ 1
3510 — Determinar a drea da regifio limitada pela
semi recta #>>1, y=0, pela curva y=1/(x*+x) e
pela recta z=1. R: log 2.

INFINITESIMAL

3511—Sabendo que o integral geral de =y' —y'=0
6 y=c, 2* + ¢,, determinar o integral de xy'' —y'=
=x?logx. i

1 !
R. y~=(~2—:nlog:c—-§:=+kl):cz+
a3 1 a3
e _— ka) .

+( 5 ngx+_18+ z)
Sologles dos n.®® 3504 a 3511 de L. M. de Albuquerque

I. S. C. E. F. — Ax{urse InFmviresimar — 4.° Exame
de frequéncia — Fevereiro de 1951.

3512 — Demonstre que :i}\ l_?‘,lbb— (= AB[y)* sa-
bendo que i
A= (2AB)ABAY)
B=@BANA(1 )
C=(yANa)A(xAB).

R: Efectuando o edlculo dos produtos quddruplos vem:
AAB/C = [@AB/) B~ (2 AB/BTIA
AlBAv/2)1— BAT/T) 2]/ [(YAe/B)a—(y /) B]=
= [@AB/YBIA[=ARID) 1] /(= AB[7)a] =
= (@=AB/71.

3513 — Dada a funglo z == xet**nv  calcule:
a) gradz, b) divgrad z, ¢) rotgradz e d) Lap=z.
R: a) gradz = (1+xseny)%l + (1 +xcosy)zd.

b) div gradz = e"***"7gen y (2 + x sen y — x2) +
+ xertxsny (] 4 xcosy)?, ¢) rotgradz € sempre
igual a zero, d) Lapz = divgradz.
+
dx

. VT=ap + /TP
R: Faga-se x =cos2t e t=n/d 4 2. Vem:

3514 = Calcular J=

T4 costz—sen?z
T S —du ¢ fasend
e cosa(cqa z+3sen?z)
+vils 1—2y2
= f LAl g
vijay G=yR(I2yE)

+vVila —_9y2
i e LEATY
(1—y?) (1+2y?)

0
1 1—y 2¢3 Vila
= 2| —log —— + —— arctg /2 -
[ e 55 + 27 awte vy |
/3

1 2
—Elog(.‘.’.w 2y/2) :he-=i

SenZ=Yy
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3515 — Calcule por aproximag¢io o integral da
1

fungo —————

ungio 27874

Smupsow, dividindo o intervalo em 6 partes. R:

L dx 2[4 4 12 19
L m*ﬁ[ﬁ*ﬁ’f - (35"+g) 3
SRR
=gl 2 7 17.325

3516 — Demonstre que
b f{a:)dm 7. 2
« VE—a)f—2) 0
R f £ (x) dx
Va—ab—x)
#fm' f (acos?6+bsen26) > 2 (b—a) sen 6 cos 6 ds _
0 V(b= a) sen20 (b — a) cos?6

entre —1 e +1, pelaregrade

S (acos?8 + been26) do.

=2
_Qf f(acos?6+bsen2g) do.
[}

3517 — Utilize o resultado anterior no c4lculo dos
integrais :

a) I—f \/—:::d:r: e
Pe fr xz
x-—az

R: Para a) ¢ f(x) =x(b—x) e
/3

—3a?
e f f(acos?o + bsen?e)do_ws_tgﬂ,‘_
o

Para b) faga-se x2=y. Vem

RORY -
\/3—32 f l/(ba—y)() S i

= b?—a?
= [b% — (a? cos?0 + b?sen?8)] do =
o

*K.

I. 8. G. E. F. — Axiuise Maremirica — Exame final
— Outubro de 1954.

3518 — Achar os mdximos e minimos da fungfo

x*

f(=) f arctg 2 d Y .
R: 0

:_3—2)71; X T 4
f! = — dy 4+ —=——log—]x
o .I; Sty 3y3 \3y3 3)
fl(x)=0 0 ¢ MO0)=———log=>0. Tra-
X)=U—=+X= e = — — g— -
3y/3 3

ta-se pois de um minimo.

3519 — Seja 4 o ponto de encontro com OX da
ordenada de um ponto P da curva C. A distincia

do ponto A i tangente em P é AM — a. Supondo
a constante, achar a equacio da curva. R: A equa-
-1
8 -
¢do é—_—l/1+v"’ resolivel em y ou em y' =p.

y& et d¥
e e —_—_—
X —\/32 = _aJ |/yz_az

=+ a araoahl + C
a

donde

e
y = a cosh

3520 — Dada a curva definida por
Y +22=4
{ senx = y/2
escrever as suas equagdes paramétricas em fungio

do arco s e determinar as coordenadas do centro
de curvatura no ponto P (0,0,2). R:

d d A
s.—f \/l+ y z) dx= | 5dx=bx.
dx
0
Logo x=— y=2se s 22 = 4 co82 —
\/5 V5 V5
As coordenadas do centro de curvatura sdo :
d2y
= ds? 2y

dz 5

SolugSes dos n.°* 3512 a 3520 de M. A. 8. Madureira

I. 8. C. E. F. — Axdvise InFrsiresiuar —4.° Exame de
frequéncia — 1952.

0L ot de
N 1 S o
3521 — Calcular fo Ao
3522 — Calcular:
1 1
a) grad—; A grad —, b) Lap #® ¢) rotra, com

r=yR+ty+o e a=al+ayJ + aoyzK.

3523 — Calcular a derivada de:

dx
F(a}-fa—seux

e deduzir o valor do integral

;. j:(ﬂ—senz)"
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I 8. C. E. F. — Ax{use InFixrresiuar — 2.° Exame de

frequéncia — 30-6-52.

3524 — Dada a curva

V-2 + (x—ap2=0

determinar: a) os mdximos e minimos; b) os pontos
miltiplos; ¢) o raio de curvatura referente ao ponto
z=a y=1; d) a envolvente da familia de curvas de
parimetro a; e) a drea compreendida entre o ramo
de ordenadas positivas mais elevadas, o eixo dos XX
e as rectas w= —1/2 e x=1/2 quando o parimetro
a=0; f) outros elementos complementares, e repre-
sentar a curva na hipdtese de ser a=0.

3525 — Calcalar o integral triplo

JJJ sdx dy dz
v

‘sendo ¥ o volume do sélido limitado pelo cilindro
(z—1)*+y*=1, pela esfera x*+y?+2?=4 (ramo supe-
rior) e pelo plano w+4y+42=2.

3526 — Determinar as curvas para as quais o raio
de curvatura é igual ao comprimento da normal.

I 8. C. E. F. — Ax{uise InFiviresivar — Exame ‘final
— Novembro de 1951.

3527 — Determinar a envolvente da familia de

rectas .« + ay +3a2 +a* =0 (a é um pardmetro -
arbitrdrio)., (Convém usar equagbes paramétricas)

3528 — Calcular os mdximos e minimos da fun¢io
; z=s8en x + sen ¥ + sen (x + y)
3529 — Integrar a equagio
w2y =—x2y? + azy — a

1
sabendo que y = — ¢ um integral particular.
x*

I. 8. T. — Circuro — 1.° exame de frequéncia —
Fevereiro de 1952.

3530 — a) Diga que propriedades caracterizam o
vector « (P) e o escalar u(P), quando for

. P(z,y,2)
b) — Mostre que Aa é um gradiente. e¢) Mostre

que (graduw)? é uma divergéncia. d) Mostre que
a ¢ harmdnico se for um rotor.

1) rot 2 = grad u

3531 — Veja se se verifica a condigiio necessdria
e suficiente para que o polinomio de matrizes

P(Ad) =243 + 342+ F 'E&(é 2)

: g
I.;enhaaraiz A= (0 1).

3532 — Veja que é aplicdvel ao integral

F(a) —f- a® (x?+a?) dx (a"> —})
T

a regra da derivagio paramétrica e verifique, sobre
a derivada, se F'(a) é mdxima ou minima para a=1.

3533 — Classifique os seguintes conjuntos como
espacos algébricos, justificando a classificagfo :

1. O conjunto de todas as matrizes quadradas
de ordem 7, de elementos numéricos.

2.2 O conjunto de todas as matrizes unitirias de
ordem n, de elementos numéricos.

3.° O conjunto de todas as matrizes hermiticas de
ordem n, de elementos numéricos.

4.° O conjunto dos polindmios reais de varidve]
real.

5.2 O conjunto das fungdes reais de varidvel real.

I. 8. T. — Circuro — 2.° exame de frequéncia —
23-6-1952.

3534 — Determinar as superficies tais que todas.
as suas normais encontram arecta X =0, Y= 2.
3535 — Verifique que y>=ax? ¢é um integral da
equagio p*w—2py + ax =0; e diga se & parti-
cular ou singular. De quantas maneiras pode fazé-lo ?

3536 — I dado o sistema
f_l (1523 = y@ny Y13 Y257 " 3%a) = 0
1) fr=0
Ju=0 .
que tem uma solugio no ponto (aj,as, - @, by,bs,-+by).
Supde-se que, numa vizinhan¢a desse ponto, as deri-

vadas parciais i’-{‘— e ﬁ{l- (i,k=1,2..- n) exis-.
EN Y«
tem e sdo continuas, sendo diferente de zero o Ja-
d(fifa 1)

cobiano ————
O (Y12 Yn)

Como se sabe, o sistema 1) define nesse caso,
Y1y Yz, Yy, como fungdes implicitas de =y, 2s,--- =,,
continuas e admitindo derivadas. 3

Diga quando é possivel afirmar- que essas fungdes
Y1 Y2y Yo SO independentes, sem as tornar expli-
citas.

3537 — Averiguar que a fungdo

xy?
, @—1)2y—2)
nfo tem mdximos nem minimos.

sz =log
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MECANICA RACIONAL

I. 8. T.— Mecivica Raciowar —1.° exame de fre-
quéncia, 7-II-52.

3538 — Achar-as geodésicas da superficie: z=u,

y=2v, z=ul+1.
3539 — Resolver a equagiio integral

@ (s) — p.j.ltﬂ.-f-s) e_o'(s) dt =s.
; 0

3540 — Examine as condigbes para que seja inde-
terminada a fun¢fio z=z (z,y) que torna estacio-

ndrio o integral duplo fff(:c,y,z,p,q) dedy, e
A

cujos valores sdo conhecidos sobre o contorno da
drea A. Diga qual é o significado geométrico dessa
indeterminagio. Verifique que essa indeterminagfo
ndo pode dar-se quando a fungdo =z (z,y) for har-
ménica em A.

3541 — Mosire que o teorema da inversdo do cil-
2 2
g f— = ﬁ— quando forem con-

0z dy dy dx

nem sempre subsiste para as segundas de-

culo diferencial (

tinuas)
rivadas covariantes dum vector (X;), em cdleulo
absoluto .

3542 — Numa variedade a trés dimensdes, escreva
a expressio do produto mixto de trés vectores, em
coordenadas gerais. Serd um trivector ?

I. 8. T. — Mecixica Racionar —2.° exame de fr-e-
quéncia — 9 de Julho de 1952.

3543 — Um ponto pesado move-se, sem -atrito,

1 1 '
sobre o paraboloide =z == 7 (ax?+ by?), sendo o

semi-eixo OZ positivo dirigide segundo a vertical
ascendente. .

Mostre que, na origem dos eixos, que ¢ uma posi-
¢do de equilibrio, esse equilibrio ¢ estdvel quando
a e b forem ambos positivos. R: As equagdes do mo-
vimento sio

d2x = dzy R dzz A
e— —_— m =)\—mm
AR T s T LT &

e as condigles de estacionaridade da fungio de forgas
—xax=0,1by =0,a=mg; entdo a fungio de for¢as é
maxima no ponto (0,0,0) se a,b=>0 e minima no
caso conirdrio. :

3544 — Mostre que, se o movimento dum fluido
perfeito é rotacional e o vector turbilhio Q ¢é har-
ménico, 0 movimento fluido cuja velocidade é V=
=rot & ¢ um movimento irrotacional. Sendo V=
=ul+vJ+owK, com u=y>422, v=2a?+22 e
o= x4+ y?, a velocidade do primeiro movimento,
verifique que @ ¢ harménico e determine o potencial
das velocidades do segundo movimento. R: Se

1
nmiratv:;:o e A =0 ¢é Vi=rot0Q = graddivV

G
e rotVy=0. Aplicagio: Se n—= —grotv = (y—z)I+

+(z—x)d +(x—y)K, a0=0, Vi =rot0 =—2
(I+J+EK)=—giadU e U=2(x+y + 3z).
3545 — Sendo P (x,y,z) um ponto qualquer do
espago tridimensional, sfio dados dois campos F (P)
e a(P), dos quais o primeiro é o momento do se-
gundo em relagio 4 origem dos eixos coordenados.
a) Mostre que o campo F(P) nio é conservativo
quando « (P) é constante. b) Fazendo «(P)=XI+
+YJ+ZK e sendo X independente de =, Y inde-
pendente de ¥ e Z independente de 2z, procure
determinar « (P) de modo que F (P) seja conser-
vativo. R: Se « (P) = Al + BJ + CK, F (P)=(yC—
—zB)I 4 (zA—xC)J + xB—yA)K e r1otF =
= 2 (— Al + BJ —CK) 5 0. =
b) Se a (P) = XI + YJ 4 ZK devemos ter

I J K
S A S TR YL
ox oy dz
(yZ — 2Y) (zX — xZ) (xY — yX)
ou 2X+ y & +z -f)i = 0... relagdo sa;t;'sfel'ca por
dy 0z
X = -;z- “+ _z]:{ Entao

By 1 1 1 1 1

«®=(5 + )1+ (G )+ (G4 0)

3546 —a) Verifique no caso duma translacgio
paralela a Oy, que a transformagio de Lorenrz
deixa invariante a forma
1y dy*=-dyi—dyi—dy;—dyjs
b) Mudando os sinais de alguns termos, quais sio as
formas resultantes de 1) que ficam invariantes para
a mesma transformagfio de Lorextz ?=¢) Caracterize
as matrizes de Lomextz e verifique que elas formam

um grupo. : " y
. BolugBes dos n.°* 3549 a 8545 de J. Gaspar Teixeira. - -

»

= >
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I. S. T. — Mzcixioa Racionar — Exame final (ted-
rico) — Outubro de 1951.

3547 — E dado um sistema holénomo con-
servativo e de ligagdes independentes do tempo,
sendo F; a forga activa aplicada ao ponto P, (=,
Yi,%) (f=1,2...n). Supde-se que a funcio de
forgas U ¢ homogénea de granu —2, em relacio as
coordenadas dos pontos P;.

Deduzir do teorema de Cerrurri para os viriais,
T o V+ 27T, que o momento de inércia /, em
relagido A origem dos eixos, é uma fungfio quadri-
tica do tempo :

IT=at?+bt+ec (a,b,c constantes).

3548 — £ dada uma forca F (X,Y,Z) funcio
apenas das coordenadas do ponto P (x,y,z) sobre
o qual actua. Mostrar que, para que exista uma su-
perficie fixa sobre a qual o ponto P estd em equi-
librio em todas as posigdes, é necessdrio e suficiente
que Xdx + Ydy+ Zdz= 0 seja complelamente
integrdvel.

3549 — Seja w o veetor velocidade angular, no
movimento dum sélido com um ponto fixe. Mostrar
que a aceleragio dum ponto qualquer do sélido é a
soma de dois vectores: 1.° A velocidade que teria o
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3553 — Se na fracpdo T cortarmos no numera-

dor e no denominador o nimero 6, obtemos, por meio
de uma operagio incorrecta, um resultado correcto.

Determinar um par de mimeros de dois alga-
rismos (no sistema de base 8), gosando da mesma
propriedade.

3554 — Seja [ABCD] um- trapésio rectingulo de
base paralelos AB—=a e CD =3a. Seja AD=a
o lado perpendicular as bases e consideremos um
ponto M sobre o lado BC. Sejam V; e V; os
volumes dos sdlidos gerados pela rotagdo, de ampli-
tude 2w, do quadrilitero convexo [ABMD] em
em torno, respectivamente, de AB e de AD. De-
Vi, b s

terminar a posigiio de M de modo que v 59 "

Secgio Mipia:

3555 — Repres-entemos por I(z) o maior inteiro

- =

-

- .

d
ponto se a velocidade angular fosse o' = d_:}; 20 A

_aceleragio que teria o ponto se a velocidade angular

w fosse constante.

I. 8. T. —Mgzcixica Racrovsar — Exame final (pra-
tico) — .Outubro de 1951.

3550 — Um ponto M (x,y) ¢ obrigado a mover-se,
sem atrito, sobre a pardbola 2 =2 pwm , e ¢ atraido
pelo ponto A4 (p, p/2) do plano da curva com uma
forga F, cuja grandeza ¢é fungiio sé da distdncia
MA = r. Mostrar que hd uma posigio de equilibrio
que ¢ independente da grandeza da forga.

3551 — a) Mostre que o cone de revolugio homo-
géneo, limitado pela superficie conica 2?4 y? = 522
e de altura A =3, tem pontos focais de inéreia.
b) Determine esses pontos e verifique se as respec-
tivas esferas de inérecia se intersectam. (Eixos rectan-
gulares) . :

3552 — Dado o campo de vectores

X=a+bx+ecy+dz
2| Y=a+bz+ey+dis
Z ey + byx+ oy + +daz
onde a;,b;,c;,d; sio constantes, serd possivel deter-
minar essas constantes de modo tal que o campo P
seja um campo de momentos? Discussio.

contido em = e por M (x) a mantissa de », isto é
M (x) = = — I'(x). Demonstrar que -
1 ik 1
lini(—+—+-—-+—) =1
0 i xr E
se o nimero de parcelas que figura dentro do paren-
tesis for [ (z).

3556 — Estudar as descontinunidades da fun¢io
definida no intervalo (—=,+ =) pela expressio

1

- gt —
y 9’ =
Secgio Supemion :

3557 — A velocidade dum ponto P tem duas com-
ponentes, ;':,;z, de igual mddulo, v; a primeira é
constante, a segunda perpendicular, em cada instante,

ao vector de posicdo de P, em relagiio a uma ori-
gem O . Estudar o movimento de P.

3 558— Sejam 7y ,7z - 7, 08 zeros simples do poli-

némio f(z) de grau n; provar que 2 _:r‘ =0,
=t ()



