GAZETA DE MATEMATICA

desenvolvimento a partir de i . &) Comprove

+acostx
o resultado. ¢) Deduzir por processos convenientes
os valores dos seguintes integrais :

o dx 5 w2 dx
< JU (1+cos?x)? J ) Ju secd ¢

*T cos™wdx
3604 — Sendo 4 (1,1,1), B(1,3,1), C(3,1,1),
D(3,3,1), E(2,2,0) e F(2,2,2) determine vec-

PROB

Problemas propostos ao concurso
Skcgio ErLeEMENTAR
3605 — Um nimero que, no sistema de base 10, se
escreve com trds algarismos, escreve-se, num outro
sistema de base menor que dez, com os mesmos alga-
rismos dispostos em ordem inversa. Determinar o
nimero.

3606 — Considere uma esfera de raio E. Quantas

esferas de raio R sio tangentes i primeira e simul-
tineamente tangentes a mais cinco destas ltimas ?

Secgio Mépia:
3607 — Considere a equagdo
cos2x 4 Esena = n
em que E e = slo as coordenadas dum ponto P do
plano Eow. Determinar o mimero de solugdes da
equagiio proposta segundo a posigdo de P no res-
pectivo plano.
3608 — Determinar os polindmios f(x) do 3.° grau
tais que
f(@)=kf(x) f(—=)
Secgio SUPERIOR:
3609 — Provar que, se o polindmio trigonométrico
p(t) =ap+ aycost + --- + a,cosnt
+ bysent + - 4 b,sennt
¢ nulo qualquer que seja o valor dado a ¢, todos os
seus coeficientes sdo nulos.
3610 — Provar que ?= |7|® :é um vector irrota-
cional qualquer que seja o inteiro a; s6 é porém
golenoidal se a = —3.

Resolugdo dos problemas do concurso propostos
no n.° 51

3436 — Enviaram solugdes exactas os Srs. J.
Vinhas Novais e José Machado Gil. Publicamos a
solugdo do primeiro:

torialmente: a) O volume do poliedro regular de
vértices A, B, C,D,E e F. 5 O momento re-

sultante do sistema 0'31', O_Ei', 0Ce OD em rela-
¢lo ao baricentro dos vértices do poliedro, nos quais
se aplicam massas iguais. ¢) Demonstre que

Sm; OM2 = (Em,) OG? + £ m; GMp?
sendo M; os pontos em que se aplicam massas m;,
G o centro de gravidade e O um ponte qualquer,

fazendo a correspondente aplicagio ao poliedro
ABCDEF.

EMAS

Representando por @ ,b,c e d respectivamente
os trés lados e a altura do tridngulo referente ao
lado a, e atendendo a que d <b,¢, temos 4 hipé-
teses a considerar :

1*H a=n b=n+2 c¢=n+3 e d=n+l
20 H a=n+1 b=n4+2 c=n+83 e d=n
3*H a=n+2 b=n+l e=n4+3 e d=n
4* H a=n+4+3 b=n+l1l ec=n+4+2 e d=n.

A altura d de um tridingulo, em relagio ao lado
a, estd relacionada com os trés lados pela expressio

2
d=—xVp(p—a)(p—0)(» -
1
com p—E(a+b+c).
Considerando as 4 hipdteses possiveis acima indi-

cadas somos conduzidos a4 equac¢les em n, cujas
raizes sdo também raizes das equagdes

1*H 214603 —18n2+20n 4+26=0
20 H 73 —-16n2 —56n—48 =0

3 H #7#*—16n®—52n —48=0

4*H 73 —-24n —48=0

obtidas quadrande as equagdes referidas.

Existem tantos triingulos nas condigdes do enun-
ciado quantas as raizes inteiras destas equacgdes, que
sejam ainda raizes das equagdes donde foram obtidas
por quadratura.

Sabendo-se que as raizes inteiras de P (n) dividem
o termo independente e que se m é raiz entdo P (n)=
= (n—m)- Q (n), chegamos a conclusio de que 86
na 3.* hipdtese existe uma raiz inteira, e uma s6:
n=12,

Fica assim demonstrada a existéneia do tridngulo
nas condi¢des do enunciado, que é inico, e fica tam-
bém determinado a =14,0 =15, c= 13 e d = 12,



' GAZETA DE MATEMATICA

3437 — Apresentaram solugbes exactas os Srs.
J. Vinhas Novais e J. Machado Gil; as demonstra-
gbes eram ambas baseadas no método de redugiio ao
absurdo. Damos uma demonstracio directa por ser
este tipo de demonstragio preferivel ao indirecto :

Seja & a base; entio

ab?+ab+a=ad

on
24+b+1=a?
donde
. —1+y2a2—3
3 a

Para ser 4a2—3=N? deve ser (2a+N) (2a—N)=3
e, como N e a devem ser inteiros, terd que ser
2a+ N=3 e 2a — N =1, sistema cuja solugio
dd a=1 e N=1 e portanto =0 ou 6= —1.

Quere dizer, nfio existe base de sistema de nume-
ragio em que aquele facto se dé.

3438 — Apresentou solugfio correcta, que damos
a seguir, o sr. J. Machado Gil.

De senTa = Tsena — 56 sen3 a + 112 senba —

™
— 64sen’a vem para a.--7

0 = 7sen — — 56send —
senm =0 = sen?— sen -f"+

™ ™
112 sen’ — — 64 sen” —
+ sen 7 sen 7
™
e, por ser sen 3 +*=0

s4senf»; —112 sen4; + 56 senz% i B

.

™
Ora, fazendo sen 7 Ve

) 6428 — 11208 + 562 — 7 =0
equagdo cujas raizes sdo os valores que pode ter
sen ;, quando a & determinado pelo valor dado

desena e a=m.
. Dado sena, os arcos com este seno pertencem a
nx+ (—1)"a (n inteiro)

cuja sétima parte é

’—'7l’+(—1)~:=¢.
Ora, « ¢é congruo para o modulo 2= com um dos
a © a w % 2w @
AL o o = o, = =~ bl e ]
, 2= a 8= a 3= a 4= a
bt T b bt Ul A 3 .

21
4= a 5= a . .1.57: a 6 a
R R e e e e
6= a . &
= +T_ T quando » varia. Estes arcos dio os

odr ; 2
senos distintos, para a==,+sen ; ; T sen Tﬁ e

4
+sen —?1: que sio as raizes de (1).
Estas raizes tdm por produto

. , 2 , 4= 1)6 7 {1
— sen? — sen? —sen? — = (— ST P
7 i el e

64 64
3 2= 4=
€, por ser — - T vt ==, vem
2= £ 4= 8x
gen —— _— —_— =
e 7 sen 7 + sen 7
£ 2n 4= ‘/? ‘/f
-4 = i — - ¥ _ ¥
sen - sen —— sen — % 3

3439 — Nio foram recebidas solugdes completas
deste problema. Enviaram, porém, solugies satisfa-
térias os Srs. J. Machado Gil, Fernando de Jesus e
J. Vinhas Novais. A mais completa de todas ¢é a
deste tltimo.

Tomemos para eixos coordenados a recta fixa (eixo
dos zz) e a perpendicular a esta passando pelo
ponto fixo P (U,a). Seja 6 o menor dngulo posi-
tivo constante definido pelo eixo dos =z e pela tan-
gente 4 circunferéncia no ponto M (0,3) em que
esta corta o mesmo eixo.

O centro da circunferéneia é o ponto de intersecgfio

a b b 9
das rectas, r, y — — = PR b — media-

2
g . 1
triz do segmento PM—, e 7! y= —— (z —b)
m

(m=tgt) — perpendicular & tangente em M; as
suas cordenadas verificam pois a equagio
22 —m?y? - 2ay +a2=0
do lugar geométrico procuradoe. Trata-se pois duma
hipérbole (m ==0) oun pardbola (m = 0).
Se porém é m —co o lugar é uma cénica dege-

nerada no eixo dos xx.
J. 8. Paulo

3440 — Nio foram recebidas solugdes deste pro-
blema.

A série proposta, 1 4 rcosz + 72 co522 4 ..+ +
+ r"cosnz + ++- reduz-se 4 série de Lauresr

1
?[1+r5+r2£z+--- +r-£"+~--]+

1
+?[1 b b 2B o g g ]
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mediante a transformagiio £ =€, e ¢ portanto con-
vergente sempre que |r| <1 e z0.

Nestas condi¢des, fixado um », a série de Lac-
RENT converge sempre que

aZ |80
(dependendo a e & do valor atribuido a 7). Como
E| =e¥, a série proposta é convergente desde que

loga< —y < log b
isto ¢, numa faixa do plano dos z, contida entre

duas rectas paralelas ao eixo real.
’ J. G. Teixeira

3441 — Apresentou solugBo correcta que damos a
seguir, o Sr. J. Vinhas Novais.

Uma homografia que conserve a recta do infinito
no plano 0y ¢é uma afinidade.

As equagdes da transformagio afim sio

@y az
=J=0
ﬁlbz! *

z=a ' + ay +a com
y="ba' + by + b

e aj,az,az,by,by,b; constantes.
Representando por £ e ascoordenadas do cen-

tro de gravidade da drea S e por & e +/ as do
centro da gravidade da drea S', temos

- f‘; x de dy ¢ fs, ?’ dc' dy'
_f;, dax (Iy ‘];r dx' ({y'

e expressdes andlogas para 7 e ='.
Pretendemos demonstrar que

E=ait' +am + a
N =018 + b1 + b3
Vamos demonstrar para a eoordenada £:

jla. d dy f;, (ay=' + asy' + a3) J dx' dy'

. f:h;g f‘,_ J dx! dy' 3
_/:q: (a1 2 + a2y + a;) dz' dy'
5 fs, dx' dy' -
a'fs' @ do' dy' + a;j;, y'de' dy' + a;fs, dz' dy'
i fq dx' dxz' 5

=at' +a;q +as.
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95 — CURRY, Haskern B. — Legons de Logique
Algébrique, Gauthier-Villars, Paris, 1952.

A Universidade de Lovaina convidou, em 1951,
o Professor Haskern Curry a fazer um curso sobre
Logica da Matemdtica.

As ligdes do Professor Curry foram editadas em
volume pela Livraria Gauthier Villars em 1952, com
o titulo Legons de logique algebrigque.

Também hd anos, em 1942, a convite da Universi-
dade de S. Paulo, o Professor W. Quive fez um curso
de Légica da Matemdtica e as suas ligdes foram
reunidas em volume, editado pela Livraria Martins
(S Paulo), com o titulo O Sentido da nova légica.

E assim que procedem os paises que desejam eli-
minar rapidamente o seu desfasamento num dado
ramo da ciéncia.

Quando serd que uma universidade portuguesa,
ou o Instituto para a Alta Cultura, se resolverd a
convidar um destes dois eminentes professores, ou
outro de igual categoria, a fazer, em Portugal, um
curso de légica da Matemadtica no intuito de eliminar
o nosso desfasamento (digo desfasamento por eute-
mismo) neste importantissimo ramo da cidneia?

Se se reconhece que em Portugal os estudos sobre
Légica da Matem:tica siio incipientes e que se torna
necessdrio inicid-los com rapidez e vigor, julgo que
o tinico processo serd convidar um professor da cate-
goria dos eminentes professores que citei para reger
um curso frequentado pelas pessoas que se devem
interessar pelo assunto, como sejam os assistentes
de matemdtica e filosofia das escolas superiores e
os professores de matemitica e filosofia dos liceus.
E uma sugestfio que infelizmente eu sei que nfio serd
aproveitada.

Algumas conferéncias realizadas no nosso pais
sobre Ligica da Matemdtica nfio eliminam as nossas
deficiéncias. Numa conferéncia, a assisténcia estd
separada do conferente pela sua passividade de ou-
vinte, ao passo que num curso os alunos estio em
contacte com o professor por meio do trabalho que
lhes é distribuido, pelas dividas que surgem e troca
de impressdes que dai resulta.

Enguanto que as conferéncias seriam de resultado
muito precdrio ou nulo, o curso seria uma sementeira
de ideias e de métodos de trabalho o que produziria
necessariamente os seus frutos.

As belezas naturais do nosso pais e a benignidade



