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3567 — Faca o desenvolvimento de (:c“‘ Sy :l:")

e simplifique os seus termos. R: O desenvolvimento
simplificado é x8—2x"44+3/2-1/2x44+1/16x8.

3568 — Determine o valor de m para o qual
nCy=969. R: Como ™C, y="C; serd m(m—1)
(m—2):(1-2-3)=969 ou m(m—1)(m—2)=2-3.3"
-17-19=17.18-19 donde € m=17.

3569 — Calcule o nimero de rectas que sio deter-
minadas por 15 pontos entre as quais hd dois gru-
pos distintos de 3 e 5 pontos colineares. R : O ndmero
de rectas € 15C;—5C;—3Cy+ 2==94 que também se podia
calevlar do sequintemodo 10y +T>< (54 3) +5><3+ 2=04.

3570 — Forme uma equagio biquadrada cujas
raizes sejam +1 e +7¢/2. B: (x2—1) (x2+2)=0
ou xi+x2—2=0. E

Solugdes dos u.% 3530 a 3570 de J. da Silva Paulo

Exames de aptiddao para frequéncia do Instituto de
Ciéncias Econdmicas e Financeiras—Ano de 1952
— Ponto n.° 2—Outubro.

3571 — Demonstre que se a® — 4#* ¢ um nimero
primo, entio os numeros a ¢ b sio inteiros conse-
cutivos. R: Seja a>b e N=a’—b?=(a—b)(a+b)
um nimero primo. Se a—bst1, N admitiria divi-
sores, contririamente i hipotese. Logo a=b+1 c.q.d.

3572 — Sabe-se que o mimero 1xz1yz (base 10) é
divisivel por 180. Caleule os valores dos algarismos
a,y e z. (Indique todas as solugdes do problema).
R: O nimero dado ¢ divisivel por 10, o que obriga a
ser z=0, e também por 18=2>X9 o que implica
dever ser y=0,2,4,6,8 ¢ 24 x+y=9. As so-
lugles sfio: x=T7, y=0, z=0; xm=b, y=2,2=0;
x=3,y=4, z=0; x=1, y=6,2z=0 ¢ x=8,y =8,
z=0.

MATEMATICAS

3573 — No desenvolvimento de (‘/@ + ﬁl)” 0
b
coeficiente do 3.° termo ¢ ignal a 91. Calcule n e
escreva o antepentliimo termo do desenvolvimento.
Simplifique esse termo. R: Deverd ser C;j=91 o
que conduz & dnica solugdo de interesse n=14. O ter-
mo pedido é T3 =Cliab-b=3=91ab—".

3574 — Dada a equagio zi+pax?+g=0, deduza
a relagio que deve existir entre os seus coeficientes
para que as quatro raizes reais da equagfo estejam em
progressio aritmética. (Como se sabe, numa progressio
aritmética € constante a diferenca entre um termo e o
anterior). R: Se as 4 raizes da equagio, x;,x3 =
=—Xy, X3 € Xy=—X3 esldo em progressdo aritmctica,
serd X3 = x1[3. Além disso, por ser x} 4 xj=—p e
xi+x3i=q, a eliminaciode x; e x3 entre estas 3 rela-
¢oes conduz a relagiio pedida 9p* --100q = 0.

3575 — Verifique que, para arcos do 1.° quadrante,
é verdadeira a seguinte ignaldade

1 3 -
arc. tg-7- + arc. tg? = I =

R: Tomando a tangenle de ambos os membros da
{qualdade proposta e atendendo a que tg arctgx=x,
tem-se (1/T+8/4)/(1—1/7-3/4)=1 o que ¢ uma iden-
tidade.

3576 — Calcule os Angulos positivos e inferiores
a 180° que verificam a designaldade
2een?e — (1 + 2¢/3) sen @ + /3<0.
R: A inequagio proposta ¢ equivalente a 2z —
—(1+2V3)z+V/3<0 (com z=senx) donde 1/2<

<senx < /3 ou 1/2 <senx <1 e portanto, 0s va-
loresde x pedidos sdo 30° < x < 150°,

Solugles dos n.° 3571 a 3576 de Orlando Morbey Rodrigues

SUPERICORES

PONTOS DE EXAMES DE FREQUENCIA E FINAIS
MATEMATICAS GERAIS

I. 8. C. E. F. — Mareudricas Gerais —4,° exame de
frequéncia — Marco de 1952.

3577 — Considere a curva y = R A e deter-

x2—bHx+4
minc os pontos A ¢ B onde a tangente ¢ paralela a OX.
Ache o lugar dos pontos M tais que AM = K BIM.
Caracterize o lugar segundo os possiveis valores

(x—2) (x+2)
(x—1)? (x—4)?
com mudanga de sinal para x=—2 e x=2, onde a

de K. R: A derivada y'= anula-se
Sfungido tem respectivamente os valores il e 1

Portanto A (—2,—1/9) e B (2, —1) siio pontos de tan-
gente paralela a OX .



GAZETA DE MATEMATICA

17

VE=2RF (y+ T 0 = KY/(—2) + (5 7 1)¢ donde
(s +2)2— K2 (x —2)2 + (y + 1/9)2— K2 (v 4 1)2=0
que desenvoluida conduz a
x2 (1—K2) + y2 (1—K?) +2x [(1 +K)2 4 (1—K)?]+
+y[(1+K) (1/9—K) + (1 —K) (1/9+K)]+
+4+1/81—-5K2=0.
Com K=+1 o lugar geométrico é visivelmente de
1.7 ordem (uma recta).
Com |K |1 vem
1—|—K2)

tpy2—2x(_2_ "
x2 4y x( -

K2—1/9\ 4+1,81—5K2
-9 =
'v( 1-K2 )+ 1—Kz g

e o lugar geométrico € uma circunferéncia do centro no

1+K2 K2—1/9 :
ponto C(— 2?:_—1?2—-,—?@—) e de raio dado por
T
r—41/85 i—xe Serd r >0 para os valores de K nos

intervalos alertos (—oo,—1) e (0,1). Para K=0 o
lugar reduz-se a um ponto.

3578 —Defina série absolutamente convergente e
prove que a sua soma ¢ independente da ordem dos
termos.

Se a série é simplesmente convergbnte verifica ainda
essa propriedade? Enuuncie o teorema em que baseou
a resposta.

3579 — Defina série absolutamente convergente e

prove que a série Za,a" é absoluta e uniformemente

convergente em todo o intervalo onde a série dos md-
dulos for uniformemente convergente.
%2 28 xd
Estude a série 2 — — 4+ — — — 4 -+
2 3 4 *

portamento nos extremos do intervalo de convergéncia
absoluta. R:

Ix[™ x|

n=gg ﬂ+1 5
portanto a série ¢ absolutamente convergente para
|x|<<1. O intervalo de convergéncia é (—#1,1). Con-
verge no extremo direito (série harménica allernada);
diverge no extremo esquerdo.

€ 0 com-

: n
Gl i i

3580 — Defina func¢io crescente num ponto e num
intervalo e prove que se f(x) é crescente em (a,d) a
sua fun¢do inversa também o é. Deduza a expressio
que liga as derivadas de f(x) e da sua fun¢fio inversa.
R: Dada y=f(x) sgpam y1<<ys tais que x1=¢ (yy) €
xp=0 (y2) onde com x=ov (y) se representa a inversa.
Nio se pode ter x> x» porque entdo, por hipdtese, se
teria y1>yz. Portanto necessariamente: dados y1 <<y,

se tem sempre ¢ (y1) < ¢ (y2) -

3581 — Prove que 3°)/x tem ponto de inflexfio na
origem.

Seja 0 <a<<b e estude a concavidade da curva no
intervalo (a,b).

Esereva a equagdo da tangente no ponto a e de-
monstre que a curva fica toda para o mesmo lado
desta tangente.

Demonstre que naquele intervalo a curva fica entre
a corda e a tangente paralela & corda. R: A equagio
da tangente no ponto (a,f(a)) é Y=f(a) +f'(a) (X —a)
ou seja: Y=3"Ya + J‘/l_z (X —a) (a5=0).

a’

A ordenada da tangente no ponto X=a+h € dada
por Y =f(a) +hf' (a). A concavidade ¢ positiva ou nega~-
tiva conforme jfor posiliva ouw negaliva a diferenca
a=f(a+h)—f(a)—hf (a).

h?
Pela formula de Taylor tem-se A = ?f” (a+©h)

com @=0.
2
Vem pois a—_—-h— —E,;‘__
21 3 *\/(eh)
nal com h; fica assim provada a existéncia de inflexdo
na origem (de tangente vertical).

)_, que muda de si-

: 2 1 ;
Como a sequnda derivada y' = — 3 o ¢ sempre
X
negativa para x no intervalo (a, b) considerado, a
]

expressio A = 37 f' (a 4+ @h) mostra que nesse inter-

valo a concavidade ¢ sempre voltada para baizo.

As restantes perguntas desta questio sio directas,
isto €, foram tratadas mo curso tal como aqui se apre-
sentam, e como de costume nilo se dio sugesties para elas.
Solugles dos n.% 3577 a 3581 de J. Ribeiro de Albuguerque,

I. 8. T. — Maremiricas Gerais — Exame final — 41 de
Outubro de 1952.
3582 — Sendo
f(=z) =

mostre que

ar.. 1
s [!:ir;ﬁ(..c)] = secda — 5 e
R: Para x=a.a fungdo é indeterminada do tipo co— co.
Transformando a indeterminagio numa outra da forma
0,0 e aplicando duas vezes a regra de L’Hosrrrar,
obtemos
lim f (a) =

. x=a

1 1
sen & —sen g (x—a) -cosa

sen a 1 G
———— = —1tga-seca.
2cos’a 2 €
Derivando o resultado obtido alcangamos com toda a

facilidade

d 1(: 2 1
—— . SEC = §@ -_— Re .
ia 3 ga a secY a 28(,(!3
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3583 — Dados os pontos A (¢,0,0), B(0,d,0),
€ (0,0,d), determine um outro ponto do espago equi-
distante dos trés dados e a distincia d do seu plano.

Qual é o volume do tetraedro definido pelos quatro
pontos? R: A equagio do plano definido pelos trés
pontos dados €, como se verifica imediatamente, x+y -+
+2z—d=0. A distaneia do ponto P (x,y,z) ao plano
€ dada por
x+y+z—d

V3
Como as coordenadas de P sdo necessiiriamente iquais
(o que, de resto, tem verificagio imediata), obtemos logo

xuy=z-=~(l—‘%[§-)d.

(0 wvolume do (etraedro serd dado, por erempio, pelo
determinante

‘-=d.

v_1]da 00 1
6 d ¢ 1
00 d1
x ¥z 1

() valor do determinante pode ser obtido facilmente uti-
lizando a regra de Cno e vem

V—‘—?—dt

I

3584 — Verifique que as raizes de indice a2 nfo
reais dum mimero real sio complexos conjugados dois
a dois.

No caso dum mimero complexo, poderfio as suas -

raizes de indice n ser conjugadas duas a duas?

3585 — Métodos para a determinagfo dos pontos de
estacionaridade duma funcfo. Suas vantagens e in-
convenientes.

Como aplicagdo, mostre que se for f'(x,) =0 e
7" () #0, as funges f(z) o g(x) = [f (@) sdo

simultineamente mdximas e minimas no ponto x,.

3586 — Cilenlo numérico das séries. Expressies
que o limite superior do erro pode tomar. Casos em
que ¢ possivel o cdleulo exacto da soma.

3587 — Uma equacio algébrica inteira diz-se reci-
proca se as suas raizes sdo reciprocas duas a duas.
Nestas condig¢des, estabelega as condigdes a que terdo
de satisfazer os coeficientes, supostos reais, duma
equagio reciproca.

Mostre que uma equagfio bindmia, escrita sob a
forma normal, ¢ uma equacio reciproca.

3588 — Dada uma hipérbole referida s assintotas,
verifique que a equagiio da tangente num ponto

(%05 ¥o) 6
Yo' @ + Ty = 2@y,

A partir desta equaciio, mostre que a tangente corta
as assintotas em dois pontos que definem um segmento
cujo ponto médio é o ponto de tangéncia, e que a drea
do tridngulo definido pela tangente e pelas assintotas
¢ constante.

I. 8. T. — Maremdricas Gerais — Exame final — 8 de
Outubro de 1952.

3589 — Mostre que

y=(a—i—m)- (4 —3a?)
a

tem um m#dximo e um minimo, e que a diferen¢a entre

eles ¢
4 1\2
ey

Calcule o valor minimo desta diferenga, supondo a
um pardmetro varidvel. R: Igualando a zero a pri-
meira derivada da fungdio, verificamos com facilidade
que as raises da equagdo obtida sdo x;=2a3 e x3=
= —2/3 a. Supondo, para fizar ideias, que a € positivo,
e atendendo a que a sequnda derivada da fungio € igual
a y'=18x—6.(a—1/a) concluimos que a fungio tem
um minimo no ponlo x; e um mdaximo em Xy. A dife-
renga entre o maximo e o minimo € igual, realmente, ao
walor indicado no.enunciado como se pode verificar.
Chamando g (a) aquela diferenca, serd

i3 (-2 (-3)

Igualando a zero g'(a) obtemos uma equagdo cujas
unicas raizes reats sio 1 e —1. Mas
g”(a) :E.(a.{.i-}.i)o
3 a?  ab
Logo, o minimo da diferenga dd-se para a=1, ¢ fem o
2

valor g(1) = .

3590 — Determine a distincia focal da cdénica:
42+ 4e+ 15y +4=0.

: :
R: A maneira mais rapida de resolver o problema con-
siste em achar a equagio reduzida da cénica (trala-se
duma elipse) referida aos eixos.

Os invarianies tem os valores: I1=>5; I,=4; I;=—064,
Tomando como € usual, o eixo maior para eixos dos xx,
chegamos facilmente i equagio

x2 :2
o g e
16 4

A semi-distiancia foeal tem entiio o valor c¢={/16—4—

=2/3 e a dictancia focal ¢, portanto, 2c=4 /3.
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3591 — Raizes primitivas da unidade: definigdo,
propriedades e importincia.

Sabendo que ¢ é raiz primitiva de indice n da uni-
dade, que valor terd n?

3592 — Diga o que ¢ uma fung¢io homoginea e
enuncie a sua propriedade fundamental.

Como aplicagfio, considere uma fungiio homogénea
F.(z,y) e, partindo da identidade de Evier, averigue
em que condigdes F,(x,y) ¢ também funglo homo-
génea. Qual serd, nesse caso, o grau de homogenei-
dade de F,(xz,y)?

3593 —Faca o estudo da série de Dinicnier e, a
partir dele, determine as condi¢des de convergéncia

absoluta da série
L -3

el
z(_1)+F.

n=l

ANALISE

I S.C. E. F.— Axfuse InFixrresimar — 1.° exame de
frequéncia—25 de Fevereiro — 1950.

3596 — Estude a convergéncia do integral e cal-
cule-o na hipditese de ser convergente

= dx
‘j: x \/49:2-5-:::—1—1 5

3597 — Calcule F (a) = f log (1 RS j; ) dx.
<o

3508 — Dados os vectores: OA =1 + 2 g, OB =

=2I+K,00=J+2K e OD=3I+3J + 3K,
determinar :

a) O volume do tetraedro ABCD ;

b) A equagiio da aresta AB;

¢) A distincia de D a ABC;

d) A drea ABC;

e) O plano que contém AD e ¢ perpendicular a
ABC.

I. 8. C. E. F. — Ax{vise InFiviTeEsiMAL — 1.° exame de
frequéncia extraordindrio — 1950-51.

3599 .- Seja dado o tetraedro ABCD, A4 (0,1,2),
B(1,0,2), €(1,2,0) e D(5,5,5). Determinar :
a) O volume do tetraedro cujos vértices sio os
baricentros das faces do tetraedro dado. ) O volume
do tetraedro obtide, conduzindo pelos 4 vértices

Que poderd concluir ainda quanto 4 natureza da
-
5 sen nx
série E: =
= n

Porqué?

para os diferenles valores de =?

3594 — Resoluglio de um sistema de Cramer: mé-
todo das matrizes.

O determinante de wmn sistema de Crauer poderd
ser ortogonal ? & hemi-simétrico ?

3595 — Considere numa ednica sem centro, definida
pela sua equagio candnica, um ponto P e a sua pro-
jecgiio E sobre o eixo. Se forem 4 e B, respectiva-
mente, os pontos de intersec¢io da tangente e da nor-
em P com o eixo dos xxz, e chamarmos sub-tangente
ao segmento AR e sub-normal ao segmento BB, mos-
tre que a sub-tangente é dividida ao meio pelo vér-
tice da conica e que a sub-normal é constante.

Enunciados o solugles dos n,°" 3582 a 3590 de J. II. Arandes

INFINITESIMAL

planos paralelos as faces opostas. ¢) A equagio da
altura tirada de 4. d) o plano mediador de AB.
e) O plano bissector do Angulo das faces ABC e
ABD. f) A drea do tetraedro OABC.

dx
a® /1t

1
3600 — Mostre que dos 2 integrais f
0

"

dx

[ f —— 86 um tem valor finito e¢ calcular
1 ady/1+a?

csse valor.

=2 d:
3601 — Calcular: f 2
o

dcosa 5

L 8. C. E. F. — A~xfvise IsFivrresimar — 1.° exame de
frequéncia — 1.* chamada — 1952.
3602 — Calcular os integrais:
T

)

o/

k)
w?sendndr , f xzsenfxzde e
0

Fi 4

J x™ sen" x du .
0

3603 — Estudar a fungiio

(*7 dx
z) = L
7@ Jo 1+4zcos2x

a) Mostre que f(z) ¢ irracional e efectue o sem
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desenvolvimento a partir de i . &) Comprove

+acostx
o resultado. ¢) Deduzir por processos convenientes
os valores dos seguintes integrais :

o dx 5 w2 dx
< JU (1+cos?x)? J ) Ju secd ¢

*T cos™wdx
3604 — Sendo 4 (1,1,1), B(1,3,1), C(3,1,1),
D(3,3,1), E(2,2,0) e F(2,2,2) determine vec-

PROB

Problemas propostos ao concurso
Skcgio ErLeEMENTAR
3605 — Um nimero que, no sistema de base 10, se
escreve com trds algarismos, escreve-se, num outro
sistema de base menor que dez, com os mesmos alga-
rismos dispostos em ordem inversa. Determinar o
nimero.

3606 — Considere uma esfera de raio E. Quantas

esferas de raio R sio tangentes i primeira e simul-
tineamente tangentes a mais cinco destas ltimas ?

Secgio Mépia:
3607 — Considere a equagdo
cos2x 4 Esena = n
em que E e = slo as coordenadas dum ponto P do
plano Eow. Determinar o mimero de solugdes da
equagiio proposta segundo a posigdo de P no res-
pectivo plano.
3608 — Determinar os polindmios f(x) do 3.° grau
tais que
f(@)=kf(x) f(—=)
Secgio SUPERIOR:
3609 — Provar que, se o polindmio trigonométrico
p(t) =ap+ aycost + --- + a,cosnt
+ bysent + - 4 b,sennt
¢ nulo qualquer que seja o valor dado a ¢, todos os
seus coeficientes sdo nulos.
3610 — Provar que ?= |7|® :é um vector irrota-
cional qualquer que seja o inteiro a; s6 é porém
golenoidal se a = —3.

Resolugdo dos problemas do concurso propostos
no n.° 51

3436 — Enviaram solugdes exactas os Srs. J.
Vinhas Novais e José Machado Gil. Publicamos a
solugdo do primeiro:

torialmente: a) O volume do poliedro regular de
vértices A, B, C,D,E e F. 5 O momento re-

sultante do sistema 0'31', O_Ei', 0Ce OD em rela-
¢lo ao baricentro dos vértices do poliedro, nos quais
se aplicam massas iguais. ¢) Demonstre que

Sm; OM2 = (Em,) OG? + £ m; GMp?
sendo M; os pontos em que se aplicam massas m;,
G o centro de gravidade e O um ponte qualquer,

fazendo a correspondente aplicagio ao poliedro
ABCDEF.

EMAS

Representando por @ ,b,c e d respectivamente
os trés lados e a altura do tridngulo referente ao
lado a, e atendendo a que d <b,¢, temos 4 hipé-
teses a considerar :

1*H a=n b=n+2 c¢=n+3 e d=n+l
20 H a=n+1 b=n4+2 c=n+83 e d=n
3*H a=n+2 b=n+l e=n4+3 e d=n
4* H a=n+4+3 b=n+l1l ec=n+4+2 e d=n.

A altura d de um tridingulo, em relagio ao lado
a, estd relacionada com os trés lados pela expressio

2
d=—xVp(p—a)(p—0)(» -
1
com p—E(a+b+c).
Considerando as 4 hipdteses possiveis acima indi-

cadas somos conduzidos a4 equac¢les em n, cujas
raizes sdo também raizes das equagdes

1*H 214603 —18n2+20n 4+26=0
20 H 73 —-16n2 —56n—48 =0

3 H #7#*—16n®—52n —48=0

4*H 73 —-24n —48=0

obtidas quadrande as equagdes referidas.

Existem tantos triingulos nas condigdes do enun-
ciado quantas as raizes inteiras destas equacgdes, que
sejam ainda raizes das equagdes donde foram obtidas
por quadratura.

Sabendo-se que as raizes inteiras de P (n) dividem
o termo independente e que se m é raiz entdo P (n)=
= (n—m)- Q (n), chegamos a conclusio de que 86
na 3.* hipdtese existe uma raiz inteira, e uma s6:
n=12,

Fica assim demonstrada a existéneia do tridngulo
nas condi¢des do enunciado, que é inico, e fica tam-
bém determinado a =14,0 =15, c= 13 e d = 12,



