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1.° semestre 2 . ° semestre 

Díncí p l i cas Aulas, A n Las Au] as Aulas 
teóricos pr&tJcas teóricas práticas 

4." ono 

Mecânica Celeste. . . . 2 2 2 2 
Geometria Superior . . _ _ 2 2 
Física Matemática , . . a •2 2 2 
Geodesia 2 2 _ _ 
Desenho Topográf i co . . - 4 - -

16 horas 12 horas 

Art. í>.° — As aulas teóricas têm a duração de uma 
liora; as aulas práticas são de duas horas, salvo as 
de Astronomia, Aperfeiçoamento de Astronomia, T o -
pografia, Meteorologia, Geofísica e Análise Química 
(2.* parte), que poderão ser de duas ou três lioras, 

Art. 21.° — O grau de doutor será conferido ao 
licenciado que, tendo sido admitido, obtenha aprova-
ção nas seguintes provas : 

o ) Dois interrogatórios, feitos por dois membros 
do jiiri, durante um período mínimo de meia hora e 
máximo de uma hora cada urn, sobre dois pontos 
tirados à sorte pelo candidato, com quarenta e oito 
lioras de antecedência, de entre doze expostos pela 
Faculdade noventa dias antes da prova ; 

(i) Defesa de uma dissertação, a qual será discutida 
durante uma hora, pelo menos, por dois professores 
designados pela secção respectiva. 

§ Único. A votação far-se-á no final das provas 
por escrutínio secreto; a deliberação será tomada por 
maioria dos professores presentes e o resultado 
expresso em valores, nos termos do Decreto n.° 34.4G7, 
de 28 de Março de 1945. 

MODELOS MATEMÁTICOS 

A União Matemática Italiana, por deliberação da 
sua Assembleia Geral, reunida em Taormina, cm Ou-
tubro de 1951, tomou a iniciativa de promover a 
construção de modelas para o ensino da Geometria e 
da Análise. O Prof. L . CAHPKDI:LI.I, da Universidade 
de Florença, encarregado desta realização, apresen-
tou, na reunião de Bolonha, em Abril de 1952, um 
relatório sobre as diligências e resultados obtidos. 
Comunicou estar em estado de fornecer duas séries 
de modelos em gesso : a série elementar compreen-
dendo as habituais quádricas e outra complementar e 
superior constituída por modelos de superfícies de 
3.* e 4.* ordens, superfícies pseudosféricas, etc. Está-se 
estudando a construção de modelos em metal e em 
fio. 

A aSocietà Metallurgica Itallianau, de Florença, 
a nSoeietíi lthodiatoce», de Milão e o «Istituto Técnico 
Industiiale Comunale L. da Vincio, de Florença, 
prestam auxílio gratuito. 

As escolas interessadas podem dirigir-se ao Prof. 
CAMPEDKLI.I, Istituto di Matematica dell'Università 
di Firenze, v iadeg l i Alfani, 81. M z 

(Notícia extraída do IJoUztino delia Uniotie .Vattinaiiça 
Italiana, Sério l l t . Ano Vi l , II," 2, 19S2). 

M A T E M A T I Ç A S 
U M A D E M O N S T R A Ç Ã O 

por Hemr /car ds Si/va l o b o 

E L E M E N T A R E S 
POR I N D U Ç Ã O F I N I T A 

Demonstrar, recorrendo ao teorema da indução 
finita, que a soma dos produtos dos coeficientes do 
desenvolvimento do «binómio» pelos quadrados das 
ordens respectivas, é igual a n (n + 1) 2"~- , sendo n 
o expoente do binómio : 

A igualdade a demonstrar é uma proposição 

P (íi) = 2 ** ( p ) - « ( " + 1 ) 

associada a um inteiro n e estendendo-se o somatório 
desde = 0 até }>•=», como é manifesto. 

Verificaremos que P (2) é verdadeira e provaremos 

que a validade de P (n) , para qualquer inteiro n, 
implica a validade da proposição para o sucessor de 
7i, de acordo com o teorema da indução finita. 

A demonstração exige o recurso À fórmula de STIFEL 

(TM>U) 
fácil de estabelecer (basta efectuar a soma do 2.° 

membro! ) e o cálculo de ^ P ^ ^j- Vamos portanto 

provar em primeiro lugar, que : 
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Note-se desde já , como é evidente, que 

Como 

pode escrever-se (decompondo as parcelas e asso-
eiaiido-as convenientemente) 

+ 0 — C ) * 

+ + ( : ) -
Sumas Parciais 

(ô) - O I gHÍM;)] 
-= 2" -

= 2" — 

Podemos agora passar à demonstração de 1), pelo 
método da indução f in i ta : 

I — P (2) veriíica-se. 
Com efeito, para n = 2 tem-se 

o 2 ( 2 + 1) -2*~a = 2 . 3 = G 

isto é : 

= 2 ( 2 + 1)2=-' 

é verdadeira. 

H — Demonstraremos agora que a legit imidade de 
P ( » ) impl ica a de P (n + ) . 

Admit indo então, por hipótese, que P (n) é verda-
deira, há que provar também o ser, necessariamente, 

2) P ( «+) = + 2) 2 " - ' . 

Ora pela fórmula de STIPBI., tem-se 

»> s-en-i-ícMAXi 
o que é evidente, somando por linhas. Somando 
agora por coluna e notando que estas são em número 
de n advirá imediatamente: 

ou, pela conhecida propriedade ( " ) — [ " ) , 
\p/ \ » - í > / 

Observe-se que 

e portanto 

donde se conc lu i : 

• 2 " - ' 
q. e. d. (t) 

( : ) A tuQsma . .] podo, ràpidamouto, sor dodnxlda d e r i -
vando ambos os morafljros do desouvoiv i monto bluomíai I — :)1 • 
o, na elprossfto obtida, f t / i>r - : N K. 

visto que { ) - < 0 pela própria s igni f icação do 
\ n + l / 

s ímbolo. 
Para calcularmos o 2." somatório do 2." membro 

de 2 " ) e visto as combinações de n serem tomadas 
( p — 1 ) a ( p — 1 ) , transformemos p* pela igualdade 
evidente. 

y » - ( p - l ) * + 3 ( i > - l ) + 1 . 

A expressão 2 " ) toma, por consequência, a forma 

> - ( A ) + a l < j , - 1 > ( P - i ) + 

+ % ( , - i ) 
Mas, Como é evidente, podemos nos 3 último» 

somatórios do 2." membro de 3 ) substituir p—l por 
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P passando a defini-los desde p = 0 até « . Advirá, 
portan to 

4> Mrh^Alh 
Então, por hipótese, peta expressão que calculamos 

anteriormente do ^ e pelo conhecido vaior do 

s C) • resulta 

e final mente 
w-M 

6) 2 p" 

. 2" ( « + 1 ) 2 " - ' + 2 • ti - 2 " - ' + 2" 

1 ) 2 " - ' +• 3 n • 2 " - 1 + . 2 . 2 " -
- n ( n + 1) 2""1 4- 2 (» + 1) 2 " - ' 

•+1 / h j -1 \ 
S l ' 1 ^ 1 - ( ' » • + 1 ) 0 ' + <1- M -

A proposição está pois demonstrada com toda a 
generalidade visto que se verificou directamente ser 
válida para ii = 2 e se provou que a validade para 
qualquer inteiro n implica a validade para o seu 
sucessor « + . 

P O N T O S DE EXAMES DE APT IDÃO ÀS ESCOLAS SUPERIORES 

Exames de aptidão para f requência das l i cenc ia -
turas cm Ciências Matemáticas, Ciências Fis ico-
-Quimicas e Ciências Geofísicas, preparatórios 
para as escolas militares e curso de engenheiras 
geógrafos — Ano de 1952 — Ponto n.° 1 . 

3 5 5 9 — Provar que, se a soma de dois números 
inteiros positivos é um número primo, os dois números 
são primos entre si, R : Seja a-f-b=-p , onde a - < p , 
b C p e p um número primo. Qualquer divisor comum 
de a e b será um divisor de p , ou seja 1 ou p , c 
como a c p e b C p será 1 o único divisor comum c 

•por isso a e b primos entre si. 

5 5 6 0 — C a l c u l a r dois números inteiros positivos, 
4 , 

do outro c que o pro-sabendo que um deles é — 

duto do seu máximo divisor comum pelo seu menor 
múltiplo comum é 2352. R : Sabe-se que o produto do 
m. /l. c. pelo m. )ií. c. é igual ao produto dos dois núme-
ros. Então se um deles for x será 4/3 • xJ = 2352 donde 
x —+ 42. Oe números serão então 42 e 56 visto sô servir 
a solução positiva. 

3 5 6 1 — Se o número í> divide o produto 35 , qual 
é o resto da divisão de a por 6 ? Enunciar e demons-
trar o teorema que justilica a resposta, l í : O -esto ê 
zero, porque se um número divide o produto de dois 
factores e é primo com um deles divide necessariamente 
o outro. 

3 5 6 2 — Decompor 100 em duas parcelas inteiras 
positivas, divisíveis por 7 e por 11 respectivamente. 
R : Será 7 x + 1 1 y = 1 0 0 eqtiação que admite a solução 
em números inteiros e positivos x S , y •=• 4 . E fácil 
•ver que esta solução em números inteiros e positivos 
e única, donde resulta que os números são 5G c 44. 

3 5 6 3 — Determinar os valores de m para os quais 
x2 — (m 4-2) x + m - f 3 é positivo qualquer que seja 
o valor real atribuído a s . B : São os valores de m 
que tornam o discriminante negativo, ou seja (m r 2)2 — 
— 4 (m i ü ) < 0 ou ainda m2 — 8 < 0 e por isso 

< m < + 2 l / 2 . 

3 5 6 4 — Determinar a equação biquadrada cujas 
raízes são ± 2 , + 3 . Enunciar e demonstrar o 
teorema que justifica a resposta. 
R : (x* — 2-) (x3 — 3 ! ) — O ou - 1 3 x ' + 36 = 0 . 

Exames de aptidão para f requência do Instituto 
Superior Técn i co e Faculdade do Engenharia âo 
Porto — Ano de 1952 — Ponto n.° 2 — Outubro. 

3 5 6 5 — Resolva a equação 

as — 3 
1 — O -

aí + \/ 2 
R: A equação proposta pode ser equivalente â seguinte 
4\/2 — 3 { x + 1) (x + l /2) que se obtém desembaraçando 
de denomijiadores a primeira. Esta equação tem por 

raízes x = ( — 3 — 3 \J'Z + V 2̂7 — 30 ^ 2 ) : 6 , expressões que 
não se podem simplificar. Como aqueles calores de x 
não anulam o denominador (x -f-\/'2), cies são raízes da 
equação proposta. 

3 5 6 6 — Resolva a inequação 

R : A inequação pode escrever-se sob a forma 1/2 [x— 
— (2-f v ^ ) : 2] [x — ( 2 — : 2] (x —1/3) < 0 . A ine-
quação é verificada para os valores que torvem ou os três 
factores negativos ou um só. Estes factos verificam-se 
para os valores de x tais que 1/3 -Cx <z (2-j- V^) 1 2 e 
x < ( 2 - t / 6 ) : 2 . 
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3 5 6 7 — Faça o desenvolvimento de ( r 
e simplifique os seus termos, l i : O desenvolvimento 
simplificado é « - « - a r ^ + S / S — 1 / 2 x * + 1 / 1 6 x * , 

3 5 6 8 — Determine o vaior de m para o qual 
- 9 6 9 t R : Como " " C ^ —mC3 será m ( m —1) 

(m —2) : (1 • 2 - 3) = 9G9 ou m ( n k - l ) ( m - t y - 2 - 8 
-17 • 19 = 17 • 18 • 19 donde è m - 1 7 . 

3 5 6 9 — Calcule o número de rectas que são deter-
minadas por 15 pontos entre as quais há dois gru-
pos distintos de 3 e 5 pontos colineares. li : O número 
de recta» é i 5 C 2 — ! C Z — 3 C 2 + 2 = 9-1 que também se podia 
calcular doseguivtemodo ' C j + 7 x ( 5 + 3) 4 - 5 x 3 4 2 = 94. 

3 5 7 0 — Forme uma equação bi^uadrada cujas 
raízes sejam + 1 e 
ou x * 4 - x * - 2 - = 0 . 

SotuçBes fl£>s n.» 30! 9 a 3570 do J. da SiJva Paulu 

Exames de aptidão para frequência do Instituto de 
Ciências Económicas e Financeiras —Ano de 1952 
— Ponto n.° 2 - Outubro-

3 5 7 1 —Demonstre que se a* — b- é um número 
primo, então os números a c b são inteiros conse-
cutivos. l t : Seja a > b c N = a- — b ) ( a 4 - b ) 
mu número primo. Se a — , N admitiria divi-
sores, contrariamenteà hipótese. Logo a —b + l c. q. d. 

3 5 7 2 — Sabe-se que o numero l a i yz (base 10) é 
divisível por 180. Calcule os valores dos algarismos 
x, y e a . (indique todas as soluções do problema). 
K: O número dado c divisível por 1<J, o que obriga a 
ser z = O, e também por 18 = 2 x 9 o que implica 
fie ter ser y — 0 , 2 . i , 6 , 8 e 2 + X + y — Ò . As so-
luções são: x = 7 , y — 0 , z — 0 ; x — 5 , y = 2 , z = 0 ; 
x ~ 3 , y = 4 , i - O j t ^ l , y - 6 , í - 0 c x = 8 , y = 8 , 

B - Q „ * 

3 5 7 3 — No desenvolvimento de / ^ a b + j-^-N o 
V VbJ 

coeficiente do 3." termo c igual a 91, Calcule w e 
escreva o antepenúltimo termo do desenvolvimento. 
Simplifique esse termo. R : Deverá ser C ; = 91 d 
que conduz à única solução de interesse n=»14, O ter-
mo pedido é T , , = CJÍ a b • b " 3 = 91 a b " a . 

3 5 7 4 — Dada a .equação se*+píeí+.ç=»0, deduza 
a relação que deve existir entre os seus coeficientes 
pat a que as quatro raízes reais da equação estejam em 
progressão aritmética. (Como sesabe, numa progressão 
aritmética é constante a diferença entre um termo e o 
anterior), R : Se as 4 raízes da equação, Xj , x j = 
— —X i , x j e estão em progressão aritmética, 
será Xj " Xj/3. Além disto, por ser x j + x j — — p e 
xj • x j =• q , a eliminação de x t e x3 entre estas 3 rela-
ções conduz à relação pedida 9 p - — 100q - » 0 . 

3 5 7 5 — Verifique que, para arcos do 1." quadrante, 
é verdadeira a seguinte igualdade 

1 3 
are, t g y + are. t g — = — . 

R: Tomando a tangente de ambos o« membros da 
igualdade proposta e atendendo a que t g a r c t g x ~ x , 
tem-se ( l / 7 + 3 / 4 ) / ( l —1/7 - 3/4) = 1 o que é uma iden-
tidade. 

3 5 7 6 — Calcule os ângulos positivos e inferiores 
a 180° que verificam a desigualdade 

2 sen ! x - ( 1 4 - 21 /3 ) sen x + t/3< 0 . 

R: A inequação proposta ê equivalente a 2 z ' — 
— (1 4- 2 j / 3 ) z + l / 3 < 0 (com z - s e n x ) donde 1 /2 < 

sen x < v/5 on 1 /2 < sen x 1 e portanto, os va-
loresdc x pedido» são 30" < x <C 150°. 

RulqçCes dojt n.fln fl 3576 de, Or lando M<> rboy Itodrlgues 

M A T E M Á T I C A S S U P E R I O R E S 
P O N T O S DE E X A M E S DE F R E Q U Ê N C I A E F I N A I S 

M A T E M Á T I C A S G E R A I S 

I . S . C. E. F. — MATEMÁTICAS G E H A I S — 1 . " exame de 
f requênc ia — Março de 1952, 

x 
3 5 7 7 — Considere a curva y — c deter-

x* — 5x4-4 
mine os pontos A c D onde a tangente é paralela a ÕA*. 

Aeho o lugar dos pontos M tais que AM = KBM. 
Caracterize o lugar segundo os possíveis valores 

de A*. R I A derivada Y' = aiiula-sc 

com mudança de sinal para x ——2 e x = 2 , onde a 

função tem respectivamente os valores —— í — 1. 

Portanto A ( — 2 , —1/9) e B (2 , —1) são pontos de tan-
gente paralela a OX . 


