GAZETA DE MATEMATICA

aplicada. Contudo, se vés realmente ides aplicar a
andlise aos casos reais, vereis que hd uma grande
distincia desde a ideia geral do método de aproxi-
magio até a aplicagio com éxito do mesmo método,
Existe, por exemplo, a questio do tempo disponivel
e do poder humano. Para certos tipos de trabalho
temos engenhosas invengdes mecdnicas ou eléetricas,
tais como o analisador diferencial ou calculadores
eléctricos. Contudo na maior parte dos casos temos
de fazer o cdlculo sem esse auxilio. Entio nfo é sufi-
ciente saber que o processo de aproximagfo converge.
Nds temos que encontrar qual o método que requere
o menor tempo para um dado grau de aproximacdo.
Nos temos que ter uma boa estimativa do melhora-
mento na precisdo através das sucessivas étapas.
Todas estas questdes pridticas requerem dificeis con-
sideragbes matemdticas. Penso que necessitamos de-
finitivamente de matemidticos que nos auxiliem a
apurar e, se assim desejais dizé-lo, a criticar e siste-
matizar os nossos métodos intuitivos. De facto, apli-
cagdes frutuosas damatemdtica a engenhariarequerem
a cooperacdo de matemdticos e engenheiros. Nio ¢
de modo algum uma tarefa rotineira reconhecer as

relagdes matemdticas basilares comuns em campos
aparentemente muito diferentes. O matemdtico que
intenta fazer pesquisas em matemditica aplicada tem
de ter um muito bom sentido dos processos fisicos
envolvidos. Por outro lado o engenheiro tem de en-
trar nos fundamentos da andlise até uma profundi-
dade consideravel de modo a poder utilizar com pro-
priedade os instrumentos matemdticos. Uma reunifio
arbitrdria de mdquinas ndo constitui um eficiente
estabelecimento de mdquinas. Sabemos que hd no
vosso arsenal matemdtico poderosos instrumentos.
A tarefa que se nos depara é saber como adaptd-los
e aplicd-los.

O matemdtico: Penso que vds haveis apreendido
ai alguma coisa. Para levar mais longe a vossa ana-
logia, a fim de transformar a solugio dos problemas
de engenharia em produgio, vos necessitais uma
certa espécie de inventores de instrumentos. Estes
sdo os verdadeiros matemdticos aplicados. Os seus
dominios originais podem diferir; eles podem partir
da matemdtica pura, da fisica, ou da engenharia, mas
o seu alvo comum ¢ «forjar» matemdtica para a en-
genharia. Tradughio de A. Pereira Gomes

Duas desigualdades

por Ruy Luis Gomes

No livro VI, Integragiio, da coleccio Boursaxi, a
paginas 220-221, vem enunciado (1) — exercicio 10) a)
— o seguinte resultado:

Num espago de Baxacn (2) I', sejam a e b dois vec-
tores tais que |a|=|b|=1. Mostrar que para todo
numero t tal que 0<t<1, e para todo p tal que

1I<p<e
(1) la—tb]? <2 |a— b |
(2) |la—trb| <2pla—td|.

E como indicagio para a sua resolugiio acrescenta-se
—-exprimir a —t" b como combinagio linear de a—1th
e a—b e observar que para 0<p<{1, vem |a—pb|>
>1—pe|a--b|L2]|a—pb]|.

Ora, tratando-se de duas desigualdades fundamen-
tais para o estudo das relagdes entre diferentes es-

(") Com a marca que distingue os exercicios muls dificeis.

(*) Espago vectorial sobre o eorpo dos niimeros reuis ou com-
plexos em que cada vector @ tem uma normae |a|, finita, nfio-
-negativa, tal que: 1) |a| =0 equivale aa=0; 2) |;a|=|%|la|,
qualquer que seja o nimero j , real ou complexo: 8) ja+b|=
=< |a|+|b]|. Nio interessa neste exercicio o facto de [ ser
ainda um espago complelo.

pagos L*, pareceu-nos itil enviar para a Gazela de
Matemditica uma demonstracio de (1) e (2).

Desigualdade (1).

Se |a—#b|>1 o resultado ¢ imediato, pois as
hipdteses feitas permitem-nos escrever
la—tb|<|a|+|th]=1+6<2
e portanto
la—tb P22 [a—trb .
Se |a—tb| <1, temos
la —th|=|a—trb4+ b —tb|<|a—rb| +
+i—trL|la—"b|+1-L2 |a—=1trb],
visto ser (3)
1—r=|la|—|tb||<]|a—1tb].
Por outro lado, como |a— "4 | <1, vem
la—tbj?<<|a—tDb|
{") A desigualdado triangular aplicada a a =>4 (a—b) & b =

=a+(b—a) di-nos |a| S [8] +[a—b], |b]S |a|4|a—b],
donde ||a|—|b]| | =|a—b]|.
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e portanto
la—tb|P<2|a—rb].
Desigualdade (2).
Comecemos por supor que 1<p<2.

Escrevendo, segundo a indicagio expressa no pro-
prio Bourraxr, .

a—#b=1)(a—td) +p(a—1>),
vem (1), para t1,
1—¢r

o
=T

e como
la—b|=|a—tb+tb—b|<2|a—tb],

chega-se ao resultado

14+2¢ -3¢
VR PRk el T T
1-—¢
Mas, (2)
1+2¢-3¢»
=il AR AP
= <2p,
logo

la—t*b | <2pla—tb].
Passemos agora a hipétese 2< p e fagamos p=n-+
+g, com 1<q<2 e n inteiro.
Aplicando sucessivamente o processo de decompo-
sigio
ja— | =la—tb+tb—1t"b|
<|la—th| +1—1tr!
Lla—tbh |+ |a—t'b|
vem finalmente
la—tb | <n|a—¢th|+ |a—t70|
e portanto
la—tb | <nla—tb| +2¢|la—tdh) =
=pla—tb|+gla—tb|<2p|la—td],
pois ) ¢<p.
De (1) e (2) é fdcil deduzir

@  ly—zl<llyi=y— st
e

@ [1y1etey —1s1m 2| <ply=zi(y]+ 12,

(') Para t=1 a desigualdade & evidente.

(*) Basta vorificar que P (f)=1+42¢—3&—2p (1 —1£) tem
derivada =0 e anula-se para t=1.

(*) Para p=oco, ainda as desigualdades gllo vilidas, mesmo na
hipotese |a—& b| =0 guanto a (1) e |a—Eb| =0, quanto a
(2), pols ambas exigem (=1 e portanto implicam |a —ib|=
=|a—t"b|=|a—b'=0.

nas quais y e z repesentam dois vectores quaisquer
de F.(1)

Na verdade, supondo, por exemplo, que |z]| <|y|,
podemos aplicar (1) com

y 2 |2
G = — b= — ¢ i
T ] [yl ’
obtendo-se
r r
oo L et <2 e L .
vyl lyl =1 [yl |vl® |4
donde
ly—zlP<2| vyl —alap |

Mas como esta desigualdade é simétrica em y, =z,
continua vilida para |y | < |z| e portanto é geral.

Passemos agora i dedugdo de (4). Partindo da hi-
potese |z|<|y|, vem

y |z]? =z y 2] =
el e <21;|._._.___.r.._
¥l lv17 |2l lyl Iyl |=l

donde
lyity = 1212 | <2p 1yl |y -2l

Trocando ¥ com =z, o que corresponde a hipotese

lyI<lz|, vem
[ly1=t-y— 12112 | <2pl2i [y —2].
Portanto
|1yl y— sl 2| <2ply—s] (ly1= + |2 ]

e, a fortiori,

lyimty — s | <2ply—z](Jy|+]zD.

Nota I. As desigualdades (3) e (4), mas apenas
para nimeros reais, foram deduzidas, pela primeira
vez, por S. Mazur (Lwow) no artigo Une remarque
sur U'homéomorphie des champs fonctionnelles [Studia
Mathematica, Tome 1 (1929), p. 83-85].

Estio eseritas desta outra maneira:

e
—sinal z|z| P | <27 |y —2|

4
0

sinal y |y |

e

sinal y|y|P—sinal z|z|?| < p |y —2|(|¥] +]2]) ",
e a sua dedugio directa de (1) e (2) ¢ muito simples
pois a e b s6 podem ter os valores +1.

Note-se, porém, que na segunda desigualdade de
Mazor figura o coeficiente p e nio 2p.

() Eounciadas aloda no mesmo exercicio, mas a segunda com
o coeficiente 2p em vez de p.



