GAZETA DE MATEMATICA

Sio conhecidos no nosso pais (e também fora dele)
os largos esforgos de actualizagio que em certos do-
minios fundamentais de matemdtica pura foram feitos,
alguns anos atrds, nos Centros de Estudos Matemd-
ticos de Lisboa e Porto, e que hoje sdo prosseguidos,
ainda que atravis dificuldades miiltiplas, pela Junta
de Investigagio Matemdtica. Teria sido feito um
esforgo paralelo no dominio da matemadtica aplicada?
Em todo o caso nenhum eco dum tal movimento de
actualizacio se repercutin no Boletim da S. P. M.,
ou nas paginas da . M. que é uma revista «dos es-
tudantes de Matemdtica das Escolas Superiores»
portuguesas.

Ora em quase todas estas Escolas Superiores o
ensino da matemdtica tem em vista a sua aplicagdo
as diferentes técnicas, sendo portanto natural que os
cursos de matemdtica pura estejam subordinados aos
da matemdtica aplicada. Nas Facullades de Ciéncias,
nos cursos que constituem a licenciatura em Mate-
matica, uma tal subordinag¢iio poderia 4 primeira
vista supor-se inexistente. No entanto, quando se
compara o volume de matérias que constituem essa
licenciatura, no campo da matemdtica aplicada e no
da matemditica pura, verificamos ainda aqui a posi-
¢do privilegialda que ocupa a matemdtica aplicada
(tieometria Deseritiva, Meednica Racional, Cdleulo
das Probabilidaldes, Astronomia, Geodesia, Meednica
Celeste, Fisiea Matemdtica). De resto, a propria es-
trutura desta licenciatura o confirma, pois ai vamos,
nos dois iltimos anos, os estwlos de Matemdtica pura
cederem o passo quase por completo as aplicacoes dos
cuarsos de introdugio feitos nos dois anos anteriores.

Nestas condigdes, ndo serd sem divida desprovido
de interésse indagar, entre outras, as razdes por que
a G. M., Aparte os pontos de exame e uma colabo-
ragio esporddica .vinda geralmente do estrangeiro,
oferece o aspecto duma revista destinada a leitores
albheados das aplicagbes da matemitica. :

Poderia talvez ser-se tentado a dar como explica-
¢iio imediata o facto de os fundadores e colabora-
dores iniciais desta revista se interessarem sobretudo
pela matemdtica pura. Mas como explicar entio que
do forte predominio das matemdticas aplicadas no

Forjar Matlemética

quadro de estudos matemdticos das Universidades
portuguesas nio tenha resultado um «élan» que le-
vasse ao aparecimento de novos colaboradores vindos
dos diferentes sectores da matemaitica aplicada? Por
qué, também, na correspondéneia dos leitores, nunca
ge reclamou contra esta situagio, que bem poderia
ser julgada como uma caréncia pelos alunos das
nossas Universidades. Ter-se-iam eles sequer aperce-
bido disso ?

E certo que os jévens solicitados pelas aplicagdes
da matemdtica se nfio propdem, em geral, uma licen-
ciatura em matemdtica, mas um diploma de enge-
nheiro. Mas isso nio subtrai nada 4 for¢a das inter-
rogagbes anteriores, a menos que se admita que os
candidatos a engenheiros frequentando as nossas
Universidades consideram os eonhecimentos matemd-
ticos especializados como uma bagagem iniitil,.entre
outras, para a sua preparagio profissional. Muito me
custaria ter de aceitar esta suposigfio como exacta.

Seja como for, parece inegdvel existir em Portugal
um profundo divéreio entre os estudiosos da matemad-
tica pura e os da matemdtica aplicada, que muito
dificulta o encontro dum terreno comum de colabora-
cdo. E no entanto essa colaboracie é duma impor-
tincia capital. Serd ela imediatamente realizdvel ?

Para responder com propriedade a tal pergunta
seria necessdrio saber se se dispée duma gama sufi-
cientemente graduada de matemdticos, cada um es-
pecializado no seu dominio, que possa assegurar uma
espéeie de ligagio em cadeia, desde os ramos mais
abstractos da matemdtica moderna as téenicas mate.
madticas que hoje servem os engenheiros.

H4 ai, ereio, matéria para reflectir. No sentido de
acentuar o interésse desta questio e de estimular
iniciativas que venham au encontro dela, damos aos
leitores da &. M. a tradugio dum artigo de Turo-
pore vox Kimumiy, que abre o n.°1 do Quaterly of
Applied Mathematics [Abril, 1943]: Forjar matemdi-
ticas para engenheiros. Nele assistimos a uma dis-
cussfio entre um matemdtico e um engenheiro, con-
duzida a um nivel elevado, com um certo humor...
e competéncia.

Agosto 1952

para Engenheiros’

por Theodore von Kérméan

Muitas vezes se tem dito que um dos primeiros
objectivos da Matemdtica é de fornecer aos fisicos e
engenheiros os instrumentos para a solugdo dos seus
problemas. Da histéria das Ciéncias Matemadticas
ressalta como evidente que muitas descobertas mate-

mdticas fundamentais foram iniciadas pelo impulso
para cowpreender as leis da natureza e muitos
métodos matemndticos foram inventados por homens

* Quaterly of Applied Mathomatics, 0.? 1 (April 1948), p. 2-6.
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interessados pelas aplicagdes prédticas. Nio obstante
todo o verdadeiro matemdtico sentird que a res-
trigio da pesquisa matemdtica aos problemas que
tém aplicagdes imediatas seria uma injustica para a
a«Rainha das Ciéncias», Na verdade, os devotos
aminnesingers» da Rainha tém-se revoltado muitas
vezes contra a degradagio da sua asenhora» a uma
posigio de «ajudante» das suas irmfis de feigio mais
pritica, e ocasionalmente mais présperas.

Nio é dificil compreender as razdes para uma troca
de pontos de vista de matemdticos e engenheiros:
Elas foram indicadas mais de uma vez por represen-
tantes de ambas as profissdes.

O matematico diz ao engenheiro: Eun levantei uma
construgio sobre sélidas fundagbes: um sistema de
teoremas baseados sobre postulados bem definidos.
Aprofundei a andlise dos processos do pensamento
légico para descobrir se existem ou ndo proposigdes
que possam ser consideradas verdadeiras ou pelo
menos potencialmente verdadeiras. Interesso-me por
relagdes funcionais entre entidades que sio eriagoes
bem definidas do meu préprio espirito e por métodos
que me habilitam a explorar vdrios aspectos de tais
relagdes funcionais. Se vds achais iteis para o vosso
trabalho didrio alguns dos conceitos, processos logicos
ou métodos que eu desenvolvi, certamente me regozi-
jarei. Todos os meus resultados estfio 4 vossa dispo-
si¢flo, mas deixai-me prosseguir os meus préprios
objectivos pelas vias que me sdio préprias.

Diz o engenheiro: Os vossos grandes antepassados,
que foram matemdticos bem antes de vos, falavam
uma outra linguagem. Leoxarpo Evier nfio distribuiu
o seu tempo entre descobertas em matemadticas puras
e na teoria de invengdes de engenharia? Os funda-
mentos da teoria das turbinas, a teoria da flexdo de
colunas, a teoria da cravagio de estacas no solo
foram contribui¢des de Evrer. O desenvolvimento da
andlise matemdtica nde pode ser separado do desen-
volvimento da fisica, especialmente do da mecénica.
E duvidoso se um espirito humano poderia jamais ter
concebido a ideia das equa¢bes diferenciais sem o
acicate de encontrar um instrumento matemdtico para
a determinagdo da trajectoria dos corpos mdveis. Se
se supde que o movimento é determinado por certas
relagdes fundamentais mecinicas ou geomdétricas, que
siio vdlidas a cada instante do movimento, é-se natu-
ralmente conduzido & ideia da equayfio diferencial.
Também o cdleulo das varia¢des foi inventado prin-
cipalmente para a solugdo de problemas fisicos;
alguns dos quais eram de natureza teleoldgiea, outros
de natureza prdtica. O século dezdito e as primeiras
décadas do século dezanove foram talvez o periodo
de mais glorioso progresso na ciéncia matemdtica;
nesses tempos ndo havia distinglo entre matemdticos

puros e matemdticos aplicados. Posteriormente, os
matemadticos de espirito abstracto consideraram que o
grosso do trabalho estava feito; eles trataram de
preencher certas lacunas logicas, de sistematizar e
codificar a abundiincia de métodos que os gigantes
do periodo anterior tinham criado por uma combina-
¢do do pensamento logico e da intui¢lo eriadora.

O matemdtico: Parece que vos subestimais a impor-
tincia do que chamais sistematizagio e codificagio.
Nio pensais que, a fim de assegurar uma aplicagio
correcta do cdlculo e das equagdes diferenciais, era
‘le absoluta necessidade definir exactamente o que sig-
nifica o processo dos limites? On nio era necessdrio
dar um sentido preciso a termos tais como infinita-
mente pequeno ou infinitamente grande? Podeis ré-
cordar-vos que Gaviev — que dificilmente podereis
chamar matemitico puro ou abstracto — poz em re-
lévo as contradigdes que sfo inevitiveis se se tenta
aplicar as nog¢des de igualdade e desigualdade a
quantidades infinitas. Ele notou que ou se pode dizer
que o nimero de inteiros ¢ maior do que o mimero de
quadradros, pois cada quadrado ¢ um inteiro, mas
nem todos os inteiros sdo quadrades; ou se pode
dizer, com a mesma justificagfo, que hd tantos qua-
drados como inteiros, pois cada numero tem um
quadrade. As nogdes de comensurabilidade, numera-
bilidade e anilise légica do continuo, a teoria dos
conjuntos e, em tempos mais recentes, a topologia,
foram étapas fundamentais no desenvolvimento do
espirito humano. Muitos destes desenvolvimentos
foram concebidos independentemente de qualquer
aplicagdio fisica consciente. Mas mesmo para as apli-
cacdes era necessdrio melhorar as funda¢des da nossa
prépria casa, quer dizer, melhorar a estrutura ldgica
das matemdticas. Sem uma andlise exacta das condi-
¢bes de convergéncia das séries (as condigdes que
permitem levar por diante os processos de diferencia-.
¢io e integragdo) ninguém pode sentir-se seguro a
manejar séries. Nio ¢ exacto que a tendéncia para
procurar uma fundamentagfio sélida para as novas des-
eobertas tenha comegado depois de os homens dotados
de imaginagdo e intuigcfo terem feito o trabalho de
fundo. J4 D'Aremsert pedia que o Cdlenlo assentasse
no método dos limites. Caveny, Lrcexore e Gauss
fignram certamente entre o8 génios matemdticos eria-
dores, no voeso sentido; eles contribuiram efectiva-
mente para a transigio da intuigdo ao rigor. Na
segunda metade do século dezanove este desenvolvi-
mento continuou em direc¢lio ao grande objectivo que
os matemdticos daquela época — talvez com optimis-
mo — consideravam ser a ldgica perfeita e o absoluto
rigor. Contudo, a juntar & clarificagiio dos fundamen-
tos, aquele periodo também abriu noves caminhos
para as matemdticas aplicadas, Vs mencionastes,
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por exemplo, as equagdes diferencias. Nao crédes que,
a teoria das func¢des de varidvel complexa, a classifi-
cagfio das equagdes diferenciais segundo as suas sin-
gularidades, ¢ a pesquisa destas singularidades, tudo
isto desenvolvido no periodo que vds chamais o periodo
de codificagdo, foram contribui¢des da maior impor-
tincia para a construgio de muitos ramos de mate-
mdtica dos quais vds, engenheiros, tirais tanto bene-
ficio ? Estas teorias mudaram o primitive caminho de
determinar solugdes das equagdes diferenciais por
tentativas num método sistemdtico dominando todo o
campo,

O engenheiro: Concordo, especialmente com o que
vos dissestes sobre varidvel complexa. Na verdade a
tranformagdo conforme é um dos métodos mais pode-
rosos e mais elegantes para a solugfio de problemas
fisicos e de engenharia. Também concordo convosco
sobre a importdncia fundamental das singularidades.
De facto, os nossos métodos grdficos e numéricos
falham necessiriamente ou tornam-se desastrados na
proximidade dos pontos irregulares e nds temos de
recorrer aos métodos analiticos. Contudo, vés, mate-
maiticos, estais infelizmente de certo modo na situagio
dum médico que se interessa menos pelas leis normais
do funcionamento do corpo humano do que pelas suas
enfermidades, on na sitnagio dum psicdlogo que em
vez de investigar as leis do processo mental normal
concentra a sua atengo sobre as aberragdes patold-
gicas do espirito humano. Nds temos de lidar em
muitos casos com «fung¢des sondase («sound functionsws)
e gostariamos de ter métodos eficientes para determi-
nar, com boa precisio, o seu comportamento em certos
casos definidos.

Responde o matemdtico: Nio podereis aplicar os
métodos gerais que nds desenvolvemos para a solu-
¢fo das equagdes diferenciais e integrais? Se as so-
lugdes sdo dadas por fungdes sondas, como vos agrada
chamar-lhes, nio vejo qualquer grande dificuldade
nem vejo o que esperais de nés.

O engenheiro: Os vossos teoremas gerais tratam
todos da existéncia das solugbes e da convergéncia
dos vossos métodos de solugdo. Podeis recordar-yos
do dito de Heavisipe: «Segundo os matemditicos
esta série é divergente; por conseguinte devemos
poder fazer qualquer coisa de itil com elan, Vés
gastais muito tempo e muito engenho para mos-
trar a existéncia de solugbes que muitas vezes &
evidente para nds, por razdes ébvias de natureza
fisica. Raramente vos dais a pena de encontrar e
discutir as verdadeiras solugdes. Se fazeis isso,
entio restringis-vos de ordindrio a casos simples,
como por exemplo, problemas envolvendo corpos de
formas geométricas simples. Refiro-me s chamadas
fungdes especiais. Concedo que uma grande parte de

tais fungdes foram investigadas por matemdticos.
Os seus valores foram tabulados e os seus desenvol-
vimentos em série e as suas representagdes por inte-
grais definidos foram estabelecidos com grande por-
menor. Infelizmente, tais fun¢des tém apenas um
campo restrito de aplicacio em engenharia. O fisico,
na sua pesquisa das leis fundamentais, pode esco-
lher especimenes de formas geométricas simples para
a sua experimentagdo. O engenleiro tem de tratar
directamente com estruturas de formas complicadas;
ele nfio pode dar a uma estrutura uma forma geo-
métrica simples, apenas pelo facto de a distribuigiio
importante em tais estruturas pode ser calculada por
fungdes especiais. Além disso, a maior parte das fun-
¢des especiais sfo aplicdveis somente aos problemas
lineares. No passado, fisicos e engenheiros muitas
vezes linearizavam os seus problemas para maior
simplicidade. Os matemdticos gostavam desta sim-
plificagiio porque ela fornecia um belo terreno de
caga para aplicagio de belos métodos matemdticos.
Infelizmente, com o progresso da ciéncia de enge-
nharia, a necessidade duma mais exacta informacio e
a neccessidade de tocar a realidade fisica cada vez
de mais perto, forcou-nos a debater-nos com muitos
problemas nfo lineares.

O matemitico: Bem, muitos matemdticos modernos
estio extremamente interessados em problemas nio
lineares. Parece que a vossa primeira necessidade
¢ o desenvolvimento de métodos apropriados de apro-
ximag¢fo. Contudo, nfo tendes raziio na vossa critica
das nossas demonstragies de existdncia. Muitas de-
monstracdes de existéncia em matemdtica moderna
vio para além dos limites da intuigfio. Ent3o, também,
compreendo que vés, engenheiros, tendes muito &xito
com virios métodos de iteracdo. Se nds queremos
demonstrar, por exemplo, a existéncia duma solugiio
dum problema de valores fronteiras, muitas vezes '
utilizamos o método de iterac¢o. Por outras palavras,
nos construimos realmente uma sucessio de solugdes
aproximadas exactamente como vds fazeis. A grande
diferenga é que nds provamos, e vés somente presumis,
que o processo de iteragdo conduz a uma iinica solu-
¢Ao. Também o vosso chamado «método de energia»
(«energy method»), utilizado para a solugio dos
vossos problemas em elasticidade e em estruturas,
parece-me estreitamente relacionado com os métodos
directos de cdleulo das variagdes, isto é, com métodos
que tentam construir directamente a fun¢fo minimi-
zante para valores fronteiras dados, sem referéneia 4
equagio diferencial de Evier - Laaraxee. Parece-me
que, finalmente, existem muitos elementos comuns
em andlise pura e matemdtica aplicada.

O engenheiro: Nio o negarei; na verdade sempre
senti que a andlise ¢ a espinha dorsal da matemdtica
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aplicada. Contudo, se vés realmente ides aplicar a
andlise aos casos reais, vereis que hd uma grande
distincia desde a ideia geral do método de aproxi-
magio até a aplicagio com éxito do mesmo método,
Existe, por exemplo, a questio do tempo disponivel
e do poder humano. Para certos tipos de trabalho
temos engenhosas invengdes mecdnicas ou eléetricas,
tais como o analisador diferencial ou calculadores
eléctricos. Contudo na maior parte dos casos temos
de fazer o cdlculo sem esse auxilio. Entio nfo é sufi-
ciente saber que o processo de aproximagfo converge.
Nds temos que encontrar qual o método que requere
o menor tempo para um dado grau de aproximacdo.
Nos temos que ter uma boa estimativa do melhora-
mento na precisdo através das sucessivas étapas.
Todas estas questdes pridticas requerem dificeis con-
sideragbes matemdticas. Penso que necessitamos de-
finitivamente de matemidticos que nos auxiliem a
apurar e, se assim desejais dizé-lo, a criticar e siste-
matizar os nossos métodos intuitivos. De facto, apli-
cagdes frutuosas damatemdtica a engenhariarequerem
a cooperacdo de matemdticos e engenheiros. Nio ¢
de modo algum uma tarefa rotineira reconhecer as

relagdes matemdticas basilares comuns em campos
aparentemente muito diferentes. O matemdtico que
intenta fazer pesquisas em matemditica aplicada tem
de ter um muito bom sentido dos processos fisicos
envolvidos. Por outro lado o engenheiro tem de en-
trar nos fundamentos da andlise até uma profundi-
dade consideravel de modo a poder utilizar com pro-
priedade os instrumentos matemdticos. Uma reunifio
arbitrdria de mdquinas ndo constitui um eficiente
estabelecimento de mdquinas. Sabemos que hd no
vosso arsenal matemdtico poderosos instrumentos.
A tarefa que se nos depara é saber como adaptd-los
e aplicd-los.

O matemdtico: Penso que vds haveis apreendido
ai alguma coisa. Para levar mais longe a vossa ana-
logia, a fim de transformar a solugio dos problemas
de engenharia em produgio, vos necessitais uma
certa espécie de inventores de instrumentos. Estes
sdo os verdadeiros matemdticos aplicados. Os seus
dominios originais podem diferir; eles podem partir
da matemdtica pura, da fisica, ou da engenharia, mas
o seu alvo comum ¢ «forjar» matemdtica para a en-
genharia. Tradughio de A. Pereira Gomes

Duas desigualdades

por Ruy Luis Gomes

No livro VI, Integragiio, da coleccio Boursaxi, a
paginas 220-221, vem enunciado (1) — exercicio 10) a)
— o seguinte resultado:

Num espago de Baxacn (2) I', sejam a e b dois vec-
tores tais que |a|=|b|=1. Mostrar que para todo
numero t tal que 0<t<1, e para todo p tal que

1I<p<e
(1) la—tb]? <2 |a— b |
(2) |la—trb| <2pla—td|.

E como indicagio para a sua resolugiio acrescenta-se
—-exprimir a —t" b como combinagio linear de a—1th
e a—b e observar que para 0<p<{1, vem |a—pb|>
>1—pe|a--b|L2]|a—pb]|.

Ora, tratando-se de duas desigualdades fundamen-
tais para o estudo das relagdes entre diferentes es-

(") Com a marca que distingue os exercicios muls dificeis.

(*) Espago vectorial sobre o eorpo dos niimeros reuis ou com-
plexos em que cada vector @ tem uma normae |a|, finita, nfio-
-negativa, tal que: 1) |a| =0 equivale aa=0; 2) |;a|=|%|la|,
qualquer que seja o nimero j , real ou complexo: 8) ja+b|=
=< |a|+|b]|. Nio interessa neste exercicio o facto de [ ser
ainda um espago complelo.

pagos L*, pareceu-nos itil enviar para a Gazela de
Matemditica uma demonstracio de (1) e (2).

Desigualdade (1).

Se |a—#b|>1 o resultado ¢ imediato, pois as
hipdteses feitas permitem-nos escrever
la—tb|<|a|+|th]=1+6<2
e portanto
la—tb P22 [a—trb .
Se |a—tb| <1, temos
la —th|=|a—trb4+ b —tb|<|a—rb| +
+i—trL|la—"b|+1-L2 |a—=1trb],
visto ser (3)
1—r=|la|—|tb||<]|a—1tb].
Por outro lado, como |a— "4 | <1, vem
la—tbj?<<|a—tDb|
{") A desigualdado triangular aplicada a a =>4 (a—b) & b =

=a+(b—a) di-nos |a| S [8] +[a—b], |b]S |a|4|a—b],
donde ||a|—|b]| | =|a—b]|.



