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Sobre um teorema de Kake/e 
por Femendo Roldeo Dies Agudo 

Observação prévia: Para n&o de ixar passar o prazo do c o n -
curso o presente tra' ialho teve de «ter dact i l ogra fado à medida 
que se iam encontrando os resultados , o que o c a s i o n o u o apare , 
c imento de algumas conc lusões em adi tamento . Ainda pe lo 
mesmo mot ivo lti$i>re-se na presente puhllcaç&o um segundo 
aditamento c o m resultados que n&o chegarum a aparecer no 
trabalho apresentado om Setembro de 1917, 

t , O teo rema de KAKEYA . 

Considere-se o polinómio / (z) — po z" + Vl "I—* 
+ P„-i " 4- p„ e dcsigne-se por S (X), com 
> , > 0 , a expressão 

T I Vn \ , ÍP—i I , , \Pt I , f Pt I 1 (X) = — 4- -. — + + ———- -r — — -
I M * ' ' - 1 \ p t \ x ~ |í>o|i. f Pd j 

Se è uma raiz de f (z) , de módulo p, tem-se 

— po • Xf - Pn + P—i Ç + " * + Pi C"-' 
ou 

+ + IL 
Pol" ' Poí" 1 Poí Po 

doudo 
P < £ í p ) . 

Nestas condições se p > X , <5 2 ( p ) - < £ ( X ) e por-
tanto p < S ( x ) j se f > E (V) j tem-so E ( p ) > - 2 { X ) 
e consequentemente p C X , o quo nos permite afirmar: 

I. Nenhum zero de / (z) excede em módulo um 
dos niimeros X e 2 (X) sem ficar inferior ao outro. 

I j , Os módulos dos zeros de / ( z ) são excedidos 
pelo maior dos números 1 e 2 (X) [limite de PEUBOS] ( ') , 
Em particular, pondo X 1 : 

* Trabalho a qua foi atribuído o prémio Xacional [>ou'or 
Francisco Gomes Teixeira, 

(') UbserYO-ssc, porém, qtlo se podo ter P / quando X"" Z(X) • 

lz . O maior dos ndmeros 1 e 2 ( 1 ) = (| p„ | 4-
I /'ol 

4- ! P,.-i I + " • +• I p l l ) 4 limite excedente dos mó-
dulos das raízes de f(z) . 

Multiplicando / ( a ) por z — oc vem 

!, (*) - {»—»)/(«) = - (* p„ - p , ) z» 

- (*Pn-t — P,) » - « P . — 3oZ"+l + •• 4 . 

Se p o > P i > *•• > 0> as razões ^ ^ são in-
Pi 

feriores a algum niimero a •< 1 e portanto, com esae 
valor de a , 

l , ' / o | - P o ! I ft I — *P,-t (1 < ' < » ) ; 

I 9*+t I « P » . 

o que dá, para ff (s) , 

* < | } - t ^ T C I . * I + - + lí-f< I) = ! !Ja | 

= — («Po—Pl + « P i — p2 + + a-p»-i — p» + «P»)™ 
Po 

— — [aPo + « (pl + 4- _p„) — (Pi 4- 4- i>„)] = 
Po 

1 — a. 
— <E —(Pl + * " + p„) < « < 1 

Po 

e os módulos dos zeros de g { z ) não podem atingir 
a unidade [por . E como os zeros de f(z) são 
precisamente os do ff (a) ( a p a r t e n) , segue-se que 
os zeros de f(z) — pBz" -t- pj + . . . + p„ são de 
módulo inferior à unidade sempre que í>o>- Pi>-
> P « > 0 . 

T a l é o t e o r e m a d e KAKISTA . 
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2 . Algumas general izações . 

O objecto do presente trabalho è estudar alguns 
casos em que se verifique a igualdade de coeficientes 
consecutivos de / (") . 

Antes de mais, se poi> Pi ~> 0 , e pondo 

ff<») - < B - 1 ) / < = ) = P o = " + l + 
+ (Pk - Pn 

tem-se 

2 ( 1 } - A r O í f t l + • • • + I f c H f t -
i 

1.701 

— — [ ( P « — P l ) + (Pi—Pi) + H (p„_i - p „ ) + p „ ] - l 
Po 

o que nos permite concluir : 

1. As raízes de f { z ) não escedem em módulo a 
unidade, podendo haver raízes de módulo igual a 1 
[v, obs. a 1, IiJ. 

Supondo agora que se tem, mais particularmente, 

P d > P l > = PÍTL > > P „ > 0 
vem 

0 ( s ) — (* — « ) / ( * ) — — ( «Po—Pi ) £" — ••• 

- (iPk — Vt+í) t r~'1 — ••• — i f . 

•< « < : 1 ( i f t ) , 
Pi Pt, 

- 1 

e por conseguinte 

l f f l = p o ; I í?í I •= «Pi-i —Pi ( i < : í < » ; * = £ * + i ) i 
I Sn+1 I = PT+I — = { 1 ~ « ) P ( , I ] I = * P , , O 
que dá 

I .70 I 

= — [(«Po — Pl) + ( « P i - p á + + + 
Po 

+ * P « + 2(j>t+i - = 
1 

[ »Po + « t P l + — + P„) - ( P l + + Ph) + 
Po 

1—a 
+ = * [6>j + — + p „ ) - 2 p t ] . 

Pa 
Pode então afirmar-se 

1—d 
II. Se i > 1 , 2 ( 1 ) = « ( á + — + A - i + A n + 

Po 
-) H O e as raizes de f (z) continuam, em módulo, 
inferiores à unidade. 

l l j . Se A = 0 , i-e • , pa — Pi> pz> ••* >p„>0. 
t — « 

3(1) = a (p , + . . . + -
Po 

1 —<t 
Po 

e pode dizer-se que o módulo das raízes não atinge 
n u 

a unidade quando 2 , P , J > P 0 - Quaúdo 2 f t - < p o 

nada se pode afirmar. 

Para o trinómio p^s1 + Pl 3 + Po ~ Pi > 

>P2>0 í sempre 2 p, <}>o mas é fácil verificar 

que as raízes não atingem em módulo a unidade. 
„ . . . y - P l U / P l ~4P0PZ • . . . Com efeito, í ~ ; so p , > 4 p o f i j 

2 po 
o módulo da raiz de maior módulo vem a ser 

P i + ^ p f - ipúPz Pi + Pi i f < — • • — J : 
2 Po 2 Po 

: ( p , . + — Po) 

e s e Pi < 4 Po P?, í - 5 — ( - P i + t V 4 P o P J " Pi) e 
« Po 

f - 5— / p í + 4 p 0 p í - p í < - 1 • 2 Pa 2 po 

Prosseguindo na nossa análise, suponha-se que 

Temos, como anteriormente, 

1 — r (Iffi I + + U . + . 1 ) - [ ( « P e - i * ) + 
I ?0 I PO 

+ ( a Pl~Pl )+*•• + (* P*-t —p.) + « P . + 2 ( 1 - a ) (pj +/>,)] -
l —e ~ - "1 

- « - — S Pi - 3 ( p * + p i ) J 

e as raí/.es de / ( a ) mantêm-se interiores ao círculo 
1 " 

unitário de centro na origem quando — Pi pt + 

+ p , . E o que sucede, em particular, sempre que 
l > k + 1 > 1 . Genoralizando, podemos afirmar: 

1IL As raizes de / ( = ) = po =" + ••• + + com 
Po > > P k — Pt+t > — • > PI PH-I > " * > P~ = 
- I W I > - * " > P . - = P . + i > - • " > ? . > < > são de 
módulo inferior à unidade quando se tenha 

2 Í J P Í > P » + P t - r P - + <"Pi* 

A análise que fizemos não nos permite tirar qual-
quer conclusão quando 

1 ™ 
-5- 22 Pi < Pt + P< + Pm + " 1 4 p , -
« 1 1 

Para terminar, 
a) Sc pa = PI = • • • = p„ > O, a equação f ( z ) — O 

pode eserever-se K* + s " 1 + — T ; + 1 = ü e as 
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raízes JUpõent-se todas sobre o c írculo unitário (por -
que o produto dos módulos das raízes deve ser 1) . 

>') /(s)-JMO*M tP— i*+P* corn Po>Pi>'--
> . ; ) „ > 0 terá a raiz ~ 1 quando e só quando n f o r 
ímpar e p 0 — P i > P s — Pi > ••* > V*-Á ~ P* > como 

imediatamente se reconhece. 

3. A d i t a m e n t o 8 2, IIi, e III. 

Se h — 0 podemos escrever 
1 - a 

3 (1) — « — (pi 4- • < • H- p„) + 1 -
Vo 

<*, 
- 1 • (p2 + 4- p j 

Po 
e o módulo das raízes ú inferior à unidade desde 
que n ^ s 2 . 

Do 'mesmo modo a condição -— 2 Pi > Pt + Pi + 

f.j!i)( 4. . . . referida em 2 , II(, pode ser substi-
1 S 

tiiída, quando k = 0 , pela condição + 
° i - i 

+ Pm+ + Pi -
B assim como a 1.* condição permite concluir que 

as raízes continuam, em módulo inferiores á unidade 
se não há mais que dois coeficientes consecutivos 
iguais c pa>-pi, a 2." condirão leva-nos a afirmar 
que tal conclusão subsiste mesmo que p 0 = pi , 
excepto no caso pn = pi > — p$ r> •• * > ~ P., 
(n ímpar) em que í = — 1 . 

4. 2." A d i t a m e n t o ( * ) 

Como se viu no § 2 , podemos escrever, referindo-
nos ao polinómio y (c) = (z —n) / (z) , 

2 ( 1 ) _ f ( * - l ) 2 f t + s 2 ( f t + i -
Po 1 

com * < 1 e desde que se designem com o índice j 

todos os coeficientes que fazem - í ü — 1 . 
Pi 

(*) Esi« aditamento i."iu figurava no tralpalbo aprosontado a 
con cwrio. 

Temos portanto 
a — 1 " 2 (1 - « ) „ 

z í) - » + —• s pt + ——- s v> -
vo r po 

vo LT _ 

- « . + — S A " po L T _ 
donde 

S (1) < a quando 2 Pi > 2 2 ?> 
1 

W n 
e S (1) <1 quando J J f t > 2 2 Pi~Po~ 

i 

A 2.* condição è mais útil e permite-nos concluir 
que as raízes de / ( » ) — p o ® " + P i ® " ~ , + " ^ P a - i * + P* 
com p n > p i > ••• ^>P„ >• O tem módulo inferior a 1 
quando 

2 p í > a S f t > i • * • í 2 p' > 2 p> .1 

designando por JJ, todos os coeficientes seguidos do 
sinal ; > e ainda o último e por p f os coeficientes se-
guidos do sinal — . 

Se 2 « - 2 p „ 2 V e - ( ! ) = ! ; 
1 

Se 2 f t < S » ' " S P ^ S ^ + f t e 2 ( 1 ) > 1 

t 
e cin qualquer dos casos podo h a v e r — mas não há 
necessariamente — raízes de módulo igual a 1 . Com 
/ l ( i ) = !! + i t l é 2 Pl < 2 P' e> P a r a t o (*as as 

raízes, ; =» 1 ; mas com / 2 ( « ) =• 8 z> + 8 z2 -+- 8 s 4- 3 

e h (") = 2 = ' + & + + s + 1 todas as raízes têm 

módulo inferior à unidade, embora seja 2 Pi < 2 P> 

no 1.* caso e 2 í ' ' = S Pi n 0 ses1111^0 ( ' ) • 

i + i ^ n (1) As raiîïQS cie /a srto —l/ã o J ; quanta a / s apli-
quâ'go a método do Cims - Álgebra Superior—Vtei.N'Tí. (JoN-
ÇALVKS—TOÍ. t pág. 47:1. 

A^aíemáfíca pura e Matemática aplicada 
por A Pereira G o m e s 

Ãriachâ ce Recherches do Centre Nafionai de ia Recherche Scientifique 

Entre os aficionados da matemática aplicada e os 
da matemática pura ouvem-se por vezes discussões, 
sobre o papel, a importância e as relações mútuas 
dos dois campos matemáticos, nas quais mais aparente 
é o menosprezo recíproco (ou o desconhecimento?) do 

que um real desejo de encontrar uma plataforma de 
entendi mento. 

Parece valer a pena tratar deste assunto nas pá-
ginas da Gazeta de Matem&tica, onde desde j á 
queremos registar alguns comentários. 


