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Sobre um teorema de Kakeya’

por Fernando Rolddo Dias Agudo

Observagdo prévia: Para nfio deixar passar o prazo do con-
curso o presente trahalho teve de ser dactilografado & medida
que se iam encontrandoe os resultados, o gque ocasionou o apare-
cimento de algumas counclusdes em aditamento. Ainda pelo
mesmo motivo insere-se na presente publicagio um sogundo
aditamento com resultades que nfio chegaram a aparecer no
trabalho aprosentado em Setembro de 1947.

1. O teorema de KAKEYA,

Considere-se o polindmio f(2) =py2z" + pr2*' -+
+ Pyt 2+ . (po£0) e designe-se por E(3), com
1>0, a expressio

: | Pal | P | | P2 | ¥
E(&)= n—1 n—1 e T T
| 2o | ¥ | ol ¥ Jool X [ 2ol

Se {50 é uma raiz de f(z), de mddulo ;, tem-se
— P =Pt P b+ - + 2 T

ou
Pa Pr—y 14 P1
—_ - + e o — e —
ol pet? Pt Po
donde .
P<Z(p)-

Nestas condigdes se g=>2, é ¥ () <L (A) e por-
tanto p<<E(1); se p=>XT (1), tem-se X (p) > (3)
e consequentemente p <<, 0 que nos permite afirmar:

I. Nenhum zero de f(z) excede em mddulo um
dos nimeros A e X (1) sem ficar inferior ao outro.

I;. Os mddulos dos zeros de f(z) sfio excedidos
pelo maior dos niimeros % e X(x) [limite de Perrox] (1).
Em particular, pondo A=1:

* Trabalho & que foi atribuido o prémio Nacional Doutor
Francisco Gomes Teixeira.
(') Observe-se, porém, que se pode ter =3 quando j= X(3).

1
I;. O maior dos nimeros 1 e (1) = ﬁ(|p,,1 +
Fo

+ | Puct | + === + | p1]) & limite excedente dos md-
dulos das raizes de f(z).

Multiplicando f{z) por z—a= vem

g(2) = (—2a)f(2) = pp2t — (2 po —py) 2" — +-+
— (2Pt —P)Z2 —a P, =G0 2 + oo 4 gy

Se pp>py>-->p,>0, as razdes Poa sdo in-
i
feriores a algum nimero z <<1 e portanto, com esse
valor de «,

lgil =ap—p A<i<n) 5

Ign-l-!l =Py,

7] =P ;

o que d4d, para g(2),

1
z(1) =m(|91| + et [ Gan ) =

1
o (epo—p1+apr—ps + - +apiy— P+ 2 py)=
0 A

1
=-I;;[apu +afpy 4 o0 o) = (o + 0 F p)] =

1—a
me———(p+ - tp)<e<l
Po

e os modulos dos zeros de g(z) nido podem atingir
a unidade [por I,]. E como os zeros de f(z) sio
precisamente os de g(z) (b parte 2), segue-se que
os zeros de f(z) = ppa" + py2"~! + .-+ + p, sho de
mdédulo inferior 4 unidade sempre que py=> p; > -+
>p,>0.

Tal é o teorema de Kageya .
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2. Algumas generalizagdes.

O objecto. do presente trabalho ¢ estudar alguns
casos em que se verifique a igualdade de coeficientes
consecutivos de f(z).

Antes de mais, se pp> py >-->p, >0, e pondo
g(2) = (2=1) £ (2) = po =" + (p1— po)a" + +--
F (D = Pz} 5 = Ps
tem-se

1
(1) = [—~(I!}1| +oee At [ Gun |) =
0|

|
s [(Po=p1) + P1—P2) + *** + (Pumt — ) + Pu) =1
o que nos permite concluir:

I. As raizes de f(z) ndo excedem em mddulo a
unidade, podendo haver raizes de médulo ignal a 1
[v, 0bs. a 1,1].

Supondo agora que se tem, mais particularmente,

Po>PL> > =P > o> p, >0
vem

9() = (=0 /() = poa — (apo—pi) #* — -

— (2P — Pps) @ — +or —ap,
com
Pigy ’ Prsy
—— <a<l1 (i k) — =1
P = ! Pk

e por conseguinte

gl =po; lgil=eap—p A<i<njisFEk+1);

|Gt | =peri—ape= (L —a) s | guns | =290, 0
que d4

3 1
(1) =|—(|915 +d | )| =

7|
1
’—”E* [(@po — p1) + (apr—p2) + - + (@Puor—10) +
+apy+ 2(Pep — apy)] =

1
"JT[”"‘"' e+ +p)— (At +p)+
0

1—a
+2(1—a)p] =2 — T—[(m + o +p) —2p ]
0
Pode entiio afirmar-se
i
IL Se k>1, (1) =a— F—,‘a @1t + Py +Prya+
0

++-++p,) e asraizes de f(z) continuam,em mddulo,
inferiores a unidade.

IIy. Se k=0, ice:, pp=py>p:>->p,>0.
1—a
() =2——(p1+ "+ P.—2p) =
Po
1—=a

- —

(P24 + pa— Po)

e pode dizer-se que o mddulo das raizes nio atinge

a unidade quando z Pi>po- Quando 2 Pi<<Po
i=2 i=12

nada se pode afirmar.
Para o trindmio poz® 4+ pys + pa com py= py >

=>p; >0 ¢é sempre 2 pi <pp mas ¢ fdeil verificar
i=2
que as raizes nio atingem em médulo a unidade.

—p1 VP —Apops -

Com efeito, % = ; se pi>4pgpa,
2po

o mdédulo da raiz de maior médulo vem a ser

m+V pi —4 Mm+p
?=“ Pi Pon_‘:Pi m_

2po 2

1:

H

i} :
ese pi<4Appa, t=g(—p:iiv4mpz——pf) e
0
Pt oy seam, 10 UND
e=—Voitdpp—pi<-—Vips=1.
2po 2
*

* *

Prosseguindo na nossa anilise, suponha-se que
Po=>Py> > Pp =P > > = P > >p, >0
Temos, como anteriormente,

1
e sl e B g o= TR =200
| 90| Po

+(zp1—p2) + -+ (@ —p) +2p, + 2 (1-2) (py+p) ] =

—a— 1_¢[ﬁpa—2(pk+pu)]

Po i=1

e as raizes de f(z) mantém-se interiores ao circulo

1 "
unitdrio de centro na origem quando T 21?5 >m+
i=1

+m. E o que sucede, em particular, sempre que
{>Fk + 1>1. Generalizando, podemos afirmar:

1IT. As raizes de f(z) = pp2"+-++ + Pu—y 2+p, cOM
Ty =7 S iy gy S s o e P e v Dy
= Pl = v = e S Py=Pyyy > - >p, >0 slo de
mddulo inferior 4 unidade quando se tenha

1 "
5 PSPt Pt Pat D
i=1

- A andlise que fizémos niio nos permite tirar qual-
quer conclusio quando

1 i
EZpﬂ:m + P+ Pmt P
i=1
Para terminar,

a) Se py=py =+ =p, >0, aequagdo f(z) =0
pode escrever-se "4 ="' 4 .- +z24+1= 0 & as
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raizes dispdem-se todas sobre o circulo unitdrio (por-
que o produto dos mddulos das raizes deve ser 1).

b)) f(R)=po"+ o+ + P 2tp, cOM pgSpree
> p, >0 terd araiz —1 quando e sé quando = for
impar e po=pi>pr=pP3> - > P,y =p,, COMO
imediatamente se reconhece.

3. Aditamento a 2, 1I;, e IIL
Se & = 0 podemos escrever

1-—
x() = “"T“’” Ap) 1=

1— p
=1— (Pz + oo p)
Po

e o mddulo das raizes ¢ inferior 4 unidade desde
que 2> 2. 3
Do 'mesmo modo a condi¢gio — 2 D>+ p+

imq

+ P + - + p, referida em 2, III pode ser substi-

tuida, quando k=0, pela condigio — Ep, >p +
i=1 .
+ P+t Py
E assim como a 1.* condigiio permite concluir que
as raizes continuam, em mddulo inferiores A unidade
se nfio hd mais que dois coeficientes consecutivos
igunais ¢ py>p;, a 2.* condig¢io leva-nos a afirmar
que tal conclusio subsiste mesmo que py = py,
exeepto no caso Py =P >pPr=p3> > Py = P,
(n impar) em que % =—1.

4. 2. Aditamento (¥)

Como se viu no § 2, podemos escrever, referindo-
nos ao polindmio g(z) = (z—a) f(2),

1 n
(1) = R [2p0 + (z—1) Z'P.‘ +2 2 (P — 22)]

com o<1 e desde que se designem com o indice j

- Pis1
todos os coeficientes que fazem —* =1,

P

(*) Este aditamento nflo figurava no trabalbo apresentado a
concurso.

Temos portanto

a—1 & 2(1—=
E(l]'"—m+—-23)i+¥21)‘=
0 1
l—a.,:
p;—2 pl-;.
™ 2 =
donde

S (1) < quando X >23p,

e T(1)<1 quando ¥ p,>2¥p—p-
A

A 2.2 condiglo é mais 1til e permite-nos coneluir
que as raizes de f(2)=poa"+p 2"+ oo+ Ppy 2+
com pa>py>--- >p, >0 tem médulo inferior a 1
quando

2’:"-‘3“22%‘1 tee- , 23’!>2P;
u

designando por p, todos os coeficientes seguidos do
sinal > e ainda o iiltimo e por p; os coeficientes se-
zuidos do sinal =

Se No=Nr,2Yp=
ge Nn<Dp,2p> if’:-ﬂ’o e
1

e em qualquer dos casos pode haver — mas nfio hd
necessiriamente —raizes de mddulo igual a 1. Com

fi(z) =224+24+1¢ zp,{zp,- e, para todas as
mas com fp (2) = 823 4 822+ 8z + 3
e f3(3) =223+ 23422 4+241 todas as raizes tém
modulo inferior 4 unidade, embora seja z < 2 ;i
no 1.° caso e ¥ p,= ¥} p; no segundo (1).

23)‘-—5—]:‘0 e Z(1)=1;
1

(1)>1

rafzes, ¢ =1;

: 1+i V11
(') As raizes de fy silo —1/2 e —"‘/

que-so o método de Conw — Algebra Superior— VICENTE Go¥-
CALVES — 2.% vol., pig. 479.

; quanto a f; apli-

Matemética pura e Matemética aplicada

por A:. Pereira Gomes

Attaché de Recherches du Centre MNational de la Recherche Scientifique

Entre os aficionados da matemdtica aplicada e os
da matemdtica pura ouvem-se por vezes discussdes,
sobre o papel, a importincia e as relagdes mituas
dos dois campos matemadticos, nas quais mais aparente
é o menosprezo reciproco (ou o desconhecimento?) do

que um real desejo de encontrar uma plataforma de
entendimento.

Parece valer a pena tratar deste assunto nas pi-
ginas da Gazeta de Matemdatica, onde desde j4
queremos registar alguns comentdrios.



