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GAZETA DE MATEMATICA

MATEMATICAS

SUPERIORES

PONTOS DE EXAMES DE FREQUENCIA E FINAIS
MATEMATICAS GERAIS E COMPLEMENTOS DE ALGEBRA

I. 8. C. E. F. — Mareudiricas Gerais — Exame final —
4 de Outubro de 1952.

I

1

3622 — Dada a fungfo y=(x—1)e*' para w=£1
e y=0 para =1, estule a sua continuildade em
xz=1. Determine os seus extremos e a equagio da
tangente & curva no infinito. R: Pondo x=1—h

vem y(l—h):—h-e"‘h' donde y (1—0)=0; pondo

E”h

x=1+h vem y (1+h)=hew = _donde y (140)=

7k
=oco. A fungio € descontinua no ponto x=1, mas
continua a esquerdn; a descontinuidade € de primeira
especie e a oscilagdo € visivelmente igual a 1.

1
: A el
A derivada y'=e*'. = € negativa com x no in-
X —

tervalo aberto (1,2) e positiva fora do intervale fechado
(1,2). Portanto fungdo crescente em (—oo.1), decres-
cente em (1,2) e crescente em (2,00). Ild um minimo
em x=2 de valor e.

A equagdo da tangente nmo ponto M (x,y) pode

escrever-se:
1 x-2 x—2 _L
Y=]e-t!.—— |X —x——e*!
[ x-i] . [y x—1 ]
e, fazendo com que M descreva qualquer dos ramos infi-
nilos que a curva possui no 1.° e 3.° gnadrantes obtemos
como posigio limite daquela recta Y = X .

11

1
3623 — Desenvolva em série de poténcias de —
X

1
a seguinte fungfio racional f(z) = —— ¢ deter-
a: —_

1

mine o respectivo intervalo de convergéneia. R: Pondo
1 2
z2=— vem —— =z'(l+2* 42"+ - +2"+) =
x 1—2z2
an

- 1
= E 2" e entdo leremos —— = Z
X
0

3
s valido
L

1
para |z|—m<1 o |x|>1.

I

3624 — Defina determinante caracteristico e, dado
o sistema
r—y+2z=23
2r—3y—3z=0
S3e—y—4z=4
ar L by —9z2—=—2
ar 4 3by -+ ba=28

calcule @ e & de forma que este sistema seja com=
pativel.

Determine a solugio do sistema. R: Tomemos a
matriz dos coeficientes

1 -1 1
2 —3 -3
3 —1 —4
a b —9
a 3b 5

Chama-se determinante principal a um qualquer
determinante de ordem mdrima, nio nulo, tirado desta
matris

1 =1 1
8,=|2 —3 —3|=17
A e

Sdo determinantes caracteristicos aqueles que se obtem
de A, orlande com os coeficientes duma equagio nio
prineipal, dispostos em linha, e os termos independentess
dispostos em coluna.

1 -1 1 3
2 -3 -3 0
Cy= =51 17b — 119
Ay B it 4 5la +

a b —9 -2
1 —1 1.8
2 -3 -3 0

= =51 1b—>51

aC, & D45 otk k a+51b—>5
a 3b 5 8

Para que as equagies sejam compativeis deverdo ser
nulos 0s caracleristicos

3a+b—4=0

a+b—1=0

ou{b=--2
a=3
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A solugdio determina-se com a regra de CramER

8 —1 1

0r =i =B

=2 =

=———s—*—-——=3
17
1.8 1 i 1,8
2.0 —3‘ 2. =830
8 4 —4 AR et
e ) | —ee = ]
17 17

Eounociados e soluglio dos n.% 3622 a 3624 de J. R. Albuguerque

I 8. T. — Mareuiricas Genais — 1.° exame de fre-
quéncia ordinario — 43 de Margo de 1953.
I
3625 — Calcular:

1
lim (cos x) =
z=()

3626 — Estudar e representar graficamente a fun-

¢do:
y = cos (3. arc sen x)

3627 — A funcio
a+ bz

=
¢+ dz

toma os valores
i 3—4: .
By sy ittt 24
respectivamente, para z2=0, z=1 e z=0c0.

Mostrar que o afixo de w=u+dv descreve a
circanferéneia de raio 1, com centro na origem dos
eixos (u?+1?=1), quando o afixo de z=x+iy des-
creve a mesma circunferéneia (2?4 y2=1).

11

3628 — Estude a representagiio geométrica da po-
tenciagio e da radiciagdo de nimeros complexos.

Averigue em que condi¢gdes o afixo da poténcia
de expoente n dum nimero complexo poderd coincidir
com o afixo de uma das determinagdes da raiz de
indice n do mesmo complexo.

3629 — Estabelega os conceitos de limites e de
derivadas laterais. Considere as duas fungoes
d
-

e y=|z|

no intervalo (—a,a). Ser-lhes-Zo, nesse intervalo,
aplicdveis, respectivamente, os teoremas de Cavcny e
de RouLe? Justifique.
3630 — Defina fungfio composta, de uma sé variivel
final, e deduza a regra de derivagfio correspondente.
Considere a fungio z=f(u,v), com
{u =g (x,y)
v=l(z,y)
e, por analogia, deduza as regras de derivagiio de =z
em ordem a r ea y.

I. S. T. — Maremdricas Gerars — 4.° exame de fre-
quéncia extraordindrio — 44 de Margo de 1953.

i i
3631 — Determinar a ordem do infinitésimo y=1—
—cos z— x?(2 em relagio a =.

3632 — Estudar e representar graficamente a
2 B2
fungio: y = L +
x

b=0).
a—.r 4Dl )

i
3633 — Dada a funglio w = z '_ determine os
iz + |

pontos (x,y) para os quais ela toma, respectivamente,
valores reais e valores imagindrios puros.

Qual é o afixo de z cujo transformado é a origem
dos eixos no plano dos wv? (w=u+iv; z=x+1y).

11

3634 — Defina representagiio conforme e relacione
este conceito com o de analiticidade de uma fungfo.

Verifique que a fungfio w=senz ¢ analitica e cal-
cule a sua derivada.

Sendo s==x+iy, determine as curvas transformadas
dos eixos dos xx e dos yy.

3635 — Diga o que entende por fun¢iio monoténica
num intervalo e se é sempre possivel a sua inversio.

Verifique, pelo teorema de Laicranae, que se uma
fun¢do tem derivada de sinal constante em todos os
pontos de um intervalo, entdo ela é monotdnica nesse
intervalo.

3636 — Estabele¢a o conceito de derivada para
uma fungfio de duas varidveis.

Como aplicagfio, considere uma fangio z=f(u),
onde u=xz+ g(y), e verifique que,se f e g forem duas
fungdes derivaveis, se tem:

o2z 2z dz g’z

Su Qdwdy  dy o«?
Enunciados dos n.%" 3625 a 34336 de J. II. Arandes.

I. 8. T. — Mareusiricas Gerats — Exame ordindrio —
13 de Margo de 1953 — Parte tedrica.

3637 — Considere o grupo R dos nimeros inteiros,
no qual a operagio de grapo ¢ a soma ordindria.
Considere o grupo € dos complexos da forma

V

-'2: n
(T) < (1+4%)", onde n ¢ inteiro, e no qual a ope-

ragio do grupo é o produto. Dado 2, estude a cor-

/3

2 n
respondéncia n — (-é—) -(1+4)". Diga se se trata

dum homomorfismo. No caso afirmativo, diga qual é
o invariante 9, em IZ, tal que € = R/9%.
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3638 — Consilere os dois vectores que ligam a
origem das coorlenadas aos dois pontos (4, — 2, —4)
e (6,—3,1). Mostre yue os dois vectores sdo linear-
mente independentes.

3639 — Suponha que a sucessfo 2 ,2q,r 5,
de nimeros reais tende para um limite z,. Mostre
que a sucessio dos seus valores absolutos tende para
o limite |z,|.

3640 — Tome o plano OAB, cujo trago 04, no
plano Owxy, é a bissectriz do dngulo recto =0y; de-
pois, tome a bissectriz OB do dngulo recto A0z,
Quais sio as coordenadas do ponto do iufinito da
recta UB?

3641 — Demonstre a continuidade, para todo o
valor de =, da fun¢do sen (2.2+5).

3642 — Considere um conjunto € de nimeros
limitado inferiormente. O nlimero «, limite inferior
principal de €, define-se como limite inferior dos
nimeros v, tais que hd uma infisilade de nimeros
de € inferiores a w. Demonstre que a também se
pode definir como o limite superior dos mimeros §,
tais que hd apenas um nimero finito de nimeros de €
inferiores a E.

I 8. T. — Mareudricas Gerars — Exame extraordi-
nério — 419 de Margo de 1953 — Parte tedrica.
3643 — G ¢ um grupoe Gy e @', sio dois sub-

-grupos tais que &'} ¢ invariante em em @&;. Scja

$ uwm sub grupo de &. Prove:

a) H'1=6'NH ¢éinvariante em $,=6,NH;

b) $1/9Hy ¢ isomorfo a um sub-grupo de & /G-

3644 — Tome a sucessfio de imagindrios 2,23, -,
Z,y++. Diz-se que ela tende para umn limite zy se,
dado e>0, existir N tal que

|2, — 23] <e, quando n>N.

Suponha a;,a,,---,a,,--+ nimeros reais tendendo
para ag; depois suponha by,bs,-++, b, ,+-+ nimeros
reais temdendo para #4;. Demonstre que a sucessfo
ay+iby, az+iby,---, a,+1ib,,--- tende para o limite
ay+ thy.

3645 — Tome no plano y=1 a recta R que é
bissectriz do dngulo PAQ, inclinada de 45° sobre o

PROB

Problemas propostos so concurso
Seccio ELkmestAr
3651 —Se jno A[ABC), AL A=2. B, euntdo
al=b(b+ec).
3652 — Resolver o sistema:
duty?+ 1623y + 162 =4y? — 4z + 2?2yt + Fax?y?
{ 2ty +dz + 2y —ay? = xy

plano xy. Diga quais sfo as coordenadas do seu
ponto no infinito.

y? r?
3646 — Verifique que a fungfo f(z,y) =

®? + ;5
¢ uma fungfo continua de =, quando o ponto (z,y)
se aproxima do ponto (0,0), percorrendo uma recta
que passa pela origem. A continuidade subsiste, ainda
que o ponto (x,¥y) se mova sobre o eixo O, conti-
nuando a aproximar-ge da origem das coordenadas

3647 — Considere um conjunto € de nimeros, limi-
tado, superiormente. O nimero a limite superior
preciso de Cavcuy (limite principal de C) define-se
como o limite superior dos nimeros =, tais que hd
uma infinidade de nimeros (e C superiores a . De-
moustre que z também pode ser definido como o limite
iuferior (infimo) dos mimeros E, tais que hd apenas
um nidmero finito de nineros de € superiores a E.

F. C. L. — CourLesntos pe Avrcenra — 26 de Feve-

reiro de 1953.

3648 — Suponha |8=6 26.2---26,26,;,=(1)|
uma série normal de & . Se¢ § é um sab-grupo de @,
mustreque:.b-.ﬁl"l@,g.ﬁ\n@,g...g_ﬁ)ngxg,ﬁn@”_l_
=(1)| ¢ uma série normal de §. Ein seguida, prove
que os factores da segunia série norinal sdo isomorfos
a sub-grupos dos factores da 1.* série.

3649 — Suponha & um anel com elemento um.
Considere & como um grupo abeliano com os se-
guintes operadores: os elemmentos de &, aplicaldos
a dircita de &. Veja como pode definir os endomor-
firmos — &, de &.

3650 - G ¢ um anel com elemento um, gerado
pelos seus ideais direitos simples. Prove que & ¢ umna
soma direeta dum ndmero finito de ideais direitos
simples.

Enunciados dos n.% 3637 a 3630 de A. Almeida Costa

N. R. — Por falta de espaco 86 no préximo niimero
serido publicailas as soluydes dos n.°* 3625 a 3636, bem
como os enunciados e solugdes de pontos de outras dis-
ciplinas. Deste facto pedimos d2sculpa a0s nossos Lei-
tores e Colaboradores.

A Redacgdo

EMAS

Secgio Mépia

3653 — Seja B o ponto, distinto da origem, em que
arecta y=xtg=z encontra a curva 22+ y2-6r—8y =0,
e seja A o ponto, também istinto da origem, onde o
eixo dos wzw encontra a mesma curva. Mostre que
AB =10 sen «.




