GAZETA DE MATEMATICA

Alguns teoremas sobre limites de sucessGes
por M. A. Fernandes Cosla

A Gazeta de Matemdtica, «jornal dos estudantes
das escolas superiores», prestard a estes um bom ser-
vigo sempre que possa facilitar-lhes o estudo de
algum ecapitulo importante das Matemdticas.

Eis por que julgamos de interesse reunir aqui
alguns resultados da teoria dos limites, fundamental
na Anilise moderna. Basta recordar que a teoria das
sucessdes estd na base da doutrina das séries e que
estas surgem a cada passo nas matemdticas aplicadas.

Neste artigo encontram-se, além de observagdes
vdrias sobre téenica de cdleulo, alguns teoremas que,
embora pouco divulgados, sfo extremamente iiteis e
fdeeis de apreender.

1. Sucessdes mondlonas.

Comecamos por dar vdrios exemplos de como se
pode tirar partido do conhecido

Teoresa I — F convergente toda a sucessio mondtona
timitada (superiormente quando crescente, inferiormente
quando decrescente) ; uma sucessiio mondtona nao limi-
tada tende para o infinito (1).

Exemplo 1.
A sucessfio de t. g. {/ @ (a>1) é mondtona decres-
cente e \/E}l para todos os valores de =»; por con-

n e
sequénecia |/ a—11. Mas, se fosse />>1, ter-se-ia
a>[" para todos os valores de =, o que ¢ absurdo,
visto que I"—co. Deverd pois ser [=1. De modo

anilogo se provaria que / a—1 com O<a<1.

Ezemplo 2.

Considere-se a sucessio em que cada termo estd
ligado ao anterior pela relagio

(= 0)
designando por £ a raiz positiva da equagio x®=wx+k
e supondo z,<<E, tem-se a}—z—k<0, donde

D=+ k> e me=V @+ .'.'<t/£+k-=5.
Anilogamente, se for «, <<€, o}, —al=—(c}—x,—

By por = VE+ 2,3

(') Para a demonstragiio veja-se, por ex., J. V. GoNgALVES,
Curso de Algebra Superior, 2.% od. vol. 1, pg. 56.

—1)>0 e x,u=Vktz,<{k+i=E; & portanto
By >, € x,. <E, isto &, a sucessdo é crescente e
limitada. E, por ser lima, ,=limax,, a sucessio
converge para i=(1+{/4k+1)/2.

Semelhantemente se provaria que, quando xz,>E, a
sucessidio ¢ decrescente e tende também para E.

Por exemplo, V2 +V2 +¢/2+ .- =2, visto ser
aqui z,=y2 e k=2.

Exemplo 3.

Seja a sucessfo definida pela lei de recorréncia

Yirr =0 + by, [(ay. +8) (4 =a>0,6>0).
Mostremos que ela é crescente. De facto, a diferenca

Yuit — Y= — e (yi—ay,—b) tem sinal contririo

ao do trindmio entre parénteses. Ora, feitos os cdleu-

6 2
los, verifica-se que yi—ay,—b= (ay“ = b) Wit —

—ay,—;—b); aquele trindmio tem pois o sinal de
Yi—ay—b=—5<0.

A sucessfio serd portanto convergente ou tenderd
para -+oo. Se existir limite finito y, este serd for-
¢osamente raiz da equagio y=a+by [ (ay+>»). Como

1
esta admite solugbes reais, a raiz positiva —é-(a-l*
+ Va*+4ab) é o limite da sucessio dada.

Exemplo 4.
Sendo a>0, >0 e fazendo

1 1
a.ma(a+b) anmi(aﬁl—'_bn—l)

e, em geral,

by = Vab b= Va1 b0y,

mostrar que a, e b, tendem mondtonamente paraum
mesmo limite (média aritmo-geométrica de a e b).

1 e, W e
De an'_bnﬂ'?_ (an-1+b»—|) 3 ‘/an—! bn—l":_é' {Van—l-‘
—/5,_)?=>0 deduz-se a,>b,. Ora & ficil provar

1
que, sendo u << v, se tem u<§(u+‘u)<v e u<<

3
Vuv <v. Daqui resulta = (a—y+b,y) <a,.y e
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b,,_,-f.t/a,,_,b,,_,, ou geja @, <G © b, >0,
Quer dizer, a, ¢ decrescente e 4, crescente; e, por
ser a,> b,, a primeira sucessio é limitada inferior-
mente e a segunda limitada superiormente. Logo,
ambas sio convergentes: a,—a, 6,—f, satisfazendo

1 .
a e B as condighes a = T (2+B) , B= V=B, de qual-
quer das quais se deduz ser a=f.

Dao-se a seguir alguns teoremas que constituem
itil complemento do teorema I.

Teorema IT — Se, para n>ny, for u, >0 € Uy
>hu, (A>1), entido u,—»+co.

Com efeito,
i, > 1N L > a? Uy—2 > ASY > N u“n ]
e W—p oo,

Cororirio — Sendo u, >0 e limu,,/u,=I>1,
u,—++co.
Porque, a partir de certa ordem, u,, [u>I—s>1.

Trorema III — Sendo, para n>ng,|u, | <y,
(0 <w=<1), entio u,—0.

Demonstragio andloga 4 anterior.

Cororirio — Se lim u,,, [u,=1,
entdo u,—+0.

eom —1<1I<L1,

Exemplo 5.

Consgidere-se a sucessfio u,=n"a" (x550), onde »
é um inteiro qualquer.

Como Upa l‘r u, = (

z>1¢e u,—08e 0<a<1. Se =1, u,—~ +co.
Supondo agora » <0, idéntico critério mostra que
|#,| -m|a|* tende para +oco se |m|>1 e para
zero se |x|<<1. A sucessfio é pois oscilante infinita
se < —1 e converge para zero se —1 <w<0.

n+1

) x—+x, U,—+-+oco Be

Exemplo 6.
Para a sucessfio wuw,=x"/n! tem-se wu,y/u, =

=x/(n+1) —-0, e o corol. do teor. III mostra logo
que u, -+ 0 qualquer que seja .

Exemplo 7.
m(m—1)---(m—n-+1)
P n !
=0 para a>m e lim wu,=0. Nio sendo m inteiro,
tyyy [ Wy=2 (m—n) / (n+1) -—x e portanto é ainda
lim u,=0 se |z| <1.

xz". Se m for inteiro,

2. Sucessdo enquadrada.

Recorre-se frequentemente ao teorema seguinte para
esclarecer a natureza duma sucessiio :

Trorema IV — Se v, e w, tenderem para o mesmo
limite (finito, ou +oo ou —oo) e, de certa orden em
diante, u, estiver compreendido entre v, e w,, tenderd
u, para o mesmo limite.

Com efeito, convergindo v, e w, para o mesmo
limite v, ter-se-4 |v,—v| <8 para n>p e |w,—
—v| <& para n>gq; e, se u, estiver compreendido
entre v, e w, para m>m, ¢é ébvio que também
| u,—v| <3 a partir da maior das ordens m, p e ¢.

A demonstragio ¢ andloga se v, e w, tendem con-
juntamente para +co ou — co. No primeiro caso,
por ex., vird v,>A e w,>A para n>p e n>gq,
respectivamente; e se u, se achar enquadrado por
v, e w, a partir da ordem m, serd u, > A quando
n exceda a maior daquelas ordens.

Eaxemplo 8.
O resultado anterior é imediatamente aplicdvel A
sucessio de t. g.
N L Sy e .
Vri+l Vn'42 ‘/n"—f—?n-l—l,
pois (2n+1) VT F2n+1l<u, < 2n+1) [V n*+1;

e cada uma das sucessdes entre as quais w, fica en-
quadrada tende para 2.

Exemplo 9.
1 1
+ +
Vrm+1) Vie+1)(n+2)
1
% VZn—1)22

nfYamrl)>v,>n/Y(@n-1)2n,

Com efeito,

njYnm+l) =1, n/Y@rn—12n—>1/2 ¢ v, é

decrescente, visto que

1"!!

Por ser

1
tenderd v, para um limite entre 1 e 5

1 —
Va(e+ 1)
1 1

VZn(@r+1) V(E@n+1)2n+2)

Vi@an+ 1) —V2n+2— /2n
V(2n+2)(2n+1)2n

Uy — Uy =

>0,

como facilmente se verifica.
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Exemplo 10.

n
Seja a sucessfiodet. g. v,= V u,, onde u,—+a=>0,
Provemos que v,—+1. Com efeito, a partir de certa

n
ordem, a—38 <u,<<a+&, e portanto Ya—s Su, =

<y/a+3%, conforme a>1; ora, como se viu no Ex.
1, cada uma das sucessdes enquadrantes tende para
1. Trata-se pois duma generalfzacio do resultado

Vi =il
Exemplo 11.
3:5.7-++(2n+41)

Uy —

T2.5.8.- (3n—1)

8 /9N~ (poi 2n4+1 9
s 1 T | s
<3 \1 B e 10

—+0 porque, para n>3,

para n > 3).

3. Alguns limites relacionados com o nimero ¢

IX fundamental o seguinte teorema, que constitui a
um tempo generalizagio dos conhecidos teoremas
sobre o limite da poténcia e o limite da exponencial.

Teorema V — Se entio

¥n
u, —u’.

u—-u>0 e v,—>v,

Tn Tn
Com efeito, lim u, =lim5"“% % = lim &' %" =

= v lvgyu . plooy u® v |

Claro que, sendo u finito e », — {+°°  Upn =
= {6'“’; e u, — co, também u,"s — co, desde que

v, nio tenda para zero ou — oo, ete.
H4, porém, muitos casos que o teorema nio escla-
rece, como seja o de

lim(1 +1/n)"=e=2,71828...
E sabido que (1+41/n)" se aproxima do seu limite
por valores crescentes (1), circunstincia de que mui-
tas vezes se pode lan¢ar mio:

Exemplo 12.

n

Vn—1. Com efeito, a sucessio é decrescente, pois
nid n
Va+rl<y'n implica (n+1)"<n", ouseja (1+
+1/n)* <m; e esta condigiio verifica-se necessaria-
mente para n >3, visto que (1+1/n)" tende cres-

centemente para e <3. Como {/n>1, deverd exis-
tir um limite /> 1. Ora, se fosse {>1, ter-se-ia
n > I", condigdo que se nfo pode verificar para valo-
res de n suficientemente grandes, visto que "/n —
i ().

(") 1bid., pig. 57.

Um procedimento semelhante ao adoptado na de-
monstragdo de V permite resolver com facilidade
muitas questdes relativas a limites.

Por exemplo, se u,—a>0, log,u, tende para o

n 1
valor finito log, a, e lim /u, =lim 5" "%" = 30=1
como s¢ viu no Ex. 10. Outro exemplo:

Exemplo 13.

log (n+1
w,=(n+1)"1oen e visto que log u,_:.L(._)_

log n
log n+[log (n+1)—log n] log (1+1/n}
- =14+ ——=1.
log n log n

Adiante se encontrario mais exemplos desta téenica.

Teorema VI — Se u, -0, v,—->c0 e u,v,—/,

tem-se (1+u,)n—¢'.

De facto, pode escrever-se

1 1%, " "
(1 + u)n = [(1 s ) ]

1\
1/u, sabe-se (1) que 1+-——) e.
e, como lju,— oo, (1 q ( e 3
Em vista de V, tem-se portanto lim (1 + )" =
P T
Evidentemente, se u,v,—» + oo,

quando u, v, — —co, (1+u,)w—0.

(1 4u,)m =25

Corordrto—Se x,~—+X e u,—>oco, lim (1+4x,/u,)% =e*.

E uma generalizagio da célebre férmula de Joko
BernovLrr.

Exemplo 14.

e se k=1
lim (1+1/n)"= { 1 sek<l1
+ co se F>1

Exemplo 15.

(1—1/n?)" — e°=1

Exemplo 16.

lim (14+1/log n)lee it =glimlosintiilsan el (Ex, 13)
Exemplo 17.

lim u, (@' — 1) = log @, com |u, |—co.

Com efeito, pondo «,=u, (a'" —1), basta notar
que (1+4x,/u,)=a,donde "™ % =a, ousejalim x, =
=loga.

"
Em particular, log a=lim n ( a—1).

(') 1bid., pig. 70.
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E interessante verificar algumas propriedades dos
logaritmos a partir desta igualdade. Por ex.,

log (1/a) = lim u{m —1)=lim —n (\,;‘6 —=1):
:limlf_"a —log a;
log 1 = lim n(;/_f —-1)=0;
log b = lim [ (V3 — 1)Y/5 + n (VB —1)] =
= loga+logb; ete.
Exemplo 18.

Calcular o limite de u,=n log% (1+a'm),
1 n
u, = log 1+§ (‘c""—l)—l . Por sua vez,
1 Thiss ey 1 1
1 ofs _E(mtm_l) — glim - fx N g 100 * =112,
. 1
Portante, lim u,= & log =.

Vamos agora esclarecer alguns casos que o teorema
V deixa obscuros.

Teorema VII — Se u,— 400 e 2, -0, =1
easo u, v, se conserve limitado.
Com efeito, tem-ge entio
Ty log u,

log u, =wv, logu, =u, v, - —— =0,

u,

visto que log u,ju, — 0 ().
Exemplo 19.

=y Jog (1=2/n
Para asucessio de t. g. a,=(}/n)"’ ' vem:

1 1
log a,=log (1—2/n) - 7 log n= 3 log (1—=2/n)"u"—

1
—log ¢"=0.
==logd

Evitava-se este cdleulo notando que w,v,=log (1—
—2;’:1]""’3 —log e"™#n*® —0; w,v, é pois limitado e
a sucessiio a, estd nas condigdes do teor. anterior.

Recorde-gse também a sucessfio do Ex. 13.

Vo
Teoreua VIII—Se u, —»+0 e v,—»0, u, —»1 desde
que v,/u, seja limitado.

Na verdade, log u, = —* (u,-log u,) — 0 (3).

o kin
sen — —1.
n

(") «Tendendo para o iufinito ou tendon!o para zero, os namo-
meros evoluem mais rapidamente gue qualquer potdnein dos
respectivos logaritmoss — ibid., phg. T2,

Exemplo 20.

L4 v"
Treorema IX — Se u,+1 e v,—>co,u, € con-

vergente se o for (u,,) v,.
De facto, (u,—1)—0 e lim [1+4 (u, —1)]" =
=emty=1v (VI). Claro que, se (u,—1)v, — + oo,
Ty
também u, —» +co; mas, quando (u,—1)v, — — oo,

Ty
TR |

L xemplo 21.
Na sucessfio de t. g. [log (n+1)/log n]", tem-se
log (n+1) —log n
log n o
= log (14-1/a)" [log n -+ 0,
e portanto lim [log (n+41) [/log n]'=e=1.

(n,—1) v, =

4. Alguns teoremas parliculares.

Este pardgrafo é consagrado a alguns teoremas de
grande utilidade prdtica. Embora, por comedidade,
aqui se apresentem num encadeado ldgico, fazendo
fundamentalmente depender a demonstragiio de cada
um deles da demonstragio dos precedentes, faz-se
notar que qualquer das proposigies mencionadas pode
ser provada independentementc, a partir da prépria
defini¢cdo de limite.

Teorewa X — Convergindo a, para a, tambem

]1—1 (a,+ a, ++-+a,)=s, converge para o mesmo limile,
I'ondo a,—=a+¢e, (5, =0), o teorema fica demons-

trado desde que se prove que K, = % (e)+eg4mr L

+¢,) 0. Ora, dado 3 arbitrariamente pequeno,

existird uma ordem p para além da qual ¢, < %a :

e, fazendo |ey+tey+++-+e,|=K, vem

B St et o +] 4 (| 4200+ ()

K 1
L—+ = (lnprsl+-+ + |%])

s kL
<K|n+d(n—p)/2n<K[n+3/2<
<&/24+8/2=3,
para n superior ao maior dos nimeros p e 2 K/3;

q. e. d.
Exemplo 22,
lim(14+1/2+4 -1/n)/n=1im 1/n=0.
Note-se, de passagem, que este resultado permite
concluir (VII)
V1i+1/2+ --+1/n—1.

Deixa-se assim ver quio ttil pode ser a associagdo
destes diferentes teoremas no cdlenlo de limites.
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Exemplo 23.
1 4 ll_
lm— 1+ V2 + V3 + - +Vm) =

=limyn=1. (Ex.12)

Observe-se que a reciproca de X nem sempre &
verdadeira; pode s, convergir sem que a, tenha

1 1
limite: por ex.,, com a, = = A—=(=1", s — s

Pode também demonstrar-se, de forma andloga, que
s,— ¥ oo quando a, — + co: nesta hipdtese, uma
ordem g existird a partir da qual a,> A, por maior

1
que seja A. Entdo, 5, > — (a;++-++a,)+a(n—g)/n.
i

Fazendo n — co, o 2.° membro tende para 4; o limite
de s, s6 pode pois ser +oo, porque é forgosamente
superior a A e este & arbitrariamente grande.

O teorema ¢é portanto verdadeire quer seja a finito
ou infinito.

b —_— -
Teorema XI— Se b, —+b, tambem r,—= /b, by---b, —
—b (b finito ou + o).

5 1
Pois que log r, = — (log b;+log by4----+logd,) —
n
—log & (X).

Teonema XII — Se ¢,—e,_ — A, também c,/n—+ A
(A finito ou infinito).

De facto, pondo ¢,—c¢,_, = a,, vem ¢,=a;+---+4a
e o teorema reduz-se a X.

Trorema XII1 — Se u,/u,_, +B, também /u, —+B
(B> 0, finito ou infinito).

Com efeito, logu,—logu, , —log B, e portanto

(log u,)/n=log {/u, —>log B.
Podia também ter-se recorride a XI, notando que

n n

< — > Uy Uy t, u,
lim /u, = lim —_

Uy — — =o- = lim —.
Uy Uy Uy Uy

Este teorema, cuja reciproca (tal como a dos ante-
riores) pode nio se verificar, é dos de mais larga
aplicagdo.

Exemplo 24.

lim ynf =lim (n+1)* [a¥=1 (cf. Ex. 12).

E xemplo 25.
lim ;/(n+1) (n+2)-2n/n=lim ‘/(ﬂ-l-])"-(n—l-ﬂ)]n"-
=lim (2n+1) (2n+2)n"[(n+1)"* 2=

= lim(2n+41) (2n+2) [ (n4+1)*-
-lim n*f(n4-1)"=4/e.

Exemplo 26.

i | 1 n+41
= lim t log —— tg —1 =
> gn—!—l e 1 (gn e )
t L 1 1 > f
gn—i-f n °°( o n+41
=-tl - e 1
1 N
tg— 1 14—
n+1 g °8 ( * -n)
= u
Teorexa XIV — Se e o, — C, também — —C
V,,H—\“" Vau

(uu y Vo —> o0} .

Quando (u,,,—u,) e (v,44—7v,) convirjam, o teo-
rema resulta imediatamente de XII. No entanto, para
abranger todos os casos, hd que fazer uma demons-
tracio directa.

Supondo € finito, uma ordem m existird a partir
da qual

C—08 < (s — ) | (1 —0) < C +3,
ou seja
(Vprs — ) (C — 8) <thpyy — 4, < (T + 8) (Vs — %) 5
dando a p os valores m,m+1,-.-,n—1 e somando,
vem

(v, — ) (C —3) <u, —u, < (C+38) (v, —
donde

|90 + (L= v [ 1) (€ = 3) <<t |9, <
= (C+ a) (1 = "M, "‘n) + &y, l’ Yy o

Ora, quando n aumenta indefinidamente, v, — co,
u, v, —+0, vufv,—0; ufv, tem pois o seu limite
compreendido entre C—3& e C+&. Porser 3 arbi-
trario, fica demonstrada a tese.

A justificagBo ¢ andloga no caso de limite infinito.

Tm ) )

Exemplo 27.
lim (1% 4 2% 4 -+ + n¥) [ nfH =
= tim (u + 1] [(n + 1 — 2t1] =

Iy R
= lim - PR SR T
T et 0
Exemplo 28.
e e ! 1!
i el = hnab et rems

logn!
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tim Iog(n+1)+logn+ +log2
logn + -+ + log2 %
1 +2
Sl B AV vy =1, (et Bx 18)
log (n + 1)

Trorema XV — Sendo b, >0, (b, +by++--+b,)—
—co e A, —a, entdo
. blA(+biA2+ "+bI|An
lim =a.

by + by + -0 bu

Com efeito, como Z h; A, — oo, estd-se na hipotese
1
do teorema precedente, e

3, 4, Zb o=

hmv———— = Tim L

ﬁb‘m
2 gb-—Zb

bwl—l An{—l

= lim = lim 4,;; = a.

ntt

Exemplo 29.

] f
sen i + sen — + +-+ 4 sen —
" 2 n
im — =

1 1
l+‘—+-"+—
n

sen 0 1 sen (8/2) 1 sen (0/n)
— + [ —

e (] 02 ;- n ojn *

LR 1
i

Loi

.+._
n

]
i) o g RN
Exemplo 30.

1 (] 6
lim—| 12 send + 2? sen— + --- + u? sen — | =
n? 2 n

1 < ]
= lim —z k? sen — =
il k
k=1

_sen (a/k)
6 n(nt 1) Ok
=lin—— -
n? 2
Zk
[/ " sen (6/n) ]
5 0/n Sk
a,—a
Teorema XVI- Se a, 0, b,—»0 e 2",
0™ Ynii

a
tambem — —» k.

A demonstragfio é andloga A4 de;XIV. Em vista da
hipétese, a partir de certa ordem m ter-se-d (b,—
—bpir) A—=8) < a,—a, <(h+38) (b,—b,4,); somando
a estas as correspondentes desigualdades para
p+1,p+2,---,n—1, obtém-se (b,—b,) (A—8)<<a,—
—a, < (A+3) (b,—b,) , ou seja

a“/b, + (1 s blu’lba) (1 i a) < aulfbv <
<A+ 3@1+85/0,)+a,b,,
condi¢io que deve verificar-se qualquer que seja = .
Fazendo entio n-—»oco, vem A—3 <<a,/b, <<1+3.
A partir da ordem m, a,/b, acha-se pois compreen-
dido entre h—& e A+3&, e porisso a,/b, L, q.e.d.

Trorems XVI[ —Se a,—+a e b, —+b,

3 b! ""“'+anbn_bab
n
a,b, +a,b,_, + '+3"b'—»ah.
n

A primeira parte do teorema resulta imediatamente
de X.

Quanto A segunda sucessiio, pondo
termo geral escreve-se

by + by + -+ 8, g b, + e byy + -
a +

n n
Ora o primeiro termo tende para ab (X) e o se-

a,=a+e, O

-+, b

1
gundo, enjo mddulo é inferior a — | |&;| + |eq| +---+
n

+ |e,| | > mdx. [?;] , tende para zero.

Exemplo 31

Dadas as somas a,=u;+ug+--+u, e b,=v 4+
+vg4--+v,, e calculados os valores w,=u, v,+
F Uy Uyt U, vy € ey=wytwat-e-+w,, é fdeil
verificar que e,=wu; b, +uy b,y 4 - +u,by=v a,+
F U@yt ay € e Fegte e, =a b dagb,  +
+ e da, by .

Daqui resulta que, se as series Zu,, e Zv,‘ fo-
rem convergentes (u, —u,v, —v), entdo (¢, +co+
++eo4-e,)/n —uv (XVII), Por conseguinte, se Zw,l
for convergente, a sua soma w=Iim w, é, em vista de
X, igual a uv (teorema de Aner).

EXERCICIOS

1. Mostrar que a"/n* —+ +c0 se a>1 e que
b'nk =0 se |b|<1.

2. Estudar, para os diferentes valores de x, as
sucessoes
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[(A==2)/(1+2%)]", (x"—n)/(z"+n),
(z"+n)/(@*'+2n), (x—z2)/(1+4x? 2y

3. A sucessio definida por u,, =2 (1+u,)/(3+w,)
¢ mondtona: crescente se u;<<1 e decrescente se
u;>1; o limite é 1.

4. Se u,=k{(1+u,), com k>0 e u, >0, sio
monotonas as sucess0es wuy ,ly , g, 6 Uy, Uy, U, ="
(uma crescente e a outra decrescente); e ambas ten-
dem para a raiz positiva da equagdo w’4u==k.

5. Dada a sucessfio definida por w, =4, wu, 4=
1
=u?+k, sendo 0<l.-<z e hum nimero compreen-

dido entre as raizes « e B daequagio w’—u+tk=0,
provar que o <l u,, <<u,<B e determinar lim wu,

: 1 A 1 A
6. Sendo u|-=? (u-!—g—‘) y Up== —2-(ul+:l) yeee
(u>0, A>0), provar que lim u,=y/ A [verifi-

u,— YA (a—\\/:‘i)y]
car que — = 2
u, + VA u+‘/§

7. Dada a sucessiio definida por u;=a-+b,---,u,=
=a+b—abju,_, (a>b>U), mostrar que u,=(a"—
—bt)/(a"—b") e determinar lim w,. Discutir o
caso a=06>0.

"

8. Determinar o limite das sucessoes de t. g.

[7/@n +1))V7, n-log[Bn+2)/(3n - 2)],

1N g nfnt
= 3

[(@n) /2% (a 2], [1 +1/n(logn)'|~"
9. Verificar que
» n  log(n+1)
yn!l— 1 [—+0 e
n oo, nflogn s Gk
n"/(g) — k!, log log n/log n—+0,
n-log log n/(log n)" —+ oo, (n+ 1))‘\/“ n!l e,
(logn)/nt =0, abettin 1, @R THE 4,

(n+1) logn —n log (n41)
log n

1

s

&fﬁ/ﬂ—rlf’e, :T‘"/(Qn)!fn!—wﬁ/e,

2 [(n2+12) 2+ 222 ... (W2 - w2y )" > 2 [ Ve ,

n

1 2 n 1 1 1\2

BT g :{“*'; "
n

2\* —1\* 1
(a+-—) +~-+(a+ )}—»az+a+—-,
n n 3

alfar =0, nll—y T—a/n) 1—b/n)} — (a + b)/2,
1m241/(n+1)2+--+1/(22)2—0, 1}/ n+1/{n+1+
+o+1/8n 00, 1YnZ 1+ - +1fy/nt+n—1.
10. Determinar os limites quando
sucessdes de termos gerais
(141/2% -« +1/n%) /0¥, (14+22+--- 4 n?)/n3,

n — co das

Vira) = (mran —n,
I cs—ves+1y, DWivem—1),
k=2 =1
2 Va

il

2 (ViFmEm —1);

femm

1

I
Z(a'{'%)k O<a<1)
K=0

11. Sendo y,==,—az,_;, com yy=x e |a| <1,
exprimir x, em y, e provar que, quando ¥, —y,
z, =+ y/(l—a).

12. Mostrar que a sucessio
Ve,Vayz,Vavayz, ...
¢ convergente e determinar o seu limite.
13. Sendo p (n) o mimero de factores primos dis-

tintos de =, provar que p(n)/n—0.

14. Provar que n! (a/n)" tende para zero ou co
conforme a ¢ inferior ou superior a e.

15. Se a>b>0, ya"+6' —a. Generalizar,

- S — -
provando que {aj+aj+ .-+ a; — mix. a,.
1 ot
16. Sendo a,b >0, = (a'" ') — ab.

17. Be =,—0, log (1+=z,)/x, —1.

18. Se =, >0, (¢*—1)/z, — 1. (Fazer, por ex.,
e"=1+1/u, , com u, — o),

19. Be yu_>07 z!l=[(1+yujk'—1i]l/yn_*k' (Como
Jog(1+y,)e"—1

(1 +yn)k= 8* 0 “-HJI"'.J] vem 2z, == k
y"‘ x?l

?
com m,=k log (14y,) —0).
1

20. Provar que, do a,= ————
0. Provar que, sendo a 7 (log m)i+® e

{,=nlog n, se tem

ay,

tn

— g~ a.
L

21. Se a>1, asucesslio x, =a, @y =a%,-
®,=a%-—1, --- & convergente quando a < e'*.



