GAZETA DE MATEMATICA

Nota a ““Uma demonstracdo por indugdo finita’’®

por Gustavo de Caslro

1. A histéria das matemdticas estd cheia de claros
indicios do movimento colectivo de arrastamento que
traz o grande progresso ¢ alimenta de energia os
trabalhos individuais. Sem ignorar a importincia
dos colaboradores mais extraordindrios nesse pro-
gresso, tem de reconhecer-se que coisa de maior inér-
cia é responsdvel pelo avango ininterrupto.

Uin dos claros indicios desse arrastamento a que
se fez referéncia é o acumular de resultados, o esfusiar
de solugdes, que estugam o passo na via de solugio
de certo problema numa dada época.

Ora, o iltimo nimero da G. M. veio mostrar mais
uma vez como o mesmo ¢ surpreendentemente verdade
até na peguena histéria das matemadticas. Na pequena
histéria das matemdticas dum pequeno pafs.

H4 um tempo a esta parte algune trabalhadores
duma institui¢fio onde se fazinvestigagio aplicada vém
ponderando a nossa extraordinaria caréneia em mate-
miticas aplicadas e procurando imaginar possibili-
dades de solugdo... e eis que o Doutor Prreira
Gomes abre o problema na G. M.. Antes de mais
acentue-se a habilidade e a prudéncia com que o pro-
blema foi aberto; como P. G. se limita 4s questSes
mais ingénuas para que todos possamos partir do
inicio; como nos fornece a todos com a traducgio
de Kirviyx uma base de onde comegar. Primeira
coincidéncia.

A segunda coincidéneia é a publicacio no mesmo
nimero da . M. duma nota de Siva Loso. A coin-
cidéncia reside aqui em que ela se presta admiravel-
mente para que se aborde um pequeno ponto ligado
ao debate geral. £ a este pequeno ponto que se limita
esta minha nota.

2. O ponto aparenta-se ao das wsound functions»
as Jfuncgies sds ou sdélidas — as functions honnétes de
BorerL — e 4 observagfio que faz aos matemdticos o
Engenheiro de Kirmix de que «gastais muito tempo e
muito engenho para mostrar a existéncia de solugies...
evidente. .. por razies 6bvias de natureza fisica».

E que certos problemas de matemitica pura sio
problemas de matemdtica aplicada e neste aspecto as
vezes tdo imediatos que se lhe conhecem um bom par
de solugdes. Pondo-se o problema ao matemdtico puro
pode ele, se nfo se informar disso, realizar um esforco
na sua resolugiio em certa medida escusado.

(*) Gazeta de Matematica, N.° 53, pg. 13-15, 1952.

Acentuemos que um tal facto se ndo pode evitar
sempre; maior esforgo tem as vezes o matemdtico em
certificar-se que j4 hd solug¢fo do que em arranjar uma.
E acrescente-se que ¢ is vezes muito itil um nove
esforgo pela introdugfio ou rodagem dum bom método;
pela iluminagio de certos Angulos do problema.

Acontece porém que em certos casos se poderia
evitar o arrombar de porta aberta se ndo fosse a erra-
da orientagio que eragera, alé ja no ensino secunddrio,
a separacgdo entre as malemdaticas puras e as matemdati-
cas aplicadas. No caso que nos interessa nio se enten-
de como se possa fazer a andlise combinatéria e o
binémio de Newrox sem recurso a problemas simples
de probabilidades a ndo ser perdendo um material
sugestivo e uma boa ocasifio para introduzir o aleatd-
rio, em troca duns exemplos um tanto ridiculos. Nio
se entende como se podem pdr problemas sobre mime-
ros do tridngulo de Pascar sem a tentativa de os tra-
duzir em termos de urnas de duas espécies.

3. Sejam entdio as n extracgdes sucessivas com
reposigio duma urna U(p,q) de duas espéeies, com
pN bolas vermelhas e g bolas azuis. A repetigdo
X de holas vermelbas é uma bernoulliana — p,n:

Pr(X==n)= (:)p’ et
Os seus dois primeiros momentos sio
E(X)= E @ (g) gt e B (X2)= §a:2 (:)pr .
Pondo p=g=1/2
Em(:) —2E(X) e Em?(:) -9 E (X2).
Como ninguém ignora

E(X)=np e E(X?)=np[l+ (n—1)p]

0 que, para p=g= 1/2, conduz a

23:(:)-2"’:1 e 2:3(:)=2*-’n(n+1).

4. Recordam-se dois métodos, no fundo equiva-
lentes, para se obter os dois primeiros momentos de
binomial.
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4.1, Tem-se
£ @) - D (T) pro =
o=l

n-=1
= np (” = 1) p* Q" =np (p + g)*~" = np.

a={)

E analogamente
.

E(x)=X(=(@—1) +21(}) e -
=0
=ne-0p % (") v+
ri=l}

aet
—1
+mp 5 (") v =
:—0( i )
=nn—1)p2+ap=ap[l+ (n —1)p].

4.2. Recorrendo & fungio geradora (¥*)

P(s) = (g + )"
tem-se

E (X)=P'(1)
Ora

E (X2) = P!(1) + P" (1).

P! (s) = np (g + ps)"
P (5) =n(n—1)p* (g + ps)*?

de onde os resultados que se pretendiam.

(*) Veja-se (Feller, i0): An [Introduction to Probability
Theory... p. 212, CHAPMANY & Harn. London.

5. Ainda de outro modo, servindo-nos dos indica-
dores X, das sucessivas extracgdes

EX)=p EX-—-p) =prg

E(X)= D, E (X)) = np
E (X —np)* = 2 E (X, — p)? = npq
e E (X9 = B (X — np)? + [E (X)) =
=npg + n2pt=mnp[l + (n—1)p].
6. Também se nfo deve esquecer a formula de

Romanovsky para os momentos @ média duma ber-
noulliana:

o que di

d
Bkt =DPg | =— +nkw |,
dp

com po=1 e py=0.
Nio dispensa o conhecimento de F (X)=np, mas
abre o caminho para o cdleculo de

R (2) - 5@y = D) wa B -
) 0

Ainda pelos momentos factoriais (como em 4.1) se
consegue o mesmo (*¥).

7. Esta nota nfio diminui o interesse da de Sitva
Loso onde se visa claramente o meritorio fim de
adextrar os cultores das Matematicas Elementares' num
excelente método. Possa ela mostrar um pequeno
aspecto das desvantagens da partilha da Matematica
em duas irmés estranhas, de costas uma para a outra.

(**) Veja-se, por exemplo, (KENDALL, 47): The Advanced
Theory of Statistics, Vol. 1, Caps. 3 o 5.

Correccion al articulo ¢sobre pares de figuras convexas» )
por M. A. Sanlalé

El Prof. L. M. Brumextar ha tenido la amabilidad
de hacernos notar que la generalizacién del teorema
de Herry que creiamos haber dado en el articalo ci-
tado, no es correcta, ni puede existir una generaliza-
cién del mismo tipo, como prueba el siguiente intere-
sante contra-ejemplo debido al Prof. Morzkix.

Consideremos el caso de pares de segmentos sobre
una recta. Considerando los mismos como bases de
rectingulos del plano, o como ejes de cilindros de
revolucidn en cualquier espacio, se comprende que el
ejemplo vale para un espacio de dimensidn enalquiera.

Sean los N+1 pares de segmentos siguientes:

(®) Gazeta de Matemdtica, N.® 50, pp. 7-10, 1951,

8,=intervalo (—2,—1)4intervalo (1,N)

Sy= » (1, N-1)+ » (N4+1—¢, N+1+2)
Sg= » (1, N=2)+ » (N,N+1)

8= » (1,N=-3)+ » (N—1,N+1)

Sy= » (1—e,14+e)+ » (3, N+1)

Spiy= » (2,N+1)+ » (N+2,N+3).

Es inmediato comprobar que cada N de estos
pares de segmentos tienen punto comiin sin que sin
embargo exista punto comun a todos los N+1.

El error de la demostracion que creiamos haber

dado esti en el Lema II, el cual es evidentemente
falso.



