
G A Z E T A D E M A T E M A T I C A 21 

Os integrais calculam-se pela fórmula 
dx 2 n - 3 . 

In Jo 
I„_, • (xí + 1)" 2 n — 2 " 

3 7 2 8 — A partir (io integral 

Jo (F + iy X 
1 dx r1 dx 

calcule 
0 e' + a 

i dx 
E í F (a) = / — — = / r 

J o e ' + a J o a + 1 
1 r l i 1 a -r 1 

l og (ae** + l ) l og •• ... 
a L Jo a a-f-1 

Por derivação paramétrica nota-se que : 
r% dx 
I F ' ( l ) . 

Jo (e1 - !-l)í v ' 

3 7 2 9 — Calcular 
tt 

' <T 

•dx 

•r sen1 3 9 cos3 G 0 d 9 . R : Fazendo 30 = ta vem 

ir 
' T 

- P 3 Jo 
TT 

1 C T 
—• ! sen4o ( — 2 sen2ç + l ) 3 d f -
3 /o 

sen1 <p cos' 2 if d if 

TT 
1 ? 

1 J 2 • — f (sen+<p — 4 sen6 a -t-12 senB f — 
3 J o 

— 8 sen10 <?) d tp. 

-I Os integrais de tipo I , , «• I son'" f d tp calculam-

se peta fórmula 

2 n — 1 2 n — 3 1 it 
h l ' ' x 2 ^ 2 x • • ' x T x T ' 

E n u n c i a d o s e s o l u ç õ e s d o s n* o s 3699 a 3729 d e M . S , M a d u r e i r a , 

P R O B L E M A S 
Com o n.° 53 terminou o primeiro concurso anual. 
O Sr. José Machado Gil, da Barquinha, foi o único 

concorrente que resolveu todos os problemas propostos 
na Secção Média desde o n.° 51. Tem por isso direito 
ao prémio que anunciamos: 1 exemplar do vol. ] , 
fase. 1 e 2 da Álgebra Moderna por L . V A N DKR W A E B D E H 

e 1 exemplar do vol. I do Boletim da S. P. M., 

que lhe enviámos. A Redacção deseja assinalar que 
se receberam também, da quasi totalidade dos pro-
blemas, soluções muito elegantes do Sr. Vinhas 
Novais. 

Com o u,° 54 iniciou-se novo concurso que termina 
com este número 50. Dos seus resultados daremos 
oportunamente noticia. 

Problemas propostos ao concurso 

S E C Ç Ã O E LEMENTAR 

3 7 3 0 — Mostre que qualquer que seja x é impos-
sível a seguinte dupla desigualdade 

— 2 ^tg2 x tg x <0 

3731 — Sejam os pontos 0 ( 0 , 0 ) , F ( l , j p ) , 
Q (q , 0) e E(4,r) os vértices consecutivos duma 
poligonal plana, de tal modo que •Sji O P Q — 
— « í P Q H = 90° . Se for p — 2 cos A , mostre que 
r = 2 cos 3 A . 

S E C Ç Ã O M É D I A 

3 7 3 2 — Demonstrar que a representação gráfica 
da função y — [,p]2 4- {2 [x ] + 1) (x — [as]) , 
onde [x] representa o maior inteiro contido em x, 
para x : > 0 ú uma linha poligonal inscrita na pará-
bola y = x-. ( D A H H O U X ) . 

3 7 3 3 — Duas esferas de raios R e r assentes no plano 
xy são tangentes exteriormente. A de raio R tem o 
centro 11a parte positiva do eixo dos e a outra 
tem o centro de coordenadas positivas no plano yz. 
Determine as coordenadas do ponto de contacto. 

N. R — O s números 3 ( 5 5 0 a 3 6 5 5 , atribuídos aos 
problemas desta secção no n.° 55 da revista, devem 
ser substituídos pelos n.°' 3 6 G 9 a 3 6 7 4 . Pede-se ao 
leitor para fazer a respectiva correcção, evitando assim 
enganos em futuras citações. 

Por ter saido com incorrecções o enunciado do pro-
blema 3G71 no mesmo número (que figurou com o 

3 6 5 2 ) publica-se a seguir o enunciado eorrecto: 

3671 — Designando por [ » ] o maior inteiro con-
tido em x demonstrar que sendo tt urn inteiro posi-
tivo e x um número real se tem sempre 

w+ [•+£]+ [•+ 
+ H — J — [»»] 
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Resolução dos problemas do concurso propostos no 53 

3605 — Apresentaram soluções correctas os Srs. 
Vinha Novais c Machado Gil, publicando-se a solução 
do primeiro : 
R: Representando por * a base desconhecida (x«ClO) 
e por a , b , c (-< x) os algarismos do número pedido 
em ambas as bases, tem-se IO1 a 4 - 1 0 b 4 - c = x í c 4 -
+ x b + a ot< 9'J a 4- (10 - x) b + (1 — x ' ) c - 0 . 

Atendendo o que o número se escreve com três alga-
rismos cm ambas as bases, será necessariamente x 4 , 
e teremos então as seguintes hipóteses a considerar : 
1.« H) x - 4 - . - 9 9 a - t - 6 b - 1 5 c = 0 com a , b , c < 4 
2.*H) x = 5 " ' 9 9 a 4 - 5 b — 24C = 0 » a , b , c < 5 
3.« H) x = G- . .99a 4- 4 b - 3 5 c = 0 » a , b , c < : 6 
4 .»H) x = 7 • • - 99 a 4- 3 b — 48 c = 0 « a , b , c < T 
5.* 11) * - 8 — 9 9 a - t - 2 b - 6 3 c ~ . 0 » a , b , c < 8 
G.*H) x = 9 * " 9 9 a 4 - l b —80c = 0 « a , b , c < 9 

Procurando quais destas equações admitem soluções 
inteiras e positivas satisfazendo as respectivas desi-
gualdades, verijica-se que só a 6." hipótese admite solução 
em tais condições, solução liça queé &=*47h=4 c c=5. 

Então temos í t."),,,,, 544ítí, como solução única do 
problema. 

3606 — Apresentou solução exacta, que se publica, 
o Sr. Vinhas Novais : 
lt : Consideremos a esfera concêntrica com a esfera 
dada e de raio 2 l t , lugar geométrico dos centros das 
es/eras de raio R tangentes ù esfera dada. Seja 0, um 
ponto desta esfera ; tracemos, sobre a esfera e com polo 
em Oi, uma circunferência cujos pontos distem 2 R do 
polo; tal circunferência è o lugar geométrico das esfe-
ras de raio K tangentes à esfera dada e à de centro 
em 0, e raio R . Tomemos um ponto Oj sobre esta cir-
cunferência e tomando-o para polo tracemos uma outra 
circunferência cujos pontos distem 2 Et de 0a ; esta 
circunferência é o lugar geométrico dos centros das esfe-
ras de raio R tangentes à esfera dada e à de centro 
em 0S e raio R ; sejam 0a e 0,, os pontos em que esta 
circunferência intersecta a circunferência de polo em 
O, : as esferas de raio R de centros em 0j e 0| são 
tangentes, simultaneamente à esfera dada, à esfera de 
centro em 0, e « de centro em 0, . Procedamos em rela-
ção a O, como procedemos em relação a 0i e a 0 { e 
assim sucessivamente para cada novo ponto determinado. 
Para vermos quantos destes pontos podemos determinar 
vamos considerar um plano tangente à esfera de raio 
2 It «o outro extremo do diâmetro que passa por 0f e, 
tomando Oi para centro de projecção projectemos sobre 
esse plano as cicunferrcncias atrás consideradas. Redu-
zido, assim, o problema uo plano remos que podemos traçar 
12 esferas tangentes à dada nas condições do problema 
e que. destas, 6 são tangentes simultaneamente a õ des-
tas últimas. 

3607 — Apresentaram soluções certas os Srs, Vinhas 
Novais e Machadü Gií, pubiicando-se a deste liltimo: 
R : A equação cos 2 x 4 - 1 sen x = n jtode escrever-se 
1 — 2 seu 4- í sen % — n e( fazendo sen x *= Ç 

(1) 2 í* - í í 4- » - 1 - 0 

Como ] ' | 1, esta equação representa a porção do 
paraboloide hiperbólico 2 £í — Í I 4 - 1 — 1 = 0 entre 
os planos í = 1 e Ç = — 1 , Estes planos intersectam 
o paraboloide segundo as geratrizes de projecções 

(2) Ç - i - l - O t fj^-f-ti-t-i — 0* 

0 plano í -=> p corta o paraboloide segundo «ma ge-
ratriz de projecção 

(3) « = p Ï 4- 1 - 2 p s . 

A m\ r 5 ± — 8 n + 8 De (1) vem ; — j que mostra que os 

pontos do paraholoide projectam-se na região de \ 0 ji 
em que \2 - 8 * + 8 > 0 . 

A curva <p (í , ü) = í2 — 8 v; -f- 8 = 0 é uma pará-
bola de concavidade voltada para os r, r. positivos e de 
vértice (0,1), e é a envoluente das rectas (3). Divide 
o plano ÇOi em duas regiões: a do ponto { 0 , 2 ) em 
que , t , ) < 0 , e a do ponto (0,0) em que f (ij , r )>-0 . 

iVa região negativa não se projecta/n pontos do pa-
raboloide. As rectas (2) encontram a parábola respecti-
vamente nos pontos ( 4 , 3 ) e ( — 4 , 3 ) . 

Por um ponto { ; , 7,) yassa uma recta (3) de coefici-
ente angular p dado por 

8 p * — \ p + % - 1 = 0 , 

Quando _ 8 r, 4- 8 >- 0 há dois valores de p di-
ferentes. Impondo a condição dos dois valores de p sa-
tisfazerem a | í | < 1, terá de ser 1 maior do que os 
dois valores p e —1 inferior a ambos c necessária-
mente —4<ZK4. Também — l i -n + í>0 e 4 + n + l>U. 

A primeira desigualdade é verificada em todos os 
pontos da região positiva definida pela recta - í 4-
4 - » - f l = 0 ; passa-se no sentido de v ( —1,1) da re-
gião negativa do plano para a região positiva. Analo-
gamente a segunda desigualdade é verificada tia região 
positiva, determinada por ; + « + 1 = Ü e dada por 

u { 1 , 1 ) . 
Por cada ponto da região limitada pelas rectas % + 

4 j + 1 = O e — 1; 4- « 4- 1 >= 0 e a parábola l2 — 
— 81] 4. 8 — 0 j co'apreendendo as rectas e excluindo a 
parábola, passam duas rectas (3) com coeficiente angular 
| p | «£ 1 . Nas regiões do plano comum « região nega-
tiva de - 5 + « t l - - = ( ) e á positiva de Ç 4- vi 4-1 =• 0 
e comum à região negativa de Ç 4 j + 1 - 0 e a jao-
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siliva de — £ + r, + 1 = 0 existe um só valor de p 
para cada ponto, com | p | c 1. Como quem diz tra« 
sá tangente à parábola. 

Em resumo: 
Quando (í , m) é um ponto da região do plano £0IG, 

limitada pelos segmentos de recta (4,3) (O, — 1) e 
(— 4 , 3) (0 , — 1) e o arco da parábola — 8 r; + 
- ( -8 = 0 entre os pontos ( 4 , 3 ) e (— 4 , 3 ) , com in-
clusão dos segmentos de recta e exclusão do arco da pa-
rábola, a equação proposta tem dois sistemas de soluções 
dadas por senx^í e senx — í' o« x = + (— l)k 

Are sen í e s = t t + ( - l ) 1 Are sen Ç' , 

Quando (Ç , u) é ponto do ângulo (4 , 3) {O , — 1) 

( 4 , - 5 ) , ou do ângulo (-4,3) (Õ~^T) { - 4 , - 5 ) , 
com exclusão dos segmentos (4 , 3) (O , — 1) e (— 4 , 3) 
( 0 , - 1 ) , ou do arco da parábola — 8 j) + 8 = O 
entre os pontos ( 4 , 3 ) e (—4 , 3) , a equação proposta 
admite só o sistema de soluções dado por seu x = í " ou 
X _ k n + ( - l )k Are sen í'1 . 

Quando (5, n) é qualquer outro ponto, a equação 
proposta não tem soluções. 

3608 — Foram recebidas soluções correctas dos 
Srs. Vinhas Novais e Machado Gil, publicando-se 
a do primeiro : 
R : Seja f (x) = ax3 + bx- + c x + d {a=£0) ; relas con-
dições do problema deve verificar-se a identidade 

ax® + bx1 + es* + d «= — t a 3 x6 + k{l>! - 2ac )x* — 
— k(e* — 2 b d ) * i + k d i 

identidade que implica a igualdade dos coeficientes dos 
termos do mesmo grau ; 

a=- —k a2 Í b = k b 2 — 2 k a c ; c = — k c J + 2 k b d ; d = k d 3 . 

A primeira equação, atendendo a que a =^0, conduz 
à solução única a= —l/k, e a última às duas soluções 
d = 0 e d = l/k-, para a = — l / k e d = 0 vem, da 
terceira equação, c = 0 e c = — l / k ; para c = 0 
vem, da segunda equação, b = 0 e b = l / k ; para c = 

— — l / k , vem b-=2/k e b — — l / k . Temos, pois, as 
seguintes soluções para o sistema : 

1.' Sol. 

S — — l / k 
b = 0 
c - 0 
d = 0 

2.' Sol. 

. - l / k 
: l /k 
. 0 
. o 

3.' Sol. 

. - l / k 

. 2/k 
• — l / k 
. 0 

4.' Sol. 

a - — l / k 
b l / k 
c = — l / k 
d - 0 

Para a = —l/k e d = l / k , a 2.* e 3.' equações dão 

b =* k b2 + 2 c e c = - k c s + 2b 

e eliminando b vem 

k3 c* + 2 k2 c3 - k c ! +• 6 c — 0 

equação que admite a raiz c — 0 a que corresponde 
b = 0 . Dividindo por c esta equação, vem a equação 

k3 c3 + 2 k2 c ' +• 6 - k c - 0 

que admite a solução c = — 3/k a que corresponde 
b 3 /k . Dividindo agora esta última equação por 
e + 3/k obtem-se a equação k~ c ' — k c + 2 = 0 , que 
não admite soluções reais. Temos assim mais as duas 
últimas soluções reais do sistefíiú primitivo: 

5.' Sol. 

a - — l /k 
b - 0 
c - 0 
d - I /k 

6.' Sol. 

a - - l / k 
b - 3/k 
c 3/k 
d - l / k 

Então os polinómios que satisfazem as condições im-
postas são 

4 < 
M 
M x 
M * f s ( * 

= — l /k x3 

— 1 / k x 3 -f- l / k x2 

= — l /k x3 + 2/k x2 - l / k x 
l / k x" - 1 /k x2 - l / k x 

- - l /k x3 H- l /k 
= _ l / k x 3 + 3/k x* - 3/k x + I / k . 

Nota — Dos n.°" 3G09 e 3610, não se receberam na Redacção soluções. As soluções destes últimos bem como 
as dos problemas do n," 54 da G. M., serão publicadas oportunamente. 

B O L E T I M B I B L I O G R Á F I C O 
Nesta socçfto, f . I i o do extractos d « crit ica« Aparecidas em revistas estrangeiras . Bar lo p o b l k a d a s crit icas do l ivres 

o outras publicaçBeg do Matom&tica d e qtto os Auturos ou F.ditoros o a r l a r e m dold exetnplare ï à R e d a c ç ã o , 

1 0 1 — P E R È S , JOSEPH — M é c a n i q u e G é n é r a l e — 
Masson et C.", Paris, 1953. 

A obra que apresentamos ao publico português 
ilestina-se dum moilo geral aos estudantes das facul-
dades de ciências, aos engenheiros, aos tïsicos, etc., em 

suma, a todo o estudioso que pretenda ficar ao cor-
rente dos métodos da Mecânica Analítica. 

O conteúdo do livro corresponde ao programa dos 
cursos de Mecânica Kacional das faculdades de 
ciências fraucezas e é apresentado por uma forma 
interessante pela sua originalidade. Com efeito, a 


