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Os integrais calculam-se pela formula
I Yo dx 2n—3 I
W=l (Eady Ba—8 L

3728 — A partir do integral

1 dax "1 dx
calcule J —
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Por derivagio paramétrica nota-se que:
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3729 — Calcular

~

I= [ %sentB0cosd360d0. R: Fazendo 80=09 vem
(]

PROB

Com o n.° 53 terminou o primeiro concurso anual.

O Sr. José Machado Gil, da Barquinha, foi o 1inico
concorrente que resolveu todos os problemas propostos
na Sec¢io Média desde o n.® 51. Tem por isso direito
ao prémio que anunciamos: 1 exemplar do vol. 1,
fasc.1e 2 da Algebra Moderna por L. VAN per WAERDEN
e 1 exemplar do vol. I do Boletim da S. P. M.,
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Enunclados e solugies dos n.% 3699 a 3720 de M. 5. Madureira.

EMAS

que lhe envidmos. A Redacglio deseja assinalar que
se receberam também, da quasi totalidade dos pro-
blemas, solugdes muito elegantes do Sr. Vinhas
Novais.

Com o n.° 54 iniciou-se novo concurso que termina
com este nuimero 56. Dos seus resultados daremos
oportunamente noticia.

Problemas propostos ao concurso

Secgio ErLEmunTAR

3730 — Mostre que qualquer que seja x ¢ impos-
sivel a seguinte dupla desigualdade

—2Ltg2xtge <0

3731 — Sejam os pontes 0(0,0), P(1,p),
Q(g,0) e R(4,r) os vértices consecutivos duma
poligonal plana, de tal modo que <LOPQ =
=< PQR=90". Se for p =2cos 4, mostre que
r=2cos3 4.

Secgio Mipia

3732 — Demonstrar que a representagio grifica
da funcio y=[x]* + (2 [=] + 1) (& — [=]) ,
onde [x] representa o maior inteiro contido em =,
para >0 é uma linha poligonal inscrita na pari-
bola y=ax?. (Darsoux).

3733 —Duas esferas deraios R e r assentes no plano
xy sdo tangentes exteriormente. A de raio R tem o
centro na parte positiva do eixo dos zz, e a outra
tem o centro de coordenadas positivas no plano y=.
Determine as coordenadas do ponto de contacto.

N. R. — Os ndimeros 3650 a 3655, atribuidos aos
problemas desta secgfio no n.° 55 da revista, devem
ser substituidos pelos n.o* 3669 a 3674. Pede-se ao
leitor para fazer a respectiva correcgio, evitando assim
enganos em futuras citagoes.

Por ter saido com incorrecgdes o enunciado do pro-
blema 3671 no mesmo numero (que figurou com o
n,° 3652) publica-gse a seguir o enunciado correcto:

3671 — Designando por [x] o maior inteiro con-
tido em @ demonstrar que sendo n um inteiro posi-
tivo e = um mimero real se tem sempre

ol + oo |4 mt 2 ]t

+[$+1:—1:|=[na:]



22

GAZETA DE MATEMATICA

Resolugdo dos problemas do concurso propostos no n.° 53

3605 — Apresentaram solugbes correctas os Srs.
Vinha Novais e Machado Gil, publicando-se a solugio
do primeiro :

R: Representando por x a base desconhecida (x<<10)
e por a, b, c(<x) os algarismos do nimero pedido
em ambas as bases, tem-se 102a + 10b + e =x2¢ +
+xb+a ou 93+ (0—x)b+ (1—x?)ec=0.

Atendendo a que o nitmero se escreve com trés alga-
rismos em ambas as bases, serd necessariamente x>4,
e teremos enldo as sequinles hipiteses a considerar:

12 H) x=4..-99a+6b—15¢=0 com a,b,c<4
22 H) x=5---99a+5b—24¢c=0 h,c<5
32H) x=6---99a+4b—35¢c=0 =» a b,c<6
43 H) x=17.--992a+3b—48¢c=0 » a,b,c<7
52 H) x=8.--99a+2b—63¢=0 » a,b,c<8
62H) x=9.--99a+1b—80c=0 » a,b,c<<9

Procurando quais destas equagbes admitem solugbes
inteiras e positivas satisfazendo as respectivas desi-
qualdades, verifica-se que 6 a 6.* hipdtese admnite solugio
em tais condigies, solugio inica que ¢ a=4,b=4 e c=5.

Entiio temos 445, = 544, como solugdo inica do
problema.

3606 — Apresentou solugio exacta, que se publica,
o Sr. Vinhas Novais :

R: Consideremos a esfera concéntrica com a esfera
dada e de raio 2 R, lugar geoméirico dos centros das
esferas de raio R tangentes i esfera dada. Seja O, um
ponto desta esfera; tracemos, sobre a esfera e com polo
em 0, uma circunferéncia cujos pontos distem 2 R do
polo; tal circunferéncia € o lugar geométrico das esfe-
ras de raio R tangentes a esfera dada e a de centro
em 0, e raio R. Tomemos um ponto 0, sobre esta cir-
cunferénecia e tomando-o para polo tracemos uma ouira
eircunferéncia cujos pontos distem 2R de 0,; esta
circunferéncia € o lugar geomeitrico dos centros das esfe-
ras de raio R tangentes & esfera dada e & de centro
em 0, eraio R; sejam Oy e 0, os pontos em que esta
circunferéncia intersecta a circunferéncia de polo em
0,: as esferas de raio R de centros em 0, e 0; sdo
tangentes, simultaneamente & esfera dada, & esfera de
centro em 0, e & de centro em 0,. Procedamos em rela-
gio a 0y como procedemos em wrelagio a O ea 0, e
assim sucessivamente para cada novo ponto determinado.
Para vermos quantos destes pontos podemos determinar
vamos considerar wm pluno tangente @ esfera de raio
2R no outro extremo do diimetro que passa por 0 e,
tomando 0y para centro de projecgdo projectemos sobre
esse plano as cicunferréncias atras consideradas. Redu-
zido, assim, o pr ao plano que pod tragar
12 esferas tangentes i dada nas condigdes do problema
e que, destas, G sdo tangentes simultaneamente a 5 des-
tas dltimas.

s

3607 — Apresentaram solugdes certas os Srs, Vinhas
Novais e Machado Gil, publicando-se a deste tiltimo:
R: A equacio cos2x + Esenx = n pode escrever-se
1 —2sen2x 4 Esenx = e, fazendo senx =

(1) 22 —E{+n—1=0

Como |L|< 1, esta equagio representa a porgdo do
paraboloide hiperbélico 232 —EL +n—1=0 entre
as planos [ =1 e [ = —1. Estes planos intersectam
o paraboloide segundo as geratrizes de projecgies

@) E—n—1=0ebt+u+1=0,

O plano = p corta o paraboloide segundo uma ge-
ratriz de projecgdo

(3) n=pE+1—2p?.

+VE2—8n+8
De (1) vem [ = LVE z 2 que mostra que os
pontos do paraboloide projectam-se na regido de EQx
em que E2 — 8%+ 8>0.

Acurva 9(,n) =8 —8n+8=0 ¢ uma pard-
bola de concavidade voltada para os wn positivos e de
vértice (0,1), e € a envoluente das rectas (3). Divide
o plano EQOw em duas regides: a do ponto (0,2) em
que 9(5,n)<<0, e a do ponto (0,0) em que o (5,%)=>0.

Na regido negativa ndo se projectam ponlos do pa-
raboloide. As rectas (2) encontram a pardbola respecti-
vamente nos pontos (4,3) e (—4,3).

Por um ponto (E,n) passa uma recta (3) de coefici-
ente angular p dado por

2pP—Ep+un—1=0.

Quando E2 — B« +8 >0 ki dois valores de p di-
Sferentes. Impondo a condigio dos dois valores de p sa-
tisfazerem a |} | <1, terd de ser 1 maior do que os
dois valores p e —1 inferior a ambos e necessaria-
menle —4<<t<<4, Também —E+n+1>0 e E+n-+1=>0.

A primeira desigualdade € verificada em lodos os
pontos da regidto positiva definida pela recta — E +

+ n+1=0; passa-se no sentido de ?(—1 ,1) da re-
gido negativa do plano para a regido positiva. Analo-
gamente a segunda desigualdade é verificada na regido
positiva, determinada por £+ n+ 1 =0 e dada por

u(,1).

Por cada ponto da regido limitada pelas rectas &+
+n+1=0e —E+n+1=0 e a pardbola E* —
— 840 + 8 =0, compreendendo as rectas e excluindo a
pardbola, passam duas rectas (3) com coeficiente angular
[pl<<1. Nas regides do plano comum & regido nega-
tivade —E+n+4+1=0 ed positivade E+n+1=0
e comum & regido negativa de £ + n+ 1 =0 e a po-
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sitiva de —E+n+1=0 existe um s valor de p
para cada ponto, com |p|<<1. Como quem diz uma
80 tangente a pardabola.

Em resumo:

Quando (E,n) € um ponto da regido do plano EQx,
limitada pelos segmentos de recta (4,3) (0, —1) e
(—4.,3)(0,—1) e o arco da pardbola 2 — 87 +
+ 8 = 0 entre vs pontos (4,3) e (—4,3), com in-
clusdo dos segmentos de recta e exelusdo do arco da pa-
rabola, a equagio proposta tem dois sistemas de solugies
dadas por senx—=% e senx=1{ ou x=k= +(—1)
Arcsenf e x=k=n + (— 1)* Arcsen?'.

e -

Quando (E,r) € ponto do dngulo (4,3) (0,—1)

—

(4,—5), oudo angulo (—4,3)(0,—1)(—4,—5),
com exclusio dos segmentos (4,3) (0, —1) e (—4,3)
(0,—1), ou do arco da pardbola (2 — 8%+ 8=0
entre os pontos (4,3) e (—4,3), a equagiio proposta
admite s6 o sistema de solugies dado por senx =T ou
x=kwx+ (—1) Arcseni".

Quando (§,v) € qualquer outro ponto, a equagdo
proposta ndo tem solucies.

3608 — Foram recebidas solugdes correctas dos
Srs. Vinhas Novais e Machado Gil, publicando-se
a do primeiro :

R: Sgja f(x)=ax3+bx2+cx+d (as=0); pelas con-
digies do problema deve verificar-se a identidade

axt 4+ bxt - ex? 4+ d=—ka?x6 4 k(b2 - 2ac)xi —
—k(e?—2bd)x2 + kd?

identidade que implica a igualdade dos coeficientes dos
termos do mesmo grau :

a=—ka?;b=kb*—2kac;e=—ke?+2kbd;d=kad2.

A primeira equagio, atendendo a que a =0, conduz
@t solugdo tnica a=—1/k, e a dltima as duas solugies
d=0e d=1/k; para a=—1/k e d=0 vem, da
terceira equagio, ¢ =0 e ¢ = —1/k; para ¢=0
vem, da sequnda equagio, b=0 e b=1/k; para c¢=

=—1/k, vem b=2/k e b=—1/k. Temos, pois, as
seguintes solugies para o sistema:

1. Scl. 2.2 Sol. 3.4 Sol. 4.« Sol.
a=—1/k a=—1/k | a=—1/k | a=—1/k
b=0 b=1/k b =2/k =1k
e=0 e =0 ce=—1/k | e=—1/k
d=0 d=20 d=0 d=0

Para a=—1/k e d=1/k, a 2% e 3.7 equagies ddo
b=kb?+2¢ e c¢=—kec?+2b
e eliminando b vem
k3cgi + 2k2¢? —ke? 46 =0
equacido que admite a raiz c¢=0 a que corresponde
b = 0. Dividindo por c esta equagiio, vem a equagio
k3¢3 +2k2c2+6—ke=0
que admite a solugio ¢ = — 3/k a que corresponde
b = 3/k. Dividindo agora esta Ultima equagdo por
¢ + 3/k obtem-se a equagio k2c?—ke + 2=0, que

ndo admite solucies reais. Temos assim mais as duas
tltimas solugdes reais do sistema primitivo:

5.2 Sol. 6.2 Sol.
a=—1/k a=—1/k
b=0 b =3/k
c=0 e=—3k
d=1/k d=1/k

Entido os polindmios que satisfazem as condigies im-
postas sdo

fy (x) = — 1/k x?
f(x) =—1/k x3 + 1/k x2

fa(x) =— 1/kx3 + 2/kx2 — 1/kx

fy(x) = —1/kx3 —1/kx? — 1/kx

fy (x) = — 1/k x3 + 1/k

fo(x) =— 1/k x3 + 3/k x2 — 3/k x + 1/k.

Nota — Dos n.°* 3609 e 3610, nfio se receberam na Redacgiio solugdes. As solupdes destes iltimos bem como
as dos problemas do n.” 54 da G. M,, serfio publicadas oportunamente.
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A obra que apresentamos ao piblico portugués
destina-se dum modo geral aos estudantes das facul-
dades de ciéncias, aos engenheiros, aos fisicos, ete., em

suma, a todo o estudioso que pretenda ficar ao cor-
rente dog métodos da Meciinica Analitica.

O conteldo do livro corresponde ao programa dos
cursos de Meecdnica Racional das faculdades de
ciéncias francezas e ¢ apresentado por uma forma
interessante pela sua originalidade. Com efeito, a



