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MATEMATICAS

SUPERIORES

PONTOS DE EXAMES DE FREQUENCIA E FINAIS
MATEMATICAS GERAIS

I 8. T. — Muaremdricas Gerais — 2.° Exame de Fre-
quéncia Extraordindrio — 11 de Julho de 1953.
1
3675 — Achar a condigio de convergéneia da série
a(a+3)---(a+5n)
b (b+5)--- (b+5n)
R: Utilizando o critério de Dunamer, e atendendo a que

cujo termo geral é u,=(2+11 2)

u, 2+11n b+45(n+1) B u,

L= . vem lim n- -1)=

Uy, 13+11n a+5(n+1) P W
11b—-11a—55

- —— 2 >1 Por consequéncia,

11b—-11a>110 ou b—a=>10.

3676 — Determine a equacgio do plano diametral

da quddrica 2?—y?—22244az—2yz—2x—2y+42+
r=1

+5=0 que é perpendicular & recta {y=2z—3’

R: As coordenadas do centro da quddrica sdo a solu-

¢do de

x+2z—1=0 x=—1
y+z+1=0 ou {y=-—2.
2x—y—2z+4+2=0 z= 1
As equagies normais da recta dada sdo:
x—1 y+3 2z-0
. &

Como o plano é diametral ele passa pelo centro da
quadrica e tem uma equagdo de tipo A (x+1)+B (y+
4+2)+C(z—1)=0. Por ser perpendicular & recta
dada, podemos tomar para pardmetros directores do
plano os valores 0,2el: 2(y+2)+z—1=0 ou
2y42—-3=0. \

11

3677 — Defina séries absolutamente convergentes
e aponte as suas propriedades mais importantes, in-
cluindo as que dizem respeito 4s operagdes sobre
séries.

Se trocarmos, numa dada série, cada termo u,, com
o termo wu,,.,, a série resultante serd da mesma
natureza? Justifique.

3678 — Faca o estudo de um sistema de n equa-
¢des lineares e homogéneas a n incégnitas.

Considere agora um sistema de n equagdes lineares
e homogéneas a n+1 incégnitas, com caracteristica
n . Demonstre que neste caso os valores das incégni-
tas sdo proporcionais aos determinantes que se obtém
a partir do quadro da matriz do sistema, suprimindo
sucessivamente as vdrias colunas e trocando-lhes al-
ternadamente os sinais.

3679 — Mostre a importincia das transformadas,
dos limites das raizes e das regras eliminatérias no
cilculo das raizes inteiras duma equacgio algébrica
de coeficientes inteiros.

Prove que a equagdo x" — #"™! + k' =0 nfo pode
ter raizes inteiras se % for impar. Poderd ter raizes
fracciondrias ? E raizes irracionais ?

3680 — Deduza a equagiio As direcgdes conjugadas
de uma conica.

Considere uma direcgfio conjugada de si propria.
Em que se transforma a equagio deduzida ?

Sabendo que as assintotas passam pelo centro de
uma cdnica, de coordenadas (xg,0), escreva uma
equacio reunida das duas assintotas utilizando a
equagio obtida. Essa equagdo reunida representard,
por sua vez, uma conica ?

Enunciados e resolugdes dos n.% 8675 e 3676 de J. H. Arandes.

I. 8. C. E. F. — Maremdiricas Gerats — 4.° Exame de
Frequéncia — 411 de Fevereiro de 1953.

I

3681 — Escreva a equacio da recta — r — que é
perpendicular, no ponto médio, ao segmento A5 de
extremidades 4(2,2) e 5(2,24).

Suposto fixado o parimetro b, considere as eir-
cunferéneias que passam por A4 e B; notando que o
lugar geométrico dos centros delas é a recta +, de-
termine o intervalo no qual se deve conservar & para

N. R. — A numeragiio dos exercicios pulblicados nesta revista no numero 55 (Agosto de 1933) a partir da 2.* coluna da pigina
21 (Pontos de Matemiticas Gerais — 1. 8. T, 1.° ex. ord. 13 de Margo de 1953) estd errada. Os niimeros 3559 a 3635 devem ser
substituidos pelos nameros 3657 a 3674, Pede-se ao leitor que faga a respectiva correcglio para evitar confusBes em citagdes futuras.
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que sempre duas dessas circunferéncias tenham o sen
centro sobre a circunferéncia de equagfo a?+4y2=4.

Qual ou quais os valores de & que conduzem a
uma s6 circunferéncia ? Escreva a equagfo desta
tnica soluglo. R: Ponto médie M (2,1 + b); coef.

- 2—-2b
angular de AB, 5

donde AB paralela a OY;

a equagio de v € pois, y—1—b=0,

Para haver duas solugdes a linha dos centros deve
cortar a cireunferéncia, e o sistema { ;2:1}';_?4
deverd ter duas solugies reats distintas.

Vem sucessivamente: x%2 + (14 b)2=4,x2=4 —
—(1+b)?, x=+ (/T +D),4—(1 +b)2>0,(1+
+b)2<4,|b+1|<2; entdo, b na vizinhanga 2
do ponto —1: —1—-2<b<-—1+2.

Para haver uma s6 solugio, by = —3 by=1 a que
correspondem os centros C (0, —2) e C3(0,2) ea
que correspondem os raios, r1=/20 e r,=2; as equa-
goes das circunferéncias: x2 4 (y + 2)2 =20 e x* 4+
+(y—2)2=4.

3682 — Calcule, nos pontos ¢t =0 e t =2, a de-
o
rivada ?3: da fun¢lo composta com y = g™ *"=* e
a
© = ;/1 — 84+ 2. R: A fungio composta esté definida

naqueles valores de t que fagam —1<Lx<1, e por-
tanto nio existe funcio no ponto t =0, mas existe no

ponto t=2.
No ponto t =2 a fun¢do intermedidaria admite de-
" dx 2 B bo 4
rivada —— = — , Jinita igual a — 5—;

&  yag—op Va9

3
no ponto correspondente X =2 — VT a funcio prinei-
BI\'C EEn X

d
pal admite derivada :l% = ‘71_—

5 também finita
—x

. pare sen (‘1—37‘)
igual @ e —————— .
T _\2
Vi-(e-y7)
dy 4 . pore san (?—:"7_}

3 3
* oy V-G
11
3683 — Pode uma sucessio u, ter limite finito e
o conjunto (,) admitir dois pontos de acumulagfo ?
Justifique. R: Se a=Eb sio esses pontos de acumula-
ciio, existem vizinhangas I(a,e) e I(b,e) dis-
Jjuntas ; dentro da primeira hd um ponto de (u,) dis-
tinto de a e que é um termo u, da sucessio, dentro
da segunda hd um ponto de (u,) distinto de b e que €
um termo u B da sucessdo; os dois termos sio distintos,

Vem entdo:

nio s¢ como termos mas até numéricamente por serem
disjuntas as vizinhangas.
Se az=u, eb #uﬂl existem vizinhangas 1(a,e,)

e I(b,ey) por maioria de razdo disjuntas e dentro
das quais ndo se encontram nem u, mnem u,, . Por-
tanto dentro da primeira ha um ponto do conjunto dis-
tinto de a que € um termo da sucessiio u,, e dentroda

sequnda um ponto distinto de b que € um termo up -
2

Assim se constroem duas subsucessbes com limites
distintos.

3684 — Indique, e justifique, os tipos de séries
cuja soma se possa calcular com exactidio. R: 4s

séries ¥ K"(x)=14K(x)+K2?(x)+ - -+ para as quais
[]

1—Kn(x) 2 ¢S 1
T ) e cuja soma (x) = 1_——K(x}

sempre que |K(x)|<<1.
P 1
As séries 3 | — —

é 8, (x) =

) para as quais S, =

0 Nll NIH—I
g et N
e e — r = e
ND N" que a0 soma No L sempre

que N, converge para limite finito Li5=0.

il |
As séries %’, (Tu — Nu+2) para as quais S, =
1 1 1 1 =
=‘\—fu +E_K_T€ que terio soma S =
1 1 2 N
= — 4+ — — — sempre que N, converge para
N, N, L pre  qu onverge p
L8100,

Podemos supor estas sdries como séries de fungies,
mas entdo a fungdo N, (x) deverd convergir unifor-
memente em X' para a fungdo L (x); em X' nem a
Sungio L (x) nem as fungies N, (x) se devem anular.

O aluno podia ainda citar outras séries, mas a res-
posta considerava-se ja suficiente.

3685 — Prove que f'(c) (se existir) é nfio negativa
se f(x) cresce em x=1¢, R: Se f(x) € crescente
em c existe uma wizinhanga de ¢ para a qual
c—e<x<e<<x<e+te faz f(x)<f(c) P ()
e entdo f(x) — f(c) quando nio € nulo e tem o mesmo
sinal de x —c¢; vem fw>0, e se o limite

existir, f'(e) > 0.

3686 — Seja f'(x) a derivada duma fungio f(z)
regular em (a,b). Mostre que f'(z) ¢ continua no
intervalo aberto (a,b), desde que nio tenha limite
infinito em ponto algum interior a (a,b). Se f::_no
f'(x) = H, qual o valor de H? Justifique a resposta.
R: Seja d wm ponto interior ao intervalo (a,b) e
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portanio com uma vizinhanga 1 (d, ) inteiramente con-
tida no intervalo. Com x nesta vizinhanga de d vem
f(x)—f(d)
Jazendo tender x para d o que arrasta xy para d,
o primeiro membro terd sempre limite finito = f'(d) e o
segundo membro tem também, por hipdtese, limite finito
sendo Iin:l fi(xy) = f'(d) .
x 1 - .

=fl(xy) com 0<|xy—d|<|x—d]|;

fx)—of
Com x<b vem —-(}-‘)-——g = f'(x4) e, portanto,

1i m fi(x3) = £} (b)

Caleule 14 Lif ek 2N
3687 — Calcule L im log +3z+1 .

n=>on

T i 2n L ; i 2n
= —— = N ]
s +3n=+1) 9 \* T gmr1)”
¢ 2n 2
=n.t  —— —
el B
I

visto £, —+1

3688 — Sob que condig¢des converge a série
(-]
Y (—=1)*a,? Prove a afirmagfo .

Dadas as séries alternadas ¥ (—1)"a, e X (—1)"5,,

se

% 1 finito (possivelmente nulo) que se pode
concluir quande X (—1)"5, fér absolutamente conver-
gente? Justifique. I quando X (—1)"b, for simples-
mente convergente? Porqud?

o (a4 1)
BE+1)

. (a,ﬁ)O). R: Se ¥ (—=1)"b,

Estude a natureza da série 1 4+ — +

, Dt(""*1)(m+‘s’f)

TeE+) @+ 2)

[for simplesmente convergente, > (—
ser absolutamente convergente .

1)"a, nunca poderd

B, \
Note-se que: se — tende mondtonamente para zero

easérie ¥ (—1)"b, € convergente (mesmo simples-

mente) também X, (— 1)" a, € convergente.

an a,
Com efeito, para n>>m se tem —— > —L
bm bIIH—I
Btz Shaa ,
= - >+ >0 e multiplicando os termos da série
'm+2
convergente

(=)™ by + (= 1)"" bayy + (— )™ bpye +

por agqueles niimeros positivos decrescentes, se oblém a
sequinte série

(=D an + (=)™ anyy + (= 1)™ P apyy + -

que € tambeém convergente.

(e +1)(ax+2)-- (a+n—1)

O termo 90l G @+ 1) B+ (B ra—1)
itk i u, =ﬁ+n=1+ﬁ_ +a(ﬂ—ﬁ)
. a+n n n(n + a)

pelas regras de Gauss, se B —a>1 convergéncia;
se Bp— a1l divergéncia.

3689 — Defina fungio f(z) regular em (a,?) e
demonstre o teorema de Rorne. Designando por z;
e i, dois zeros consecutivos de f'(x) indique, jus-
tificando, quantos zeros de f(x) existem entre x|
€ Tyyy .

Verifique o teorema de Rovie com a fungio f(x)=
=(@x—a)’. (x—>0)* R: f(x)=(x—a)" (x—b)7 ¢ fun-
¢do regular no intervalo (a,b) sendo f(a) =f(b) =0
Tem-se f'(x)=p (x—a)*' (x—b)I+q(x—a)’(x—b)"'=
= (x—8)" (x = b)*! [(p+q)x—(pb+qa)]. A de-
rb +qa

P+q
plo, a<b serd a<x <<b, como € facil de verificar.

rivada anuwla-se para x, = e, se por exem-

I 8. C. E. F.—Mateuiricas Gerais—1.° Exame extra-
ordindrio—6 de Margo de 1953.

I

3690 — Dada a circunferéncia de equagiio 2+
+ y2=>5 indique os limites de variacio de — a—
por forma que existam duas tangentes conduzidas
por P(a,2) A& circunferéncia anterior. Fixe um
desses valores de a e considere as duas tangentes
t; e t; determine a equagio do lugar dos centros
das circunferéncias tangentes a ¢ e £,. R: A cir-
cunferéncia tem centro em O (0,0) e r=4/5. As
tangentes estido entre as rectas do feixe de centro em
P,v—2=m(x—a), e deverdo passar & distancia
—2—ma
Y14 m?
=\/5m23 ou (24 ma)2=>5(1+4 m?) devendo a
equagio m2(a®—5)+4am—1=0 admitir duas
raizes my e mp reais e distintas; 16 a®+ 4 (a? —5)=
=20a?2—20>0 ou a?>1 ou |a|>1. Entio de-
ra ser a<<—1 ou a>1.

Escolhamos um wvalor de a que faca 20 a2 — 20
quadrado  perfeito, por exemplo, 20a? —20 =4,

—t/g ou| 24+ ma|=

V5 da origem, isto é: |

2022 =24, a= \/E - Escolhendo assim a, vem:
5

—2a+1
m:—m. As

ti=y—2—mj(x—a)=0 e t=y—2—-m,(x—a)=0.

equagies das tangentes sdo:
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Se M(X,Y) é um ponto equidistante de
deverd ser
Y—2— iy (l 8} Y—-2-—mz(X-—a)
V1+ m} V1 + m}
e obtemos duas rectas perpendiculures de equagies
Y—2—my(X—a) Y 2 —my (X —a)

V1 + m} V1 +mi
tas rectas passa evidentemente pela origem.

toe ty,

Uma des-

3691 — Indique a relagfio que liga a derivada dama
fun¢io com a derivada da sua inversa, Dada a
de  x?+1
¢io y=2.arcsecy/1+a? prove que i ;. ¥
Y
R: Seja y =f(x) uma fungio univoca, definida
em X ao qual a € ponto interior; se f(x) € conti-
nua em a, e admite uma inversa unicoca nas vizi-
nhangas de b="f(a), inversa x =g (y) diferencidavel
em b, entio f (x) € diferencidvel em a, e a sua deri-
vada no ponto a, € o inverso aritmético da derivada

&5
da fungdo inversa no ponto b: [ "]
1 dy

— =2
| | dx
y=b=1(a}

P dx 1+ x2
oy onde dy- 5

2\/1+x3

==

00 el cu
'~<|x

11

3692 — Quantos termos positivos e negativos tem
uma série simplesmente convergente de termos reais ?
Justifique.

3693 —x, é um polinémio inteiro de grau dois
em ¥, ¢ z, de coeficientes reais: prove que x, tem
limite real finito quando o tiverem y, e z,. R: Um
polindmio de 2.° grau em y, € x,, suposto completo, €
da sequinte forma: ayl+by,z,+czi+dy,+ez,+f.
Deveriam enunciar-se os teoremas, sobre os limites da
soma e produto, e com eles caleular o limite do polind-
mio.

3694 — Prove que uma fungfo crescente em (a,b)
é crescente em cada ponto de (a,b). R: Por hipé-
tese: x' <x'' implica f(x')<f(x"). Qualgquer que
seja e vem: x' <e<x'! a implicar f(x")<f (e)<f (x"),
logo crescente em c©.

3695 — A fungfo f(x) estd definida em ¢, mas
niio tem derivada nesse ponto interior do dominio,
tendo contudo derivadas laterais finitas de sinais

contrdrios: prove que se f(z) é continua ela tem um
extremo em c¢. Poderd afirmar a existéncia de ex-
tremo se a func¢io nio é continua em c? Porqué?
R: Por hipitese, com x'<<c <x', as fraccies
f(x)—f(c) f(x") =1 (e)
x'—¢ x''—e

rios, para uma vizinhanga de ¢ que as faga ter os
sinais dos respectivos limites; como os denominadores
siio de sinais contrdarios os numeradores siio necessi-
riamente do mesmo sinal, por exemplo, ambos positivos ;
sendo a fungdo continua em ¢, vird f(x')>f(c—0)=
=f(e)=f(c+0)<Lf(x) e portanto, havera um
minimo em c. Entdo, dum e doutro lado de c temos
f(x) >f(c).

Com x' <c tem-se f(x') —f (¢) = (x'—¢)[f, (c)+a]
e do mesmo modo com c<x'" vem f(x'") —f(c)=
=(x""—¢)[t'y (c)+-B] wvisto serem finitas as derivadas
laterais; entdo dado & >0 ¢é possivel determinar
e>0 tal que c—e<x' <c<x''<e+: faga
|£(x) —f(c)| < 8. A jungio serd sempre continua em
¢, nio sendo de considerar a tltima parte da questio.

sdo de sinais contré-

1 1-3
3696 — Estude a série 1+?:c+-2—4:;:2+
1-3-5 > :
3.4.6 34, R: O termo geral da série é n, =
1-3-5. {_211—1)
=T 2.4.6..-.2n
2 1
11:|_+: -=2:_T_2|x|—r1x|. Intervalo de conver-
géncia (—1,1). Para x =1 vem a série
1.3.5.---.(2n—1) Sk 2n+2
ra a m -
2.4.6.....2n i 2n+41
1 1/2 —1-1/2n : %
= D — — TEQras B
o = 30 + 1 e, pelas reg e (Gauss, a
série € divergente.
1.-3.5.+++(20—1)
=— eri e
Para x lmmasr;cz( ) R T
¢ alternad SER e g d
ue € alternada; como a,., =a,-——— a serie € de=
q ; +1 n+2
cr te. Mas pod escrever
3 8 1 2n—1 1
2 4 6 "2n—2"2n

1 1 1+-1 1 1 1
—( +2)( z) ( +2—_2)o—

e o termo geral ndo pode tender para zero porque,
1

depois de dividido por — , tende para oo. A série €
n

divergente.
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3697 — E dada uma sucessfo u,) para a qual o
conjunto (u,) tem s6 doiz pontos de acumulagio
(proprios): prove que existe, pelo menos, uma subsu-
cessdo u, ) com limite. Pode, nas condigdes anterio-
res, existir uma subsucessfo sem limite? Porqué?

Neste caso, diga quando a sucessio u2) tem limite
finito.

Caleule Zim (1—

n—>xm

n2+1) . R: Sejam u'z=v' os

dois pontos de acumulagdo préprios. Hd uma wvizi-
nhanga de u' e uma vizinhanga de v' sem pontos em
comum ; dentro de cada uma delas enconiramos uay e
ug, distintos de u' e de v' respectivamente. Conside-
rando novas vizinhangas de u' e v! que excluam uxy
e ufy encontramos dentro delas uap e ug,, e assim
sucessivamente.

As subsucessies uz,) e ugy tém respectivamente li-
mites u' e v'. A subsucessdio uoy,Up,,Nxy, Up, -

ndo tem limite. A sucessdo ul) terd limite quando u'=
= —v! e o limite serd |u|? = v2.

3 o ntau(g._.
(1 = n2+1> =e

visto que &, —1.

3698 — Defina fun¢io regular e demonstre o teo-
rema de Cavcny para estas funcgdes. Deduza dele o
teorema de LiacrancEe.

=3

3
n’+1) i en‘ En' Fﬁ_,l

ANALISE

I. 8. C. E. F. — Circuro — 2.° Exame de frequéncia
— 19 de Junho de 1948.

I

3699 — Achar adrea da curva @4 y* =a?(xy)",
designando n um nimero inteiro e positivo.
Nota: Ponha-se y = {x, sendo ¢ uma varidvel au-
xiliar.
IT

3700 — Integrar a equagio
By _n oty a@et) d-ty
der - 1 dert 21 dxr2
+ (= ayty = e

1II

3701 — Quantas vezes se deve lancar tris dados
para ter a probabilidade p de obter pelo menos uma
vez o ponto 1579

Prove que se f! (x) =¢' (x) em (a,b) entlo f(x)—
— ¢ (x) =C (C constante).

Verifique o teorema de Laeraxee com a fungio
f(x)=a% em (a,d). R: Se f'(x)=¢'(x) em (a,b)
entio f(x)—¢ (x)=F (x) tem em (a,b) uma derivada
F' (x) =0 sendo portanto regular em (a,b). Por-
F(x) —F (a)

x—a S5
= F'!(x4) =0 donde F (x) =F (a) para todo o x em
(a,b).

f(x) =x3 em (a,b) d& f(a)=2a% e f(b) =03 e

3

tanto com qualquer a <x<b wvem

a3—b
portanto = 3x}. Resta provar que a<<xy<<b
(0<a<<b).
1 ad—b3 1
Mas xy=+\ / — =+\/ —(a24+b2+ab)=
gy \/3 (a?+b2+ab)

== \/% [(a+b)2—ab].
Portanto \/3_az<\/a_(a_+_ﬂ =
3 3
2_h? 2_q2
___\/{a+b; b <xl<\/(a+b; a _

_. /bRa+b) 3b2
R

Enunciados e resolugBes dos n.%® 3681 a 3698 de J. R. Albuquerque.

INFINITESIMAL

I. 8. C. E, F. — Cirouro — 2.° Exame de frequéncia
— 28 de Junho de 1948,

I

3702 — Calcular o integral duplo fj vdxdy,

A
em relaglo A drea A limitada pela curva 3a2+4+2x—
—y+1=0 pelo eixo dos Y'Y, e pela tangente a
curva no ponto de curvatura mdxima.

11

3703 — Estudar os pontos muiiltiplos da curva
f@,y) =a?3 + /s — a*/3=0.

111

3704 — Fez-se uma tiragem de dados, tendo-se
obtido 5 pontoes. Qual é a probabilidade de que a jo-
gada se tenha feito com 4 dados?
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I. S. C. E. F. — Circuro — 2.° Exame de frequéncia
— 24 de Junho de 1949.

1
3705 — Calcular o integral duplo
dx dy
J.jn (a2 + a2) (B2 + 97)

D ¢ orectingulo definido por 2=0 z=¢ y=0 y=d.
Calcular ainda o integral na hipdtese de ¢ e d
crescerem além de todo o limite.

11

3706 —Di-se a equacio diferencial (ax+by)dz+
+ (@'z+¥y)dy =0 em que a, a', b, b, sfo ni-
meros comensurdveis; em que caso o integral é algé-
brico?

111

3707 — Calcular a razfio dos volumes gerados pela
! eurva y = e* 0zl
a) em torno de O0X. &) em torno de 0Y.

I. S. C. E. F. — C{rouro — 2,° Exame de frequéncia
— 47 de Junho de 1950.

1

el |
3708 — Calcular o integral Jf——-d: dy,
axy

sendo 4 a drea limitada pelas eircunferéncias

4y =2x
2?4yt =4x
B+ yt=2y
2 yl=4y.

11

3709 — Determine para a curva m=sent y=cos;
z=tg ¢ o triedro intrinseco onu de Frener referente ao

™
ponto de pardmetro &= e

111

3710 — Determine um factor integrante de um dos
tipos w(x), w(y), w(@+y), w(ey) e integre
e equacio (x2— 1)y —xy = x2. Nio poderia re-
solver esta cquacfio por outros métodos? No caso
afirmativo resolva por um outro método.

I. 8. C. BE. F.— Cirovro — 2.° Exame de frequéncia
— 28 de Junho de 1850,

1
3711 — Calcular o integral triplo
dedydz
st sendo ¥ 0 1.° octantante.
v(a? + a? + 32 + 2%)2

II

3712 — Achar os volumes gerados pela rotacio da
elipse ® =acost y=bhsenfi em torno de:
a) 0X. 5) 0Y.

111
3713 — Determinar as equacgdes das curvas cujo

comprimento da tangente ¢: a) Constante &) igual
i abscissa ¢) igual ao dobro da ordenada.

L S. C. E. F. — Circuro — Exame final — 11 de Ou-
tubro de 1950.

I

3714 — As duas superficiais cilindricas 2 2? =
=3da’y e az=ax? passam ambas pela origem.
Achar o comprimento do arco da sua intersecgio,
compreendido entre os pontos O(U,0,0) e P(x,y,2).

1T

3715 — Dada a varidvel casual
1,2,3,4,5 (valores de X)
X4 3 T 0 38
5 10’ 10 10 10

calecular a probabilidade de que o desvio absoluto
seja de modulo igual ou inferior a 2.

(valores de P),

111
3716 — Averiguar a existéncia de mdximos on

lu!
minimos para a fung¢io f(u) r=j arc tg % da.
Jo u

L 8. C. E. F. — Cirevro — 2. Exame de frequén-
cia — 14 de Junho de 1951.

I

3717 — a) Determinar as faces e as arestas do trie-
dro de Frexer referente 4 curva = =logt y=¢£
g= " no ponto de parimetro ¢t=1. &) Caleule
também as curvaturas de flexfo e torsio, e as coorde-
nadas de centro do curvatura.
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Il

3718 — Achar o valor médio da fun¢io {/x?+y? 422
nos dominios: a) Superficie do sélido ¥. &) Volume
de sélido £. O sdlido £ ¢ formade pela regifio
limitada pelas superficies 2? = a2 + y? e (z — 1) +
+ ®? + y* =1 (ramo positivo).

111

3719 — Sendo P e @ duas fun¢des de » e de y,
achar a condigio para que a diferencial Pdx +
+ Qdy admita um factor integrante fungio de
u=y:—x.

Mostrar que este factor integrante se pode obter
por quadratura, determine-o e integre a equagio
Pdx + Qdy =0 no caso de ser:

P=2y?2—-2s5—1)e*+ (2y>2 — 3 x)ev
Q=2ye"+22(y*+y—x)e".

I. 8. C. E. F.— C4rcurno — Exame final — 11 de Outu-
bro de 1952.

I

3720 — L dada a familia de superficies a?x? 4
+Ky!+az2+1=0 onde a ¢ um parimetro ar-
bitrario e ) uma constante determinada. Serd pos-
sivel dar a L um valor tal que a aresta de reversio
da superficie envolvente da familia passe pela origem
das coordenadas? Verifique gue, para qualquer valor
de %, essa aresta de reversiio ¢ sempre uma curva
plana.

11
3721 — 1.° Efectuar a mudanca de varidveis
x=npecosf z w"
y = p sen b em cada uma das seguintes equagdes:
Pu  JPu
a 4+ —=0
) dxzt gyt
Ju o i
b x——y— =0
) b Y LFP
o u du
it -0
c) :l:d - + Y — oy

sendo u =f(x,y).
2.° Diga qual ¢ o significado vectorial de cada uma
das equagbes a), b), ¢).

1T

3722 — Determinar a familia de curvas planas
para as quais o segmento da tangente intersectada
pelos eixos coordenados é constante. Verifique que sd
interessa a solugio singular.

L 8. C. E. F. — Circuro — 4.° Exame de Frequéncia
— 7 de Margo de 1953.

I
Primitivagdo
3723 — Calcule as seguintes primitivas

senz dr

i faen (x—a) sen (x—b) sen (z—c)

assumindo valores diferentes entre si
xdx

2
) f1+seua:

vem

asb,e

1) Decompondo a fracgdo

] senx A
sen (x—a) sen (x—b) sen (x—c) " sen (x—a) v

com

" sen (x—b) senr(x—c)
A sen a
= sen (a—b) sen (a—c)
gen ¢

C = . I . -‘. d
e sen (¢—a) sen (c—b) ; logo a primitiva ser

B sen b
sen (b—a)sen (b—e)

—a —b —c
Alogtgi-z— 1—Blogtgx +Clagtg£2—+K.

2) Multiplicando ambos os membros da fungdo inte-
granda por 1—senx e inlegrando por partes vem :

I:—J x see?x dx —fxsecx tgx dx=xtgx+log cosx —

X
—2-)+C.

II

— xseex + log tg(% +

Calculo vectorial

3724 — Dio-se os pontos 4 (1,2), B (2,1),
C(2,B). Determinar vectorialmente: a) O lugar
geométrico dos baricentros do tridngulo ABC
quando o ponto C(z,[) descreve: 1) a recta y=2x
2) a circunferéneia de centro na bissectriz y=ux,
tangente a recta y=2x, de raio 3, situada no 1.°
quadrante. R: O baricentro do triiingulo € o ponto
O de coordenadas X =1+ % e Y=1+ -—:T Para 1),

B=2x e 6X—3Y=1. Para 2), como o ponio C

deve descrever a circunferéncia (w —3/3)" +

;—(g —6y8)'=9 vem (2—38y5) +(g—6y5)"=9

circunferéncia do mesmo raio que a inicial e de centro

1+3/5 1+3V5),

no ponto (T’ 3
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b) O ponto C de modo que BC seja ortogonal a
AB e o triingulo ABC tenha drea igual a 2.

R: Deverd ser A_ﬁll?TC =0 ou [(«=2)I+(8—1)J]]
| I—J)=0-—>a=1+8. Para o tridngulo ter a drea 2
|4B[[BC| -4
VE Va2 r BN =4 — (=24 (-1 =8,

g a=14p
tesolvendo o sistema { (2—2)?+(B—1)2=8

a=4ef=3 C(4,3)
a=0 B=—1 co,—-1)
c) Os vectores » tais que AB A z= 840, admi-
tindo que a equagfo ¢ possivel e que o angulo de AB

com AC & de 60°.
Solugdo geral do problema e solugio particular

correspondente a l ;i = 3. R: Deverd ser a=0+1

IA_E)‘l lA_.FBIXCDBBD“—A—‘BlA_é

lo {a:ﬁ-l——l-_- 1

® Wa—DF (-2 Vax 5 =a—1-p+2
a=2+3 B=1+V3
a=2—3 p=1—¢3

- |2

| A3 |
2 =—V3BE4ANI=0), @m=+VB K+1(I-J).
Para |;|—3 vem ;niﬁli.

3725 — Determinar vectorialmente a intersecgfo
da superficie de equagiio: P =0 4 senfcosgp Il +

+senbsengJ+ cos 6 K (00 (%, 0<o< 2nx),

com a recta que passa pelo ponto (2,2,2) e é per-
pendicular ao plano que intersecta os eixos 0X,0Y
e 0Z respectivamente s distinecias 1,1,1.
Equagio do plano tangente a superficie no ponto
de abscissa e ordenada respectivamente iguais a

2 2
+senfsengd + cos6 K resulta x = senfcosg,
y=senfseng, z=co80 ou x2+4 y2 4+ z22 =1, egua-
¢ido duma esfera.

O plano que passa pelos pontos (1,0,0), (0,1,0)
e (0,0,1) tem por equagio x +y +z=1.

A recta terd por equagies

(l,l) R: Da equagdo P =0+ senfcossl +

x—2 y—2 z2-2
T s d A

e intersecta a esfera nos pontos

B ( T L | ¥ ( 1 1 1
— pm j— ] 8 =y =l
ERTERTE va' v VB

A equagio do plano tangente & esfera no ponio

1 1 1

= ==y o

2’2’ /2

O

1 A |
C ha 2 tos de tangénei i e g
omo pontos de tangéncia (2 e ,\/2) e

i ) 1
(E e ‘/_5) obtem-se as equagies dos 2 planos
s X +y+ \/§ z—2=0
normais

x+)'——[/§z—2=0.

3726 — Um sistema de vectores tem os seguintes
momentos resultantes :
Em relacio a

A(1,0,0) T g e 0 s
B(0,1,0) My =T udy 2K
€(0,0,a) M, =3I+3J+vK.

Sabendo que o vector resultante é Z =T+ 2J— K
determinar «, A, p e v. R: Como M| (0'—0)=
=M, [(0'—0) e Mg =My +R A (0' —0) vem:

@I+ I +2K)|(—I+3) = I+I+K)|(—1+J)
BI+3J4vK)|(—I4+aK)=hI+J+K)|(—I+aK)
BI4+3I+vK)|(=J +2K) = 2I+p J+2 K)|(~JI+a K)
2T+ J+2 K==\ [+J4+K)+-(—1+4+2 I-K) A (=1+J)

h4uw—3=0 a=1
A+av—a—3=0 A=1

donde wrtav—2a—3=0 we=2
A=1 v=23
p=2

111

Integracdo definida e paramétrica
@8 4 x5+ 1

a1 il e
3727 ﬁ @I 2F TS £

R: Como x+ 2x2 + 1= (x2 + 1)2, utilizando a re-
gra de Jacosr decompie-se a fracgio
x—2 2 x 4
=— - - - :
(FH1)6  (x2+1)5  (x2+1)8 " (x24+1)°

1 1 "= dx @ dx o dx
RaWIE=L 1 e R SR L SRR g h. PN
06 Jo @+ Jo @+D5 Jo (x241)3

x84 xi41
(x2+1)86

FPor integragio vem:




GAZETA DE MATEMATICA

21

Os integrais calculam-se pela formula
I Yo dx 2n—3 I
W=l (Eady Ba—8 L

3728 — A partir do integral

1 dax "1 dx
calcule J —
0 e+a 0 (e*41)*
1 d ™1 e—x
R: F(a)=J = = S
0o e*+a o ae*41
1 1 1 ae!'+1
= ——|log(ae™+1 = — —log _—
g @] - - T1s2 7
Por derivagio paramétrica nota-se que:

"1 . ‘ax -——TF
& W

3729 — Calcular

~

I= [ %sentB0cosd360d0. R: Fazendo 80=09 vem
(]

PROB

Com o n.° 53 terminou o primeiro concurso anual.

O Sr. José Machado Gil, da Barquinha, foi o 1inico
concorrente que resolveu todos os problemas propostos
na Sec¢io Média desde o n.® 51. Tem por isso direito
ao prémio que anunciamos: 1 exemplar do vol. 1,
fasc.1e 2 da Algebra Moderna por L. VAN per WAERDEN
e 1 exemplar do vol. I do Boletim da S. P. M.,

™
1,y
I;.—fgsenwcosa&pdep—
3 Jo

™
-
-3 /o ¥ sent g (—2senzp4+1)3d o=
™

U G
- 3J° g{sen‘qz—fisenﬁepd-l?sensq: —

—8senl0g)dg.

k3
Os integrais de tipo 1,, = f g sen®"g d ¢ calculam=
(]

-se pela férmula

2n—3 >.<1)(1r
Aa= " gy

2n-—1
| AN
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Enunclados e solugies dos n.% 3699 a 3720 de M. 5. Madureira.

EMAS

que lhe envidmos. A Redacglio deseja assinalar que
se receberam também, da quasi totalidade dos pro-
blemas, solugdes muito elegantes do Sr. Vinhas
Novais.

Com o n.° 54 iniciou-se novo concurso que termina
com este nuimero 56. Dos seus resultados daremos
oportunamente noticia.

Problemas propostos ao concurso

Secgio ErLEmunTAR

3730 — Mostre que qualquer que seja x ¢ impos-
sivel a seguinte dupla desigualdade

—2Ltg2xtge <0

3731 — Sejam os pontes 0(0,0), P(1,p),
Q(g,0) e R(4,r) os vértices consecutivos duma
poligonal plana, de tal modo que <LOPQ =
=< PQR=90". Se for p =2cos 4, mostre que
r=2cos3 4.

Secgio Mipia

3732 — Demonstrar que a representagio grifica
da funcio y=[x]* + (2 [=] + 1) (& — [=]) ,
onde [x] representa o maior inteiro contido em =,
para >0 é uma linha poligonal inscrita na pari-
bola y=ax?. (Darsoux).

3733 —Duas esferas deraios R e r assentes no plano
xy sdo tangentes exteriormente. A de raio R tem o
centro na parte positiva do eixo dos zz, e a outra
tem o centro de coordenadas positivas no plano y=.
Determine as coordenadas do ponto de contacto.

N. R. — Os ndimeros 3650 a 3655, atribuidos aos
problemas desta secgfio no n.° 55 da revista, devem
ser substituidos pelos n.o* 3669 a 3674. Pede-se ao
leitor para fazer a respectiva correcgio, evitando assim
enganos em futuras citagoes.

Por ter saido com incorrecgdes o enunciado do pro-
blema 3671 no mesmo numero (que figurou com o
n,° 3652) publica-gse a seguir o enunciado correcto:

3671 — Designando por [x] o maior inteiro con-
tido em @ demonstrar que sendo n um inteiro posi-
tivo e = um mimero real se tem sempre

ol + oo |4 mt 2 ]t

+[$+1:—1:|=[na:]



