GAZETA DE MATEMATICA

Espaco de Lebesgue

Um exemplo de espago de RiEsz regular

por Ruy Luis Gomes

Designemos por & a classe das fun¢des numéricas,
limitadas, cujo dominio ¢ um intervalo fechado
[a,b].

& € um espago de Riusz.

Na verdade:

1) & ¢ um espago vectorial com relagio ao corpo
dos niimeros reais: a soma das duas funcgdes fi, f; eo
produto dum nimero 3 por uma fungio f verificam
as propriedades caracteristicas de espago vectorial;

2) & ¢ um espago ordenado em que f1< f2
equivale a f(z) < fo(x) para todo xefa,d];

3) Existe o supremo e o infimo de duas quaisquer
fungdes de & ;

4) g , eomo espago vectorial ordenado, verifica as
duas implicagdes

AL =it f<f+],
qualquer que seja f, e
N+ A< ]2,

para 0.

Ora para a construgio do integral de Lmeescur
por prolongamento por continuidade a partir do inte-
gral de Caucny, introduzimos (1) em & a topologia de
Leseseus, assim definida: dada uma fungfo qualquer
foe & , toma-se para sistema fundamental da vizi-
nhangas de fy, a classe dos «intervalos» [A,g],
tais que A< fy<{g, % superiormente continua e g
inferiormente continua em [a,5d]. E entende-se por
aintervalo» [k, g] a totalidade das fungdes f tais
que A< f<yg-

Mediante este sistema fundamental de vizinhangas
transformamos & num espago topolégico; & fica,
pois, um espago vectorial, ordenado, topoldgico. No
entanto, nio é um espago wvectorial topoldgico, pois
imediatamente se conclue que 2/ nfo ¢ uma fun-

1 de L STiELLJES, do autor.

(') Integ

¢do continua no espago produto da recta euclideana
R1 pelo espago topoldgico & .

Com efeito, dada a fung@o 1o em que g, é con-
tinua em [a,?], podemos tomar como vizinhanga de
A9 o intervalo [Ag9g, 4o 9o] , quere dizer, o con-
junto reduzido 4 prépria fangfio Xpge. E a este
intervalo nfo corresponde em R1 nenhum intervalo
aberto contendo g, tal que X gg= 1y 9o, nesse inter-
valo, a nfo ser no caso trivial de ¢ =0.

Mas é possivel demonstrar que & ¢ um espago
regular, isto é, um espago que verifica os dois axiomas:

1) as vizinkangas fechadas formam wum sistema
Sundamental de vizinhangas;

2) & € um espaco separado,

Para isso vamos come¢ar por demonstrar o

Teorema I — A classe @ das fungbes f tais que
£y < f, sendo fy uma fungio dada de &, ¢ um con-
junto fechado.

Suponhamos, por absurdo, que existe f,¢é@ que
pertence ao fecho de @. Existird, entfio, um ponto
tal que f;(z{) < fi(z4) . Sendo assim & possivel
determinar %k de modo que fi(my) <k <<fj(z4) .
Construamos a fungdo g, inferiormente continua (1),
tal que g(zs) =k, g(z) =sup(k, sup /2 (xs)] para
x x4 . Qualquer vizinhanga [k, g] de fo, com A
arbitrario < f, ndo pode intersectar @, pois se
assim fosse de f3<Cg e f;</f3 resultaria fi<g,
o que contraria g(xy) =k << fi(xy) . Mas se hd
vizinhangas de f; que nio intersectam @, f; nio
pertence ao fecho @ e portanto @ é fechado.

Corornirro I — As vizinhangas [h, g] de uma qual-
quer fungdo fy sdo fechadas.

Na verdade, do Teorema I decorre em primeiro
lugar que o conjunto @ das fungdes f tais que
f< fi também & fechado, pois f< /i ¢é equivalente

(') A funglo g & lnferlormente continua visto ser minima em
cada ponte de [a,d] , por construglo.
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a fi<—f. E consequentemente [h,g] é a inter-
secgiio de dois conjuntos fechados:

rSf e f<y-

Ficou assim demonstrada a primeira propriedade
caracteristica de um espago regular. Passemos agora
4 outra e para isso provemos o

Teorema Il — O espago & € separado.

Na verdade, sejam f; e f, duas fungdes ndo idén-
ticas. Existird, entfo, um ponto @y onde f5(x) <
< fi(xy) ou fo(xy) > fi(x). Partindo de primeira
desigualdade, pois ¢ indiferente uma ou outra, cons-
truamos nimeros k e k' tais que fo(xm) <k <k'<
< fi(xzy) e uma fun¢lo g, e uma fungio % pas
seguintes condigbes

g2 (®y) =k
g2 (x) = sup (k, sup f3) = £ m
by (2q) = &
Ay (x) = inf (k' ,inf fi) ,2 =24

Resulta, portanto,

<92y, M<hi-

A funcio g, ¢ inferiormente continua e A5 supe-
riormente continua, visto a primeira ser minima e a
segunda mdxima em cada ponto de [a,b].

Tomando, entdo, k< f; e g4 > fi, ficamos com
duas vizinhangas [A2,gs] , [f1, 9], @ primeira de
f- e asegunda de fj.

Ora é fécil de ver que elas nio se intersectam.

Com efeito, se existisse f tal que

hh<f<g, W<f<m

seria
by () < S (1) < g2 (1)

o que é absurdo, pois
by (@) = I' >k = ga (x) .

O espago de Lesescue — espago & com a topologia
de Limnrsaue — €, portanto, um exemplo muito simples de
espago reqular.

Deve observar-se que esta conclusio ndo depende
de modo nenhum do facto de termos admitido que as
fungdes f estio definidas num intervalo [a,b]. O

(') Enptramos ainda, com o facto de o conjunto (x,) ser fe-
chado e portanto ter para complemeantar um conjunto aberto,
pols fol também nisso que nos apeoiamos para concluir que as
fungles construidas g ou A slo inferiormente ou superior-
mente continuas.

que entrou em jogo foram as propriedades do espago
dos valores (1) das fungbes de &, ou seja, a recta
Bt pois trabalhamos com fungGes numéricas.

Se introduzimos a hipdtese de as funcgdes estarem
definidas num intervalo [a,#], foi por uma outra
razio. I que se & 6 um espago de fungdes definidas
num intervalo [a,4] ou mesmo num conjunto com-
pacto, a classe das fungdes continuas & densa no es-
pago de Lesescue &; mas isso jd ndo é verdade para
fungdes definidas num conjunto qualguer (1).

Ora como o espago de Lesesaur tem o seu maior
interesse ligado a integragfio-L , impde-se a limita-
¢lo do dominio das fungdes de & de modo que a
classe das fungdes continuas seja densa em &.

Nenhuma das topologias com base em sistemas de
vizinhangas do tipo [p1,92] , [A1, %2] , (91,921, (9, 2],
nas quais o,h,g representam sempre fungdes con-
tinuas, fungdes inferiormente continuas, fungdes supe-
riormente continuas, conduz a espagos separados, como
se verifica imediatamente.

Em particular, a topologia de Riemaxx, & base de
[%1,%2] , ndo é separada, nem sequer & possivel sepa-

rar (2) uma fungfio f do seu lim sup. f e do seu lim
inf. f, e ¢ precisamente este iltimo facto que faz

com que f,f, J tenham integrais — Rimsmaxy iguais
(quando existem).

O caracter mais fino da topologia de Lesescus estd
pelo contrdrio, bem patente no facto de conduzir a
um espago separado, dai resultando que os integrais
de Leseseue de f,f e f ndo sdo necessiriamente
iguais (quando existem).

Assim a maneira mais simples e mais significativa
de caracterizar o integral de Lesescue é defini-lo
como o resultado do prolongamento por continuidade
do integral de Caucay, prolongamento efectuado no
espago separado de Lesmsaug, ou seja, no espago &
munido da topologia cujo sistema fundamental de
vizinhangas coincide com o conjunto dos intervalos
[%,49].

Ao mesmo tempo demos um exemplo de espago
regular, que ¢ também um espaco de Riesz mas nio
um espago vectorial topoldgico. Este conjunto de cir-
cunstincias, todas de real interesse, leva-nos a desi-
gnar um tal espago & por espago de Lenescuk, e
supomos que se trata de um tipo de espago topolo-
gico ainda nio individuado, apesar de ser desse tipo,
como vimos, o espago implicito no processo de cons-
trugdo do integral-L a partir do integral de Cavcny.

() B conheclda a condiglo necossiria e suficiente para que
[h,g] contenha sempre uma fang¢io continua @ .

(*) Visto toda vizinhaoga de f conter f e F:



