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3149 ¢
R: Serd 510 — % 3 336 ou seja 30 x +17 y=3149
equagio que admile a solupio x — — 1y = 187 donde
as solugies gerais em nimeros inteiros x=—1—1Tm

y = 187 4+ 30m onde m € um inteiro qualquer. Sendo

187 1
x>0 e y=>0 wrda— T}{T < m < — ﬁ quer dizer m

terd os valores —6, —5, —4,—3, — 2, e — 1 donde
vem para x os valores 101,84,67,50,33,16 e para
v os valores correspondentes 7,37,67,97,127,157.

3744 — Determinar m de modo que as raizes da
equagio

—(dm—-1NDax+4m>-3=0
sejam reais e ambas positivas.

R: Deverd ser (1)A=(4m—1)?—4 (4m?—38)>0,
(2)P=4m*—8>0¢ (3)S=4m—1>0, donde

13 3 3
se geque m < ) por (1); m > !:—_}- o m < — ‘—;— por
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3745 — Determinar n de modo que os coeficientes
do 5.°, do 6.° e do 7.° termos de (x 4 a)' estejam em
progressio aritmética.

R: O 52 6.2 ¢ 7.2 termos do desenvolvimento de
(x 4+ a)" sdo respectivamente "Cyx"~iat, "C;x"5ad,
"Cg x""8 e para que os coeficienfes estejam em progressio
aritmética deverd ser :

s — “C.‘ ="Cy —"C; ou "Ci + "Cs=2 "C; donde se obtém
nn—1)(n—2)(n=3) n(—1)- (n—>5)
41 6! >
n(n—1)---(n —4)
=2, 51
5.64+(n—4)(n—5)=2.6.(n—4) e portanto a
equagio n* — 21 n 4 98 = 0 que admite as duas solugies

n=14 ¢ n =7, as quais servem ao problema.
Solughes de J. 8. P.

1
m > 'y por (3). Daqui resulta dever ser

13
<m<_8_l

ow ainda

SUPERIORES

PONTOS DE EXAMES DE FREQUENCIA E FINAIS
MATEMATICAS GERAIS

F. C. C. — Mareuiricas Gerais — 1. Exame de Fre-
quéncia, 1952-53.

3746 — Calcularaprimitiva dafungfio y =1/(x +4)?
(2 4+ 4).

1 1 1 1
P o TR NG il T MLy | o 9 2
Y=—35"572 T o8 (x ) —pglost=*+

B st ot R
-+ )+marc g—g-_ 7

3747 — Caleular as derivadas laterais da fungio

GEOMETRIA

F. C. C. — Geouerria Descritiva —4.° Exame de Fre-
quéncia, 1952-53.

3751 — Geometria de Monge. Conhece-se a pro-
jeegdo horizontal de um tridngulo, a projecgiio ver-
tical de um dos seus vértices, e o seu plano, que &
definido pelos tragos. Determinar a projecciio vertical
do triingulo.

/(@) {e” para @<l
+ ¢/4—2x? para x> 1
no ponto =1,

R: fi(1) =—1/3 e f,(1)=—o0.

3748 — Deduza o eritério de Caveny para o estudo
de séries de termos positivos.

3749 — Que pode concluir sobre a continuidade
num ponto de uma fungdo com derivada nesse ponto?
Justifique.

3750 — Estabelega a regra de derivacio da fungdo
Y = sen .

DESCRITIVA

3752 — Geometria de Monge. Conduzir por um
ponto a recta paralela as rectas de perfil de um plano
dado pelos tragos. Determinar em seguida a distincia
dos dois pontos que utilizou para definir a recta.

3753 — Geometria cotada. Determinar o simétrico
de um ponto em relagdo a um plano, quando a pro-
jecedio do ponto estd sobre a escala de declive do plano.
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ANALISE

F. C. C. — Circuro IxFinrresivan — 1.2 Exame de Fre-
quéncia, 1952-53.

3754 — Caleular a primitiva da funcio

y=2shx/(1+e¥).

RR: Pondo 2shx = e* —e™ ¢ desdobrando y numa
diferenca, a primitiva da primeira parcela € imediata
e a da sequnda caleula-se pondo e* = t,

Py =2arctger 4+ e+ C.
3755 — Verilique que o ponto da curva
e —Fe +2=0
em que ¢ mdxima a soma das coordenadas & ('/@2 ¥
Viog2).

R: Trata-se de extremar a fungio f(x,y)=x+y,
sendo a equacdo da curva wna condiciio de ligagdo.

3756 — Defina a fun¢fo de variagio limitada.

3757 — Demonstre o teorema de Bersterx,

3758 — Demonstre uma condi¢iio necessdria e su-
ficiente para que a fun¢do f(x) seja desenvolvivel
em scérie.

F. C. C. — Ax{rise Svrericn — 1.° Exame de Frequén-
cia — 1952-53.

3759 — Determinar as curvas integrais da equacio

diferencial
yy*+22y —y=0;
mostrar que constituem duas tamilias de curvas orto-
gonais, que o eixo Ox ¢ uma curva integral e que a
curva deseriminante se reduz a um ponto. IRi: Que
y =0 € uma curva integral verifica-se logo sobre n
equacio. Também € evidente que as duas familias de
curras inlegrais sio ortogonais, pois os dois valores de
v! tirados da equagdo tém por produto —1. Por outro
lado, wm cdleulo simples mostra que a curva descrimi-
nante se reduz i origem das coordenadas. Finalmenle:
as curvas integrais da equagdo sdo as conicas
¥+ (1-k)x?+2kx=0
3760 — Verificar que as linhas assintoticas da
it 2 Y »

superficic z = are tg = se projectam sobre os planoes
z=const., segundo linhas ortogonais.

R: As linhas assintdticas da superficie sio

¥ 2
%z = arc tg — z = arc tg —
X X

y=mx 4 yt=n.

3761 — Integrar o sistema de Cnarrir-Lacraxee e
determinar o integral completo da equacio de deri-
vadas parciais p* + ¢* =2 (q= + p).

R: A [(x+y)+8].

1
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I. S. C. E, F. — Circuro — 1.° Exame de Frequéncia
— 21 de Marco de 1953.

I
3762 — Dada a recta s =at+ b, y=ct +d,
z=-=et+ f, escrever a equag¢io vectorial e determi-
nar a distincia do ponto Py (g, ¥, %) & recta, por
processos veetoriais. R: Equagdo vectorial da vecin
P=0+@at+Db)I+ (ct+d)J+(et+NHK.
| (P1=Po) A (P2—Py)|
(Py — Py) *
sendo Py e Py dois quaisquer pontos da veeta dada.
Se forem Py(xi,¥1,21) e Pa(x2,y2,2)
VAZ B2 1 O
Ve —x)?+ (v2 — ¥ + (22 — @1)?
A = (y1 — yo) (22 — %) — (y2 — ¥o) (@ — 20)
B = (x2 — x0) (71 — 20) — (x4 — X0) (22 — 20)
C = (x1 — x0) (y2 — ¥o) — (32 — %0) (y1— o) -
I
3763 — Determinar a equagfio vectorial do plano

Distincia do ponto it recta & =

-
i

com

; i L ¥ =
erpendicular i recta — = — = — e que forma com
p lp L} 1 ] H 2 9 3 q

o0s eixos coordenados do 1.° octante win volume
ignal a 3. IL: Equagdo cartesiana do plano
X ¥ %
—_— =+ —=1.
D i3 D ¥ D
9%, F% BN
1 D D D
— X = X —
LR o . T
a equagio do plano € 2x 42y +3z2=0. Definindo o
plano por um dos seus pontos Py(0,0,2) e pelo seu
vector normal (2,2,3) a equacio vectorial ¢
P—Py=%(2I+2J 4 3K).
111
3764 — Dido-se 4 pontos A (U,1,1) B(1,0,1)
C(1,1,0) e D(2,2,2). Achar a altura do % tetrae-
dro de base A BC' e vértice D. R:

% (B—A)A(C—A) |><h= (15 ‘ (B—A)A(C—A) ‘ (D-A) |

C'omo

-3,

donde se tira h= -ﬁ s

v
3765 — Calcular os integrais.
1 {‘1 dx
X VR eyT =
b I - db 5 0
) el B Tyl

R: a) Fazendo x =sent vem Ij = f cosect t dt=

=[G
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=2 =/[2
r=f cosec? tdt -;-f cosce? t eotg? tdt =
=6 w6
“Iw2 | w2 =
= — | cotg t — —| cotgd t = 2y35.
l_. 7 Jnm 3 [ - ]ﬁfﬂ v

1 /4 dx
I T (I = o
2,) —=(a+b)er— (a—Db)e™

1 i b+a _|T*® =
_—— t - ———
2Vh2—a2[m \/l—ae__m 2/b? — a2

I. 8. C. E. F. — Circuno — 2.° Exame de Frequéncia
— 9 de Junho de 1953.
‘ I
3766 — Utilizando a teoria dos residuos calcule
o0s integrais:
® costw 5 dz
—_—du 1 —
) Jo mrm® V), e
('— contorno formado pela circunferéncia de centro
na origem e de raio 4. R: Seja
1 2zl
) =
1+ 2%
R i e oo
=;ce - tende para zero, para
(1 4,220y
ge 0oL m,

T ¢ 2 =¢0, omidulo de #f(z) =

p =00, pois entdo serd inferior a
2p

"|“5’1 =B el
Logo f T
e TA-%2)

do polo z =1 situado na regiio do semi plano dos YY
positivos.

=2xill, onde R € o residuo

1 e g |
Seja z=1+ t e, designando por f(z) = {T—i-ll-:;?}
T . 4t
TR & g 2 Lo
vem f(i+t)= - =
(21 + t)? t\3
(2i +t) 81t3(1+§1)
1+e2?(14+2it-2824.-.) 3 3
- 1__.g_.__tz e
—8ie ( A
=——l1+mﬁ‘3+29‘21t— u‘“t*J'iT-—lt“
8 t2
. S
- Tr 3 71 8+18¢
Re —— | —(14c 3¢ —2e-2— 862 | = .
: Sil‘(+c) A “J 161
1 f“1+c032xd ><?y—i-‘.l?:e"
Logo e e S
Lo (L4=x2p 8
®  gos? 3et 4 13
Eea i YU ﬁXL—F,—. b) Suponhamos
o (1+x?)3 82 e?

|z|<b e V/z + b positivo para z=0-{z + 5 con-

19

serva um valor bem delerminado, o sew argumento fica

compreendido entre — Z» ¢ + z- , enquanto que a parte
real de = permanece superior a — H. O integral (o-
mado sobre o contorno do circulo z = 4 ¢, no sentido
divecto, € igual ao produto directo por 2=1 da svma
dos residuos dos dois polos z =1 ¢ 2z =2, inleriores
ao cireulo, Seja z =1 + t

3 1

(z—12(z—2PVz+5 BE—1p8y6+¢t
t

s 1t_3’1+ %—-"1 T 4Bk
w8 sl

1 1 30
wa( +121+“')-

Se z=241t, ler-se-d

el 3)

Syl (1—2t+¢3t1—4t3-- ) (1—ii+
ty2 ; 2 7
1.3 # 59 \ 1 S

*'m'zg"”) w[ts e (“*éfaa)?'" '
Os residuos sdo — (3 I L 1_

2;/& 8.49//7°

O integral ¢ igual a (_(5_+F(19___ -3'—5_ i

A V7 1967 GG

1
3767 — Calcular o integral.

—jf‘j [2.:,-}-.5.;-{—(3’] d dy dz, tomade 1o

utilizando

4
uma conveniente mudanga de varidveis. b) O volume

compreendide entre o mesmo elipsoide, a esfera
h |

w4yt 2= — eos planos 2= — — ¢ e iy

Reduza o problema ao célenlo de integrais simples.
R: a) Como o elipsoide ¢ simétrico em relagdo aos pla-
nos coordenados vé-se que:

fffx_vdxdydz=fffxzdxd_vdx=

v v

=ff.} yzdxdy dz=0 cportan!o]r_-j‘jf (4 x24-
v v

+ 9y% + 36 2?) dxdy dz. Efectuando a mudanca de

variiveis X = 3gsenbcos g, y=2ssenbseng

%z =pcosh lem-se para a equagio do elipsoide ¢ —1
O<t<mn, O<o<2r O<p<l1

d(x,y,z

-( L )=ﬁp=aeue.

d(p,0,9)
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1 T MrET v
864
Imfff 36p26:2cenbdpdsde = 3
0o Jo

b) O volume serd dado pelo integral

Jffdxdydz=8ff( ___ﬁﬁ
4
= \/l —x®— y’)dx dy =
ST g
dEl oo IR N s =5
Vi—=
- \/—4— —_x2 = _\"J dy .

O problema reduz-se ao calculo de dois inlegrais
simples, como se pedia no enunciado,

11

3768 — a) Determinar as trajectorias ortogonais
das curvas (2 4 9?2 + 202 ()2 — 2?) = a em que &
¢ constante e a parimetro varidvel. Indique o género
dessas familias (trajectérias ortogonais). 4) Calcule
para a=054=1 os extremantes da correspondente
curva da familia dada. R: a) A4 equagdo diferencial
das curvas dadas é:

(*+y%) (xdx+ydy)+b* (ydy—x dx) =0 . Mudando

1y Tic

;—} por — :_1_\ tem-se a equagiio diferencial das tra-
X Y

ectorias (x*+ y?) (xdy —y dx) — b* (y dx + xdy) =0

1 1 d(xy)
o) (1) 42

x h?
;AR

X ¥ XY
=yt exy—0=0.

}.E_x9+h‘l=c Xy

Como ¢*+1>0 trata-se de wna familia de hipérboles.
h) (x’ + ys)! £ 2(}’2 b x’) =1

g ¢
= dx[e i -1) gy—=4.vtx=+y=+1]
of
% =0 para x=0 ¢ x* 4 y*=1. Para estes va-
of
lores —==0
dy*

Pontos de estacionariedade

A (x-zl'),y:—!_*h/§—1)

1 ]
B (x=i—2, :.v=i—§).

o't
yi L SN ox? 8x2 4 4y*—4
Comp — = —— = ———
& T T T T Ay Ryl
ay

2x* +yv1 -1
YOOy 1]
Minimo (x =0,y = +V V2 — 1)

Méaimo (x =0,y= -—‘/\/ﬁ-—i)
il 1

(- =)
Va2
Minin (Y~—1- -k
Minimo 2,}’ l/§

=
g
2
i~
/"':"\,
I
[
|
a
b
|
I
S

3769 — A expressiio ax + by + ez =g (2?4 42 +
+ 2%, designa a cquacio geral das superficies de
X 9 ]
revolugio de eixo na recta — = A
a b e
Prove que a equagiio as derivadas parciais destas
a 4 cp X +1)3
b+eqg y+aqz
Verifique que, de facto, a equagio inicial é integral
geral desta iltima equagfio. Em que caso as superfi-
cies integrais sio esferas? R: Derivando em ordem a
x, depois em ordem a y e fazendo o cocienfe vem:
atep=o (x*+y?+2")(2x+2pz)
b+eq=¢'(x*+y*+2) Ry +2q2)

superficies é

o
a+tcp

b+eq N
A equagdo € linear
(cy—bz)p+(az—cx)g=bx—ay.
A equagio diferencial das caracteristicas e

X+pz
y+aqz

dx dy 7 dz
cy—bzuaz—c:{:‘bx—ay'
Multiplicando por a,b e ¢ vem:
adx bdy cdz

ﬁ-cyuabz abz—bex bex—acy
adx +bdy+cdz d(ax+by + cz)
0 2 0
ax+by+cz=c.
Do mesmo modo, muliiplicando por x,y e
x*+yt 422 =c,
¢p=o0((c)—>ax+by+cz=0(x*4 y*+ 27.

=
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Quando o (x* + y* + 2°) = K2 (x* + y? + 2) frata-
-se duma familia de esferas.

I. 8. C. E. F. — Circuro — Exame final — 17 de Ju-

Tho de 1953. r

3770 — P (x,y) e Q(x,y) sio funcdes continuas,
admitindo derivadas parciais finitas e continuas no
ponto M (x,%).

A fun¢io P + i) é monogiénea em relagdo i va-
ridvel z = + 7y, nesse ponto. a) Diga a que con-
digdes hio-de satisfazer as fungdes P e Q para que
P 4 iQ seja monogénea no ponto 2z =y + ix.
4) Diga, sendo P + /() monogénea no ponto z =
=x 4+ 7y, quando é que PZ+4 {Q? ¢ monoginea
nesse ponto. R: a) Devem ser

JP 0Q or () 0Q

ox j;edx oy
0

or_ Q"o o0
oy 0x dy Jx
o que se verifica apenas para P e Q constantes
or aQ
> Sl -
b) Deverd ser 0 1-, J ‘}'! e como
o LR e
ay # dx
or - B Q
:))b g(; vem P=Q.
dy dx
11
P ! o 4
3771 — Sendo %—: = %—:f e %TJ =— g num

certo dominio, mostre que o integral I = ’ (R —
ARl
—P)dz + (P + Q)dy ¢ independente do caminlio
AD: A(xg,y), B(x,y). a) Quando e em que pontos
tem o integral I (x,y) estacionaridade? &) Quando
tem mdximos ou minimos? R: a) Na hipitese do pro-

)Q—P) 0@Q+P)
Iy g 3

lema

Logo o integral € uma diferencial eracta

1 zf (Q_P)dx+(Q+P)dy+f' (Q—P)dx +
Xy ¥

Ay

x
+(Q+l']dy—f Q—DP)ds+ | (Q+P)dy.

¥e

ol ToQ+P)
Ss=Q-P f ——y=2Q-P

21

_’=fx"(Q QD) s QiP=2@Q+ D)

Jy - ay
) ) )1
i_L_'L_=0 5 Q=P =)
X \

Logo as curvas P =0 ¢ Q = 0 devem encontrar-se
para haver estacionariedade.

b) raﬂﬂ 0@ —1)

o x? 0x
P 0@-P)_0@+P)
Jdxady -—J_\T_ =
t;:ﬂf_l;mn()({é—'—lj)
Jy* oy
o

teri=e] (2455 =52 -5)

d 0x 0 x
(BP dQ) |(()P) .«)Q) —l_\o
o x Jdx

Niio haverd mdximos e minimos, admitindo que niio e

v _ P _
Jdx oy
I

3772 — Mostre que as trajectérias ortogonais da
familia de elipses confoeais sio hipérboles confocais
a2 o 7y? e
a4 i b4
R: Da equagio da familia dada, deduz-se por derivagdo
\ bx+4ayy'
T
Portanto a equagiio diferencial que define a fumiliae
fey! = ¥)(x yy) = (a—2)y
Mudando y' em —1/y' vem a equagio diferencial
das trajectérias ortogonais (x+yy') (xy'—y)=(a—b) v'".
As trajectérias ortogonais, sio do género hiperbole.
Com efeito, para as curvas dadas €
X

a+ i
v
b+

i
N

mas para as (rajectérias orlogonais

1 X 1
(—y' — _) -i—).. \Ih.{;s?, o que quer

dizer que, para os mesmos pares (x,y) a+h e b4
tém sinais eonlrdrios.

Methor dizendo, o cociente tem sinais con-

trarios nas duas familias. IN os focos sdo os mesmos.
A distaneia focal numa e noutra familia é { satisfa-
zendo & relacdo fl=ja+h—b4Ah|=|a—Dh]|
independente do parimelro ..
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FISICA MATEMATICA

F. C. C. — Fistca Maremdrica — 1.° Exame de Fre-
quéncia — 1952-53.
3773 — Determinar a série de Fourier da funcio

que coincide com a?/4 em (—=,%).
R " “’ 3 (—1 1

3. u_ o

t 12 = ) cosSmX.

3774 — A partir dn rcsultado anterior provar a
ignaldade

=
T (2n)t 48

R: Basta fazer x ==/2, recordando que a soma da
série € [F(x +0) + f (x — 0)]/2.
3775 — Determinar a solugfio da equagio integral

u(x) = a4 f‘ b (t) de
e )
¢ mostre que ¢ uma fungio inteira. R:

rx

u(x) = Xf (x), com f,(x)= J

A solugio é

xote oy (8)dt.

PROB

Problemas propostos ao concurso

Sucgio Kremestar

3777 — Determine a drea do circulo menor de uma
csfera de raio J?, sabendo que o diametro do circulo
¢ precisamente a aresta do tetraedro inscrito na es-
fera. Mostre que os lados do quadrado e do tridngulo
equilatero inseritos na circunferéneia que limita o
cireulo menor sfo respectivamente as arestas do cubo
@ do octaedro regular inscritos na esfera.

3778 — Mostre que o quadrado da soma dos qua-
drados de trés nimeros se pode eserever sob a forma
da soma de trés quadrados inteiros.

Secgio Mipra

3779 — Prove que, sendo « um nimero complexo
de modulo 1, o conjunto dos mimeros «', para
n=1,2,3,--+ ¢ denso sobre o conjunto de todos os
nimeros « tais que || =1, quando o argumento de
a medido em graus ¢ um nimero irracional.

3780 — Mostre que a sucessio assim definida
Uy =a,uy=2>5 e u,= (U, s+ %,4)/2, para n>2,
é convergente e que o seu limite é (a + 22)/3.

xin—1
{n 1) 1301
verge para todo o valor de x.

Obtém-se f, (x) = , € a série u(x) con-

3776 — Lfectuando a mudanca de varidveis
u=ux 4+ at, ‘L‘=35—£!£,
transforma-se a equacgiio da corda vibrante

Je dx?
2z
na equacio .
1uag dugdv

Posto isto, integre a equaciio da corda vibrante e
determine a solugiio = (xz,7) correspondente as con-

dig¢bes iniciais.
{z(-.t:,ﬂ}r-—-l-—a:'!
& (2,0) = a.
R: a=1—(z — af)t.

As solugbes dos n.% 5746 a 5761 e 3773 a 3776 sio de Luis
Albuguerque. As solugdes dos n.%° 3762 a 3772 slo de M. Madureira,

LEMAS

Resoluctes dos problemas do concurso propostos
no n.° 54

3781 — Apresentaram solugdes os Srs. Vinhas No-
vais, Anténio H. Alves de Oliveira e Fernando de
Jesus, publicando-se a solugdo deste tltimo :

R: Aproveitando a propriedade que diz: «Num triin-

qulo, a bissetriz dum dngulo interno divide o lado oposto

em dois segmentos adilivos divectamente propocionais
aos lados adjacentes», pode escrever-se (ver figura):

m-+n=a m = 4.0

dé b+e

I)I o que dda S
“"F S T

Em seguida, aplicando o teorema que afirma: «Num
tridngulo o quadrado do lado oposto a win angulo agudo
¢ igual ( soma dos quadrados dos outros dois menos o
dobro do produto dum deles pela projecgido do outro
sobre ele» vem entdo para o A[ACD]:

n==m3+b?—-2b--;—

ou se¢ja, aproveitando os resultados de 1),
a?h? a?c?

e ok e AV
(b+e)2  (btep?



