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3149 x y 
R : Será = }, .£_ ouseja 3 0 s + 17y =8149 

510 17 30 J J 

equaçíío que ail mi te a solução x = — 1 y = 187 ilontle 
us soluções gerais em números inteiros x = — 1 —17 m 
y = 187 -)- 30 m onde m é um inteiro qualquer. Sendo 

• , S 7 1 

x >• 0 e y > 0 ta m — •< m < ; — — quer dizer m 

terá os valores — G, — 5 , — 4, — 3, — 2 , e — l donde 
vê m para x os valore» 1 0 1 , 8 4 , 6 7 , 5 0 , 3 3 , 1 6 e para 
y os valores correspondentes 7 , 3 7 , 6 7 , 9 7 , 1 2 7 , 1 5 7 . 

3 7 4 4 — Determinar m dé modo que as raízes da 
equação 

— {4 m — 1) x + 4 m* - 3 = 0 

sejam reais e ambas positivas. 
R : Deverá ser (1) A —(4 ra — ( 1 m5 - 3 ) > 0 , 

(8) l , = l r a ï - 3 > ( J e (3) S - i i n - I > U , donde 
^ 1 8 1 / 3 \/7à 

se segue m <£! —- por (I ) ; m > — OH m < por 
8 3 2 

(2) e m > — por (3). Daqui resulta dever ser 
4 

l /S 13 

3 7 4 5 — Determinar n de modo que os coeficientes 
do 5.", do G.° e do 7." termos de (jc -f- a)" estejam em 
progressão aritmética. 

l i : O 6°, G.° e 7." termos do desenvolvimento de 
(s + a)11 são respectivamente "Cj x n _ í a* , s""3 a 5 , 
"Cf, e para que os coeficientes estejam em progressão 
aritmética deverá ser: 
"Cs — " C < = " C 6 - " C ; ou "C i + "C S =2"C 3 donde se obtém 
n (n - 1) (n — 2) (n - 3) n (n - 1) ••• (n — 6) 

„ + 6 ( 
n (li — 1) ••• (n — 4) . 

= 2 . ——~ ou ainila 
5 ! 

5 . 6 + (n — 4) (o — 5) => 2 . G . (n — 4) e portanto ti 
equação n' — 21 n 98 = 0 que admite as duas soluções 
11—14 c ti = 7 , eis qii/lis servem ao problema. 

^qluçftcs do j . s. 1'. 

M A T E M A T I C A S S U P E R I O R E S 
P O N T O S DE E X A M E S DE F R E Q Ü Ê N C I A E F I N A I S 

M A T E M Á T I C A S G E R A I S 

F, C. C. — MATEMÁTICAS GEIIAIS — 1." Exame de Fre-
quência, 1952 - 53. 

3 7 4 6 — Calcular a primitiva da função y = 1 /(x -f 
{4-M). 

H: P y = — — + 4 r l o g ( x 4- 1) - — l o g M 4-
J 20 x-l 4 W 6 1 100 

3 x 
+ 4 ) + — a r c t g - 4 - C 

3747 — Calcular as derivadas laterais da função 

r e' para < 1 
l + i / i — x * para . « > 1 

no ponto x = 1 . 
R í 0 ( 1 ) = - 1 / 8 e f i ( l ) - - » . 
3 7 4 8 — Deduza o critério dc Citionv para o estudo 

de séries de termos positivos. 
3 7 4 9 — Que pode concluir sobre a continuidade 

num ponto de uma função com derivada nesse ponto? 
Justifique. 

3 7 5 0 — Estabeleça a regra de derivação da função 
y =• sen a;. 

G E O M E T R I A D E S C R I T I V A 

F, C. C, —CEOKETSIA DESCEI TI VA — 1.® Exatne de Fre-
quência, 1952-53. 

3751 — Geometria dc Monge. Conhece-se a pro-
jecção horizontal de um triângulo, a projecção ver-
tical de uin dos seus vértices, o o teu plano, que <í 
definido pelos traços. Determinar a projecção vertical 
do triângulo. 

3 7 5 2 — Geometria de Monge. Conduzir por um 
ponto a recta paralela às rectas de perfil de um plano 
dado pelos traços. Determinar em seguida a distância 
dos dois pontas que utilizou para definir a recta. 

3 7 5 3 — Geometria cotada. Determinar o simétrico 
de um poato em relação a um plano, quando a pro-
jecção do ponto está sobre a escala de declive do plano. 
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A N A L I S E I N F I N I T E S I M A L 
F. C. C. - CÁLCULO INFINITESIMAL - 1.» E x a m o de F r e -

quência, 1952-53. 

3 7 5 4 — CALCULAR A PRIMITIVA DA FUNÇÃO 
y = 2 sh ® / ( l + e1*). 

II! Pondo 2 sh x = e" — e"1 e desdobrando y numa 
diferença, a primitiva da primeira parcela é imediata 
e a da segunda calcula-se pondo e* = t . 

P y = 2 are tg o1 + e" 1 + C . 
3 7 5 5 — Verifique que o ponto da curva 

e 8 " - 3 e" + 2 — 0 
cm que c máxima a soma das coordenadas é Ç\/log2, 
\/teirs), 

f l : Traia-sa de extremar a função f (x , y ) = x -)- y , 
sendo o equação da curva uma condição de ligação. 

3 7 5 6 — Defina a função do variação limitada. 
3757 — Demonstre o teorema de BEHSTEIX. 

3 7 5 8 — D e m o n s t r e uma condição necessária e su-
liciente para que a função / ( x ) seja desenvolvivel 
em série. 

F. C. C. — AXÃLISE Smuic i i — 1.° Exame de Frequên-
cia - 1932-53. 

3 7 5 9 — Determinar as curvas integrais da equação 
diferencí al 

yy]1 + 2xy'-y = 0-, 
mostrai* que constituem duas famílias de Curvas orto-
gonais, que o eixo 0 x é uma curva integral e que a 
curva descriminai!te se reduz a um ponto l í : Qite 
y 0 è nma curva integral verifica-se logo sobre a 
equação. Também ê evidente que as duas famílias de 
cúrias integrais são ortogonais, pois os dois valores de 
y' tirados da equação têm por produto —1. Por outro 
lado, um cálculo simples mostra que a curva deserimi-
'IIante se redus à origem das coordenadas. Finalmente: 
as curvas integrais da equação são as cónicas 

y " + (1 - lí1) x ' ± 2 k s - 0 

3 7 6 0 — Verificar que as linhas a6sintótieas da 

superfície z-- y •• are tg — se projectam sobre os planos 
x 

3 = const,, segundo tinhas ortogonais. 
K : As linhas assintóticas da superfície são 

V 
are tg — 7. — are tg — 

x 
X* + y s = n . 

3761 — integrar o sistema de CHABPII-LAORANOS e 
determinar o integral completo da equação de deri-
vadas parciais ï>5 + f/a = 2 (q a: + p). 

H : y J í - K P ] , 
K- + ] 

I. S. C. E. F. — CÍLCULO — 1." Exame de Frequência 
— 21 de Março de 1953. 

I 
3 7 6 2 — Dada a recta œ = a ; -h 6 , y = c t + d, 

z -p"aí escrever a equação vectorial e determi-
nar a distância do ponto P0 (a'o, y0, zq) à recta, por 
processos vectoriais, l í : Equação vectorial da recta 
P 0 + (a t -f- b) I 4- (e t + d) J + (e t -h f) K . 

Distância do ponto a recta 'J — — —— , 
( P 2 - l J i ) 

sendo Pj e dois quaisquer JJontos da recta dada. 
Se forem P i ( * i , y j , zj) e l'z (x2, , z2) 

/ A ! + B2 -f C* 
com 

\f (Sí - + (Ví - y , )î + (7.2 - z,)3 

A — (yi - y o) (*» - '-o) - (y» ~ >'o) Oi - z«) 
B — O2 — x0) (z, — Zfl) — (s t — x0) (zj - z0) 
C = (xj - X0) (y , — y0) - (XJ - x0) (yi ~ yo). 

II 
3 7 6 3 — Determinar a equação vectorial do plano 

y perpendicular à recta — • = — e que forma com 
2 3 

os eixos coordenados do 1.° octaiitc um volume 
igual a 3. B i Equação cartesiana do plano 

x y 7. 

Como 
2 X 2) . 31, 

1 D D I) 
ê ^ f x ^ ã x ^ f x " 3 1 

ti equação do plano é 2 x + 2 y + 3 z = C. Definindo o 
plano 2'or um dos seus pontos I'o ( 0 , 0 , 2 ) e pelo seit 
vector normal (2,2,3) a equação vectorial ê 

P — P0 = ). (21 4- 2 J + 3 K) . 
111 

3 7 6 4 — Dão-se 4 pontos A (ü , 1 , 1 ) B ( 1 , 0 , J ) 
C (1 , 1 , 0 ) e £ » { 2 , 2 , 2 ) . Achar a altura do h tetrae-
dro de base ABC e vértice D. R : 

( I l - A ) A ( C - A ) 
1 

( B - A ) A ( C - A ) ( D - A ) 

donde se tira h = sß~ 
IV 

3 7 6 5 —Calcular os integrais. 

a) 

b) 

À 
dai 

t x*\/l—x* ' 
dt 

a eosh 0 + b sonli 6 
( 6 > « > ü ) 

It : a) Fazendo x = sen t vem fj = 
f p 

" / ' Jttig 
eosec41 d t -
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XTT'2 

cosec- t <31 -f- I cosec51 cotg' ; t dt = 
ia J*.r/6 1 'Ir. li 

- cotg t 

r 1 1 C+xt 
yJ — a, 1 

d x 

{a -t- b) e1 — (a - b) e"1 

l=. Fare t g . / J ± » < ? ] + " = . 
* — a^L V ' J - a . 1 - « 2 j /b 1 — a? 

I. S. C. E. F. — CÍLCULO — 2.° Exame de Frequência 
— 9 de Junho do 1953. 

I 

3 7 6 6 — Utilizando a teoria dos resíduos calcule 
os integrais: 

cos!x /* dz 
a ) I ——-- d .c b ) I ,——-

J o ( « t - M ) s ' J c ( s - l )J ( ss -2 ) » V s + Õ 
C— contorno formado pela circunferência de centro 
na origem e de raio 4 , l i : S ç o 

14- e ! 11 
(z) = Ti—r—ííí' Jfe z = p c'íi, o módulo de z f(z) = 

serva um valor bem determinado, o sen argumento fica 

compreendido entre — — e + — . enquanto que a parte 
4 4 

rcaí de z í)ci-ni«r(cce sujwríoJ* a — 6 , O integral to-
mado sobre o contorno do círculo z = 4 e'° , « o senado 
directo, c igual ao produto directo por 2 tt i da soma 
dos resíduos dos dois poios /, -- 1 e / - - 2 , interiorct: 
ao circulo. Seja z «• 1 t 

1 _ 1 
(/. - 1)'(z ~ = t» (t - l ) 3 / ü l ~ t ~ 

V- V/Ü ( 1 * ) ( 1 ' G ) ~ T= 0 ' ' J { 

/ \ 2 6 2 . 4 a o y 

1 (— + — + 
V/Ü V ts 1 2 1 + " ' ) ' 

Se z = 2 + t , tcr-se~á 
* 

1 

: , AH 

(1 + 
1 4- e2J(l dos fl ~ sou o) 

( l + p*e»'B)» 

f = o q , sc p a t » eiiiiío s e m inferior a 

- l ) 3 

( z - l ) 2 ( z - 2 ) » V z + 5 t V A / \ 1) 

= J L A _ 2 t + a t ! - 4 t » + f t - i - - + 
V / V 2 7 

, 1 • 3 t-' \ 1 r 1 29 / „ 59 \ 1 "1 tende para zero, para . * ' * 1 = — I — 1- [ 84- — — I 
2 - 4 4 9 } t/l \ T̂  14 TI V 8 - ^ T 

Os resíduos são — 
Ü5 

12 l/G " ( " ' 8 - 4 9 7 / 7 ' 
/ 6 5 9 3 5 \ 

O integral c iqual a + V- — —s. TT J . 
\ V T 19G \/7 Ü \ /G / 

II 
3767 —Calcular o integral. 

a) I-ffJ [2 .i' -h Ü i/ + G dx d ij dz, tomado no 

y-
interior do elipsóide 1 f- 1 , utilizando 

9 4 
uma conveniente mudança de variáveis, b) O volume 
compreendido entre o mesmo elipsóide, a esfera 

, ., , 1 , 1 1 y - ¥ — e os planos x — ~ — o . 
4 2 2 

Reduza o problema ao cálculo de integrais simples. 
R : a) Como o elipsóide v simétrico cm relação aos pla-
nos coordenados vê-se que: 

x y ^^ ^ ~ ^ § ^ x z dx dy dz = 

^ f j ' j y z dx dy dz = 0 e portanto 1-j'JJ (ixt 
+ 9 y * + 3G 7?) d x d y dz . Efectuando a mudança, de 
variáveis x = 3 f seJi í cos u , y ~ 2 f sen 0 sen ? 
z = p cos i) tem-se para a equação do elipsóide (• ~ í 

O C O d r , 0 < : ç < 2 ~ 0 < f < 1 

= G p3 sen 0 . 

t ? e 3 + 3 + 

Logo L 
+ •"1 + e 1 ' = 2 - i K , onde li é o resíduo 

(1 + 
do polo z =• i situado na região do semi plano dos YY 
vos i tiros. 

1 + 6* 
Seja z = i -j- t c, designando por t (z) = ^ — 

vem f { i + t ) = 

l + e ^ { l + 2 í t - 2 t M - - ) / . 8 3 , \ 
^8it3 1, 212" •••J~ 

& {2 i + t ) ' 

= ' + <í^ + 2 « " i i t - 2 u _ 5 t ! | | 1 + 
3 

Logo 
Ç " 1 -f cos 

( l + x í 

2 x 3 + 13 o*5 
dx = - x — e 

Jo a + » 
1 x , 3 c3 + 13 

d x = Ti x —— . b i Suponhamos 
( l + x3)3 32 e2 ' 

| z | •<_ 5 e l/z + 5 [Xisitim para z = 0 • l/z + 5 eon- ó (f ) ?) 

-1-
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36 p^tíf' sen fldpilí d ? = — ir. 

b) O volume será Ílado pelo integral 

J / X " — 

O problema reduz-se ao cálculo de dois integrais 
simples, como se pedia no enunciado. 

Ill 

3 7 6 8 — a ) Determinar as trajectórias ortogonais 
das curvas (a;5 4- >/!)J 4- 2 í>! (<j- — x ' ) •=> a cm que 6 
é constante o a parâmetro variável. Indique o género 
dessas famílias (trajectórias ortogonais). 4) Calcule 
para (t = b = 1 os extremautes da correspondente 
curva da família dada. R : a) A equação diferencial 
das curvas dadas é: 

{x !4-y s ) (x dx + y d y ) - f b 3 (y d y — I dx) = 0 . Mudando 
dy dx 
— por — — tem-se a equação diferencial das tra-
dx dy 
ectòrias (xa + y") (x dy ~y dx) — b ! (y dx + x dy) = 0 

l ( x y ) 

y x b* 
— + — - c 
X y x y 

y ' - x 5 4 - b a = c s y 

x5 — jr ! + o x y - i>a — 0 . 
Como c " - i - l > - 0 trata-se de uma família de hipérboles. 

b) (x* + y*)a 4- 2 (y* — x») - 1 

d x d y 

ài 
d x 

— 0 para x = 0 e xJ + y ! = l , Para estes ca-

ò f 
lores —— =i= 0 . 

<>y 
Pontos dc estacionariedadc 

Como 
dx ' AL 

dy 

Sx* + ày* - 4 

2 xs + va - 1 
v [ x » + y * + 1 ] 

Mínimo (x =• 0 , y = + S/ S/% - l ) 

Máximo (x ~ 0 , y — — V ''\/ 2 - l ) 

Mínimo 

Máximo 

IV 

3 7 6 9 — A expressão aa; 4- ly •+ et — tp 4- y2 4-
4- , designa a equação geral das superfícies dc 

, . . : x y z 
revolução de eixo na recta — = — = „ . 

a b e 
Prove que a equação às derivadas parciais destas 

, a + CP x+ps superfícies e = . 
6 4 - cq y + qs 

Verilique que, de facto, a equação ioicial é integral 
geral desta última equação. Em que caso as superfí-
cies integrais são esferas'/ R : Derivando em ordem a 
x, depois em ordem a v e fazendo o cociente vem : 

a 4 c p = f l ( x ' 4 y 1 + z1) (2 x 4- 2 p z) 
b -t O q - V ( * ' + y* + z*> ( 2 y 4- 2 q z) 

ou 
a 4 - c p s + p i 
b 4- c q y 4- q z 

A equação e ifítiear 
(e y — b z) p 4- (a % — c x) q = b x — a y . 

A equação diferencial das características e 
d x d y d z 

c y — b z a z — c x b x — a y 
Multiplicando por a , b e c vem : 

a dx b dy c dz 
a c y — a b z a b 2 — b c x 

a d x 4 - b d y - í - c d z 
b c x — a c y 

d (a x 4- b y + e z ) 
0 0 
a x 4 - b y - | - c z = c j . 

Do mesmo modo, multiplicando por x , y e t, 

x ' 4- y a 4- = Cj 
ci = o (c1) a x 4- b y 4- c i — o (xa 4- y- + za). 
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Quando <p (x= 4- y ' + / ' ) - K> (x* + y* + •/.•) ira/a-
se duma família de esferas. 

I. S. C. E. F. — CALCULO - Exame final — 17 de Ju-
lho de 1953. 

I 

3 7 7 0 — P (ar;y) e Q(x,y) são funções contínuas, 
admitindo derivadas parciais finitas c contínuas no 
ponto M (x , ff). 

A função P -)- iQ c monogénea ein relação ã va-
riável z = x + iy, nesse ponto, a) Diga a que con-
dições hão-dc satisfazer as funções P e Q para que 
P + iQ seja monogénea no ponto gj = y -}- ix . 
b) Diga, sendo P - f - i y inonogénea no ponto » 
— x + iy, quando d que P1 i Q* é monogénea 
nesse ponto. R : a) Devem ser 

éZ 
ò* ' 
d_p 
dy " 

o que se verifica apenas para e Q constantes 
. d P ^ d Q 

d Q d P d Q 

e d x "" d y 
d Q àP d Q 
d* dy " dx 

h) Deverá ser 

d * 

c>y 

d* 
Q 

dy 

oy eíx 
d Q 
dy 

_ 
â* 

cem P •• Q . 

11 

„ , ÒP ÒQ àP ÒQ 
3771 — sendo •— = —— e -—• — •—- num 

dx dy oy dx 

certo domínio, mostre que o integral / = / (Q — 
J ah 

— P) dx + (P f Q) dy 6 independente do caminho 
AlJ". .d{.Co,i/u), Ii(x,y). a) Quando e em que pontos 
tem o integral estacionaridade? A) Quando 
tem máximos ou mínimos? R : a) iVn hipótese do pro-

á ( Q - P ) d (Q "f P ) blema — ——. 
oy d* 

í.of/o o integral t uma diferencial exacta 

1 = j f (Q - P) dx + (Q -(- P ) dy 

+ <Q 4- P ) dy - J (Q - P) d k + I 1 (Q + P) d y 

òx J, d X 

a y + r ( Q - P ; J y. ') dx + 

i l r* 
ày " J*. 

J Ü 
Í>X 

à(Q - P ) 

dy 

Ü 
' dy 

- 0 

dx + Q + P - 2 (Q 4 1*) 

_ > . Q = p = ü , 

Logo as curvas P = 0 c Q =s 0 dr vem encontrar-se 
para haver estacionariedade. 

I») 
dx* 

— P) 
á s 

t)xdy 

t -

- I'? 
ày 

. t* (Q + I') 
d* 

JFl 
ày-

, d (Q + P ) 
dy 

j à s j \ d * d * J 

0 . 

Não haverá máximos e mínimos, admitindo que »aoe 

dx dy 

III 

3 7 7 2 —Mostre que as trajectórias ortogonais da 
família de elipses confocais são hipérboles con foçais 

X* yt 
+ - i 1 . 

a -)- X. b + ), 
l i ; / )ct equação da família dada, deduz-se por derivação 

) - b x + a y y' 
x + y y ' 

Portanto a equação diferencial que define a família e 
(xy'-y)(x + y y ' ) = ( a - b ) y ' 

Mudar,do y' em — l/y' vem a equação diferencial 
das trajectórias ortogonais {x+y y ' ) ( x y y ) = ( a — b ) y', 

Ai trajectórias ortogonais, são do género hipérbole. 
Com efeito, para os curvas dadas é 

a + ). 

y 
b + ) , 

— y11 mas para as trajectórias ortogonais 

1 
y/b = ü que quer 

dizer que, para os mesmos pares (x , y) a f X e b + X 
têm sinais contrários. 

a + í. 
Melhor dizendo, o cociente tem sinais con-

b + í. 
trários nas duas famílias. E os focos são os mesmo«. 
A distância focal numa e noutra família é f satisfa-
zendo à relação f * — j 4 + V r » b + X | = | a — b | 
independente do parâmetro X. 
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F Í S I C A M A T E M A T I C A 

F. C. C. — FÍSICA MATEMÁTICA—1." E x a m e de F r e -
quência — 1952-53. 
3773 — Determinar a serie de FOUXIKR da função 

que coincide com a e m {— « , s ) . 
n5 M 1 

3 7 7 4 — A partir do resultado anterior provar a 
igualdade 

V < ~ *>" _ 
7 (21>)- 48 ' 

II: Basta fazer x = it/2 , recordando que a soma da 
série é [f (x + 0) + f (x _ 0 ) ] /2 . 

3 7 7 5 — Determinar a solução da equação integral 

ií (e) = x + / x t u (() dt 
i/u 

e mostre que è uma função inteira. Ii: A solução é 

9 (x): - 2 f„ {*), com f „ ( x ) - I s • t- (t) d t . 

Obtém-se f„ (x) — -—" ^ ^ ^ , e a série u (x) con-

verge para todo o valor dc x . 
3 7 7 6 — Efectuando a mudança dc variáveis 

ií = v = m — at, 

transforma-se a equação da corda vibrante 

d t* a~ t) a> ~ 

na equação . 
ou av 

Posto isto, integre a equação da corda vibrante e 
determine a solução z(x,t) correspondente às con-
dições iniciais. 

r z ( « , 0) = 1 -
l s 'i (.c ,0 ) = a . 

li : z — 1 — (as — a í ) * . 
As so lutos dos n.os 5748 a S7G1 e :1773 a 3TW sito dc t.uls) 

ALliü^uyrqui.'. As soluções doi D.sí 3Í62 a 37? 2 são do M. Ma :>[: : 'a, 

P R O B L E M A S 
Problemas propostos oo concurso 

SliCçÃO ELBÍICNTAS 

3777 — Determine a área do circulo menor de uma 
esfera de raio 11, sabendo que o diâmetro do circulo 
é precisamente a aresta do tetraedro inscrito na es-
fera. Mostre que os lados do quadrado e do triângulo 
equilátero inscritos na circunferência que limita o 
circulo menor são respectivamente as arestas do cubo 
o do octaedro regular inscritos na esfera. 

3 7 7 8 — Mostre que o quadrado da soma dos qua-
drados dc três números se pode escrever sob a forma 
d3 soma de três quadrados inteiros. 

SECÇÃO MÉDIA 

3 7 7 9 — Prove que, sendo a um número complexo 
do modulo 1, o conjunto dos números a " , para 
n = 1 , 2 , 3 , - . . è denso sobre o conjunto dc todos os 
números :c tais quo ]as| — 1 , quando o argumento de 
K medido cin graus é um número irracional. 

3 7 8 0 — Mostre t(ue a sucessão assim definida 
e «„ + « „ - i J / S , para , 

c convergente c que o sou limite é (a -(- 2 f i ) / 3 . 

Resoluções dos problemas do concurso propostos 
no n." 5 4 

3781 — Apresentaram soluções os Srs. Vinhas No-
vais, António H. Alves de Oliveira o Fernando dc 
Jesus, publicando-se a solução deste último: 

li: Aproveitando a propriedade que diz: «Jíttfl» triân-
gulo, a bissetriz dum ângulo interno divide o lado oposto 
em dois segmentos aditivos directamente propocionais 
aos lados adjacentes», pode escrever-se (ver figura); 

I) 

m + n = a 

m 

c 

o que dá 
b + c 

ah 
b + c 

Em seguida, aplicando o teorema que afirma: «Num 
triângulo o quadrado do lado oposto a um ângulo agudo 
é igual à soma dos quadrados dos outros dois menos o 
dobro do produto dum deles pela projecção do outro 
sobre ele» vem então para o l [ A C Ü ] : 

ns — mi + b^ - 2 b • 
2 

ou sejaj aproveitando os resultados dc 

a2 b2 a® c2 

(b + c)3 ( b + e j 3 
•fb- —b c 


