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Von der Zerlegung der Kugel in kleinere Teile

von H. Hadwiger

Nach K. Borsux (1) ist es bekanntlich unmiglich,
die n-dimensionale Vollkugel vom Durchmesser D=1
in n Punktmengen zu zerlegen, so dass fiir die
Durchmesser dieser Teile Di<<1(f=1,---,n) gilt.
Die Kugel lisst sich also nicht in weniger als » +1
kleinere Teile zerlegen. Dagegen ist eine Zerlegung
in n 4+ 1 kleinere Teile miglich.

Wie B. Kxaster (2) kann man hier nach dem Effekt
einer extremalen Zerlegung fragen, welche die Eigen-
schaft hat, dass der grisste der n+1 Teile moglichst
klein ist. Genauer: Es sei D, die kleinste Zahl, fur
welche die Aussage noch richtig ist, dass die n-di-
mengionale Vollkugel vom Durchmesser D=1 in
n + 1 Punktmengen zerlegt werden kann, fiir deren
Durchmesser D'< D, (i=1,---,n+1) gilt. Welchem
Wert hat D, ?

Trivialerweise ist Dy = 2
fir n >2

1 1 fn—1
(a) D> J-‘j + ? 2n

gilt, wobei das Gleichheitszeichen flir =z =2 und
n =3 steht, so dass also

. Wir zeigen hier, dass

() Dy =/3/2=0,866 ..
und

(©) Dy =V (3 +1/3)/6 = 0,887 .--
ist.

(')* K. Bomsvk, Useber die Zerlegung einer euklidischen n-di-
mensionalen Vellkugel in n Mengen. Verh. Int. Math. Kongress
Zorieh 1932, 2. Bd., 192,

(*) B. Kxaster, Ein Zerlegungssatz (ber unikohilrente Kon-
tinua. Ebenda, 193,

Wir beweisen zuniichst (a). Dasich der Durchmesser
einer Punktmenge beim Uebergang zur abgeschlos-
senen Hille nicht #ndert, geniigt es, folgendes zu
zeigen: Ist die abgeschlossene Vollkugel K durch
n + 1 abgeschlossene Punktmengen A; mit Durch-
messer D'(i=1,.--,n 4 1) iiberdeckt, so fiihrt die
Annahme, dass D'<<p fir alle ¢ gilt, auf einen
Widerspruch ; dabei bezeichne p die auf der rechten
Seite von (a) stehende Zahl.

In der Tat: Es bedeute I3, den Durcbachmtt von
A; mit der Oberfliche § von K. Sicher enthiilt
kein B, ein antipodisches Punktepaar der Kugel,
weil die Distanz antipodischer Punkte 1 betriigt,
wihrend IV <<p<<1 vorausgesetzt ist. Die Kugel-
oherfliche S ist daher von n -+ 1 abgeschlossenen
Mengen By,:--, B, iiberdeckt, von denen keine ein
antipodisches Punktepaar enthiilt. Nach einem Satz
von H. Horr (1) ist unter diesen Umstiinden der Durcl-
schnitt C; von je n Mengen DB;(j=1,-,n+
+ 13 j=={) nicht-leer. Andererseits sind je zwei der
Mengen C;(i=1,:.-,n+1) disjunkt; andernfalls
wiire der Durchschnitt aller B;(i =1,-.-,n + 1)
nicht-leer, und eine der Mengen /3; musste dann ein
antipodisches Punktepaar enthalten.

Auf 8 gibt es demnach n+41 verschiedene Punkte
P;e C;. Es bedeute jetzt 7, die sphiirische Kalotte
auf §, deren Punkte dadurch gekennzeichnet sind,
dass ihre (euklidischen) Abstiinde von P; nicht
kleiner als p sind. Im Hinblick auf die Annahme
I¥ << p ist der Durchschnitt T} B, fur j==i leer, also

(') P. Arexaxprorr-H. Horr, Topologie I, Berlin 1035, 487.
Vgl. auch: I, Hory, Elune Verallgemeinerung hekannter Abbil-
dungs und Ueberdeckungssiitze. Portugaliae Math. 4, 120-139
(1948).
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ist 77 von B, allein iiberdeckt. Ist g der sphiirische
Radius von 7} (die Kalotten sind alle kongruent), so
miissen die sphiirischen Distanzen der Punktepaare
P, P,(is=k) alle grisser als 2p sein. Nun gilt aber
cos (p/2)=p und also cos2p=2(2p*—1)2—1=—1/n.
Nach einem bekannten Hilfssatz von K. Remvmaror (1)
kinnen aber die sphiirischen Distanzen bei 72 41
Punkten auf der Oberfliche einer n-dimensionalen
Kugel nicht alle grosser als arccos (—1/n) sein.
Damit ist der Widerspruch erzielt.

Um die Giiltigkeit des Gleichheitszeichens in (a)
zu sichern, muss umgekehrt die Existenz einer Ueber-
deckung von K durch a2+1 abgeschlossene Punkt-
mengen anfgewiesen werden, so dass D'< p fir alle
¢ gilt. In den Fillen # =2 und 7 =3 wird das tat-
siichlich dadurch erreicht, dass man von der Ueber-
deckung von S durch = +1 kongruente reguliire
sphiirische Simplexe B; von der sphiirischen Seite
s = arc cos (—1/n) ausgeht und fir 4; die konvexe
Hulle von 7; und 7 (Kugelzentrum) setzt. So wird
K durch n 41 Kugelsektoren 4; vom euklidischen
Durchmesser p iiberdeckt.

Die hier besprochene Frage steht mit einem weitern,
fiir »>2 noch ungekliirten Problem in engem Zu-

sammenhang, das sich dadurch ergibt, dass man an
Stelle der Kugel eine beliebige Punktmenge be-
trachtet. Genauer: Es gibt eine kleinste Zahl C,, fur
welche die Aussage noch richtig ist, dass jede n-di-
mensionale Punktmenge vom Durchmesser D=1 in
n+1 Teilmengen zerlegt werden kann, fir deren
Durchmesser D' C, (i =1,-.-,2+1) gilt. Wie
gross ist C,?

Nach einer Vermutung von K. Borsuk () gilt fur
alle =

() o s I

Der Zusammenhang dieser Borsukschen Konstanten
€, mit der hier betrachteten Knasterschen Konstan-
ten 1), ist offenbar durch

O D, < C,

gegeben.

Das Gleichheitszeichen in (¢) gilt trivialerweise fir
n =1 und nach einem Ergebnis von D. Gare(*) auch
fir n=2. Wiirde es fur alle n gelten, so bedeutete
dies, dass die Kugel der Zerlegung in kleinere Teile
einen hiheren Widerstand entgegenstellt als irgend
ein anderer nichtkugeliger Kirper.

Sobre a divisdo da esfera em partes mais pequenas

Segundo os resultados de K., Borsux (1) sabe-se
que ¢ impossivel dividir uma esfera a n dimensdes
de didmetro D=1 em = conjuntos de pontos cujos
didmetros D (i=1,---n) satisfacama D'<<1. A esfera
pode pois ser dividida em n + 1 partes mais pequenas,
mas nunca em menos que n -+ 1 partes.

B natural investigar, como fez B. Kyaster (2),
o efeito duma divisfio extremal gozando da proprie-
dade de ser a menor possivel a maior das n + 1
partes.

Maie exactamente: Seja D, o menor dos nimeros
para o qual ainda ¢ possivel afirmar que a esfera n-di-
mensional de diimetro D=1 pode ser dividida em
n+1 conjuntes de pontos com diimetros i< D, (i =
=1,:.+,2+41). Deseja-se saber qual o valor de D,.

1
Sabe-se, trivialmente, que D= - g e vamog mostrar

que para n > 2 temos

(@) Do/ L }_\/;1
& 2 ¥ 2 2n

(*) K. Remwmanor, Ueber die kleinste Kuogel, die um jede
Pupktmenge vom Durchmesser Eins gelegt werden kann. Jber.
Deutsch. Math. Ver. 25, 1567-163 (1917). Vgl. auch: W, Sess,
Durchmesser und Umkugel bei mehrdimensionalen Pusktmengen.
Math, Z. 40, 315-315, (1915).

onde o sinal de igualdade se aplica para n=2e n=3.
De maneira que:

(&) Dy=/3/2=0,866---
e
©) Dy=V (3 + V/3) /6= 0887 .- .

Demonstramos primeiramente (a). Designemos por
p o segundo membro de (a). Como o diimetro dum
conjunto de pontos ¢ o mesmo que o da sua fronteira
fechada, ¢ suficiente demonstrar que se a esfera
fechada K for recoberta por n + 1 conjuntos fecha-
dos de pontos A4; com didmetros Di(i=1,---n+1),
entdo a hipdtese I)' << p para qualquer ¢ conduz a
uma contradigfo.

Com efeito, seja B; a interseccio de 4; com a su-
perficie § de K. Nenhum dos conjuntos [3; contém
pares de pontos antipédicos, porque a distincia de
pontos antipddicos ¢ ignal a 1 ¢ nds supomos que
Di<p<1.

A superficie § da esfera pode portanto ser recoberta
por n -+ 1 conjuntos fechados B,,--- B,., sem pontos
antipédicos. Nestas condigfes, segundo um teorema

(*) K. Borsuk, Drel Sitze Ober die n-dimensionale euklidi-
sche Sphiire. Fund. Math. 20, 177-190, 1933,

(*) D. Gaug, On inseribing n-dimensional sets in a regular
n-simplex. Proc, Amer. Math. Soc. 4, 222-225, 1953.
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de H. Horr (3), ndo pode ser vazia a intersecgio
C; de n quaisquer dos conjuntos B; (j=1,.---n+1;
j==i). Por outro lado, devem ser disjuntos dois quais-
quer dos conjuntos C; (i=1,-.-n--1), visto que de con-
trdrio a intersecgfio de todos os B,(i=1,---n+ 1)
seria nio vazia e um dos conjuntos B3, deveria entio
ter um par de pontos antipddicos.

Existem portanto, sobre S, # + 1 diferentes pontos
P;e C;. Seja agora T; a calote esférica de S cujos
pontos estdo separades dos P, por uma distincia
{euclidiana) ndo inferior a p. Em virtude da hipétese
¥ <<p, serd vazia a intersecgiio 7} B; para j==i, de
maneira que 7; é recoberto apenas por I3;. Desi-
gnando por ; o raio esféricode 7 (as calotes s3o todas
congruentes), podemos dizer que as distincias esfé-
ricas de pares de pontos P; P, (i==k) sio todas supe-
riores a 2. Mas cos (5/2) =p e portanto cos2p =
=2(2p*—1)? = — 1/n. Ora, segundo um conhecido
lema de K. Rerxuaror (4) as distincias esféricas de
n 4+ 1 pontos da superficie duma esfera n-dimensio-
nal nido podem ser todas superiores a arccos(—1/n).

A contradi¢io acima referida fica pois assim em
evidéncia.

Para poder escrever a relagio (a) com o sinal de
igualdade ¢ necessdrio demonstrar inversamente que
existe uma cobertura de K por 2 -+1 conjuntos fecha-
dos de pontos tais que [)'< p para qualquer 7. Nos
casos =2 e n=3 obtemos efectivamente este resul-
tado partindo da cobertura de S por n+1 simplexos

B; regulares, esféricos e congruentes de lado esférico
s=arccos (—1/n) e formando A4; com a fronteira
convexa de B; e Z (centro da esfera). Desta forma
I ficard recoberto por n + 1 sectores esféricos A; de
didmetro euclidiano p .

A questdo aqui discutida estd estreitamente ligada
com outra questido, ainda nio esclarecida para n > 2,
que aparece quando se considera, em lugar da esfera,
um conjunto de pontos arbitririo. Mais exactamente :
Existe um mimero minimo C, para o qual ainda ¢
possivel afirmar que todos os conjuntos n-dimensio-
nais de pontos de diimetro D=1 podem ser divididos
em conjuntos parciais dedidmetro < C, (i=1,---n+1).
Qual o valor de C,?

Segundo uma suposigio de K. Borsux (3)

(d) o<

para qualquer n. A relagio enfre estas constantes
C, de Bossuk e as constantes D, de Kxasrer, consi-
deradas no presente trabalho, ¢ evidentemente

(e) D, < C,

A igualdade em (e) tem lugar, trivialmente, para
n =1 e também para »n =2 segundo um resultado de
D. Gave (8).

Se o mesmo acontecesse para qualquer =, isso
significaria que a esfera oferece, 4 divisio em partes
mais pequenas, maior resisténcia que qualquer outro
corpo nfo esférico.

Sobre a nocdo de distdncia em relatividade restrita
por Ruy Luis Gomes

Sejam w;,¢ as coordenadas de um referencial admis-
sivel e

(1) T =ut,
com
(2) u? << ¢?,

as equacoes correspondentes da linha de universo de
um ponto material animado de movimento rectilinio
uniforme.

Imaginemos agora outros dois pontos materiais,
P, @, animados de movimento rectilinio e uniforme
de velocidades igunais, como acontece quando P e (¢
sdo as extremidades de uma régua em repouso num
qualquer referencial admissivel em Relatividade Res-
tricta.

As suas linhas de universo sfo da forma
3 =vt+a
@ {iﬂi’zv;t'l‘bi

Derivigio. Entende-se por distancia dos pontos ma-
teriais P e Q segundo o espaco préprio do ponto (1),
o valor dy dado pelo invariante fundamental

7,7’ representativas de (1), p representativa de (2);
#' direcglio orfogonal a p; A B paralela a p’

(4) (d:)ea—_-fzmza’m?—c’b'ﬁ,

em que Alx;, A't correspondem a posigies de P e Q



