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Von der Zer/egung der Kugel in kleinere Teile 
von H. Hadwiger 

Nach K. ÜoEsuK ('} ist es bekanntlich unmöglich, 
die n-dimensionale Vollkugel vom Durchmesser D = 1 
in n Punktmengen zu zerlegen, so dass für die 
Durchmesser dieser Teile D' C 1 (i — 1 , - • •, n) gilt. 
Die Kugel lässt sich also nicht in weniger als n 1 
kleinere Teile zerlegen. Dagegen ist eine Zerlegung 
in n -J-1 kleinere Teile möglich. 

Wie B. KX-ISTER (J) kann man hier nach dem Effekt 
einer extremalen Zerlegung fragen, welche die Eigen-
schaft hat, dass der grösste der n + 1 Teile möglichst 
klein ist. Genauer: Es sei Dtl die kleinste Zahl, fllr 
weiche die Aussage noch richtig ist, dass die n-di-
mensionale Volikugel vom Durchmesser D — 1 in 
« 4 - 1 Punktmengen zerlegt werden kann, fllr deren 
Durchmesser D„ , , « 4 - l ) gilt. Welchem 
Wert hat DJ 

Trivialer weise ist Dj — . Wir zeigen hier, dass 
A 

für n > 2 

(a) A,> v / l + l v / ^ 
V 2 2 V 2 « 

gilt, wobei das Gleichheitszeichen für n = 2 und 
m=«>3 steht, so dass also 

(/>) Dz~\ß! 2 = 0,860 — 
und 

(c) D3 = ^ {3 +V /3)/C = 0,887 ••• 
ist. 

(')' K, ]i"Ksl'K, I.' I.'T dio /. r!(: jri; ];; cSncr e'lf. 11dUrhO l 1.-
meafilonâlúu VoMkugcl In ti Mundil. Vsrh. Int, Math. Kongress 
£ Glich 1032, ä. Bd., 132. 

( f ) B. Iv.1,í•>i-.K, Bin ZerioguogasaiA aber milk obdnAta Kuu. 
ilnua. Eiieuda, 193. 

Wir beweisen zunächst («). Da sich der Durchmesser 
einer Punktmenge beim Ue bor gang zur abgeschlos-
senen Hülle nicht ändert, genügt es, folgendes zu 
zeigen: Ist dio abgeschlossene Vollkugel K durch 
n + 1 abgeschlossene Punktmengeu A, mit Durch-
messer D ' ( i - l , » - , n + l ) überdeckt, so führt die 
Annahme, dass fllr alle i gilt, auf einen 
Widerspruch; dabei bezeichne p die auf der rechten 
Seite von (<i) stehende Zahl, 

In der T a t : Es bedeute Ii, den Durchschnitt von 
Ai mit der Oberfläche 5 von K. Sicher enthält 
kein n , ein antipodisches Punktepaar der Kugel, 
weil die Distanz antipodisclier Punkte 1 beträgt, 
während D ' < . p < 1 vorausgesetzt ist. Die Kugel-
oberfläeho »ST ist daher von n 4- 1 abgeschlossenen 
Mengen D t , •-•, ß 1 + 1 überdeckt, von denen keine ein 
autipodisches Punktepaar enthält. Nach einem Satz 
von II. Horr ( l ) ist unter diesen Umständen der Durch-
schnitt Cj von je 11 Mengen Bt ( j — 1 , •+• 
+ 1 ; j J ) nicht-leer. Andererseits sind je zwei der 
Mengen C; (i 1 , , » + 1) disjunkt; andernfalls 
wäre der Durchschnitt aller B j (• — 1 , «j» ( n 1) 
nicht-leer, und eine der Mengen B t müsste dann ein 
antipodisches Punktepaar enthalten. 

Auf .S gibt es demnach ?h-I verschiedene Punkte 
P, e C, . Es bedeute jetzt T{ die sphärische Kaiotto 
auf S , deren Punkte dadurch gekennzeichnet sind, 
dass ihre {euklidischen) Abstände von P^ nicht 
kleiner als p sind. Im Hinblick auf die Annahme 
/> «C p ist der Durchschnitt T, B, für j i leer, also 

(') P, Ai.KXiNDBOFi'-II. Hopp, Topologia I, lierllii 1035, 4S7. 
VfL auch: II. HOPP, Bios VârvllgameiuartUlg Ejâkanntftl AIj!>iL 
dun ŝ und UolHTdcuk ungssiity.o. I'vrtugaliat Math. 4, 120-130 
(1913), 
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ist T, von D, allein überdeckt. Ist p der sphärische 
Radius von T, (die Kalotten sind allo kongruent), so 
müssen die sphärischen Distanzen der Punktepaare 
.Pj P t (i =f= k) alle grösser als 2 o sein. Nun gilt aber 
cos ( p / 2 ) - p und also cos 2 p ( 2 p ! - 1 ) J —1= - 1/n. 
Nach einem bekannten Hilfssatz von K. EEIMUARBT (*) 
können aber die sphärischen Distanzen bei » + 1 
Punkton auf der Überfläche einer n-dimensionalen 
Ivugel nicht alle grösser als arc cos (—1/n) sein. 
Damit ist der Widerspruch erhielt. 

Um die Gültigkeit des Gleichheitszeichens in (ti) 
zu sichern, muss umgekehrt die Existenz einer Ueber-
deckung von K durch n- f 1 abgeschlossene Punkt-
mengen aufgewiesen werden, so dass D ' ^ p für alle 
i gilt. In den Fällen « = 2 und n <= 3 wird das tat-
sächlich dadurch erreicht, dass man von der Ueber-
dechung von S durch n + 1 kongruente reguläre 
sphärische Simplexe B, von der sphärischen Seite 
F ai'C cos (—1/N) ausgeht und fllr 4 ; die konvexe 
Hülle von B j und "/> (Ii u gel Zentrum) setzt. So wird 
K durch n + 1 Kugelsektoren A, vom euklidischen 
Durchmesser p überdeckt. 

Die hier besprochene Frage steht mit einem «eitern, 
für » > • 2 noch ungeklärten Problem in engem Zu-

sammenhang, das sich dadurch ergibt, dass man an 
Stelle der Kugel eine beliebige Punktmenge be-
trachtet. Genauer: Es gibt eine kleinste Zahl C„, für 
welche die Aussage noch richtig ist, dass jede n-di-
mensionale Punktmenge vom Durchmesser Z>e= 1 in 
n + I Teilmengen /.erlegt werden kann, für deren 
Durchmesser D' C„ ( i = 1 , • , n + 1) gilt. W i e 
gross ist C„ ? 

Nach einer Vermutnng von K. BOKSUK ( ! ) gilt für 
alle ii 

(rf) C„ < 1 . 

Dor Zusammenhang dieser BorsttÄrsohen Konstanten 
C„ mit der hier betracliteten JCnasferachen Konstan-
ten Du ist offenbar durch 

« D„ < C„ 

gegeben. 
Das Gleichheitszeichen in (c) gilt trivialerweise für 

n — 1 und nach einem Ergebnis von D. GALE(') auch 
für n = 2 , Würde es fllr alle n gelten, so bedeutete 
dies, dass die Kugel der Zerlegung in kleinere Teile 
einen höheren Widerstand entgegenstellt als irgend 
ein anderer nichtkugeliger Körper. 

Sobre a c/iv/são da esfera 

Segando os resultados de K. BottsuK (!) sabe-sc 
que (5 impossível dividir uma esfera a n dimensões 
de diâmetro D — 1 em n conjuntos de pontos eujos 
diâmetros D' ( í = l ,•••«) satisfaçam a D ' < 1 . A esfera 
pode pois ser dividida em n + 1 partes mais pequenas, 
mas nunca em menos que re 1 partes. 

É natural investigar, como fez B. KXASTKB (Í), 
o efeito duma divisão extremai gozando da proprie-
dade de ser a menor possível a maior das n -f- 1 
partes. 

Mais exactamente: Seja D„ o menor dos números 
para o qual ainda é possível atírmar que a esfera n-di-
mensional de diâmetro D—l pode ser dividida em 
» -f 1 conjuntos de pontos com diâmetros => 
= ! , . - • ,n + l ) . Deseja-se saber qual o valor de 7J„. 

1 

Sabe-se, trivialmente, que D i = ^ e vamos mostrar 

<]ue para j i^>2 temos 

V ,2 2 v a * 
(•} K. li;. IX i.•.'::>•:. ITober (lie k Iei::s 1' Kuffo!, dlo i . j í s d o 

lsUDkunonffo vo r.i 1 >.': li; j: i - ' r ELns ffelegt WIldfiB fcnnu. Jtter, 
Oeutteh. .Vilih. Ver. 25, 167-163 (1017). V*£l. ,-iuch: W. SUss, 
nuTchTiicssDr und UmkugBl bei ehrdlmenslODalaii PuuklmeoffM. 
MM. X. 40, 310-315, (1015). 

em partes mais pequenas 

onde o sinal de igualdade se aplica para n =--2 e » = 3 . 
De maneira que: 

(b) 3 / 2 = 0,866 — 
e 
(e) (3 + v /3 ) / 6 — 0,887 . . . . 

Demonstramos primeiramente (tt). Designemos por 
p o segundo membro de (a). Como o diâmetro dum 
conjunto de pontos é o mesmo que o da sua fronteira 
feebada, é suliciente demonstrar que se a esfera 
fechada K for recoberta por « + 1 conjuntos fecha-
dos de pontos com diâmetros D ' ( í = l , ••• n 4- 1) , 
então a hipótese D1 <. p para qualquer s conduz a 
uma contradição. 

Com efeito, seja Bi a intersecção de A; com a su-
perfície S de K. Nenhum dos conjuntos Bt contém 
pares de pontos antipódicos, porque a distância de 
pontos antipódicos è igual a l e nós supomos que 
Di < p c 1. 

A superfície iS da esfera podo portanto ser recoberta 
por n + 1 conjuntos fechados Bt,-•• ÍJ,,^, sem pontos 
antipódicos. Nestas condições, segundo um teorema 

('•) K. B:>!••>,.'•••, Drei S I'.• V) (Iber die n-dlolãnsional« ouküdi-
scho Spliliro. Kttnd. Mutli. 20, 11T-Í90, 1933. 

(a) D. r.Ar i:. Ou Ecficrlbíng n-ditniMiitiDtial nots in a rc^niar 
D-Íiioples, Prot, Amer. Math. Soe. 4, 222-22S, 19S3. 
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de Ií. HOPF (3), não pode ser vazia a intersecção 
Ct de n quaisquer dos conjuntos Bj ( j = 1 , n + 1 ; 
j=f=i). Por outro lado, devem ser disjuntos dois quais-
quer dos conjuntos C ; (» = 3, ••• n-|-l), visto que de con-
trário 3 intersecção de todos os B, (t = 1 , n-f- I ) 
seria não vazia o um dos conjuntos B, deveria então 
ter um par de pontos antipódicos. 

Existem portanto, sobre >S, a + 1 diferentes pontos 
Cj, Seja agora a calote esférica de S cujos 

pontos estão separados dos P , por uma distância 
(euclidiana) não inferior a p , Em virtude da hipótese 
D1 C p , será vazia a intersecção Tt B, para j=j=i, de 
maneira que 2*( à recoberto apenas por B t . Desi-
gnando por £ o raioeslcrieode 7\ (as calotes são todas 
congruentes), podemos dizer que as distâncias esfé-
ricas de pares de pontos P, P,. (»=££) são todas supe-
riores a 2 p . Mas cos (p /2 ) = p e portanto cos 2 p •= 

2 (2 p- — l ) s = — l / n . Ora, segundo um conhecido 
lema de K. REINHAHDT (4) as distâncias esféricas de 
n + 1 pontos da superfície duma esfera n-dimensio-
ii a 1 não podem ser todas superiores a are cos ( — I j n ) . 

A contradição acima referida fica pois assim em 
evidência. 

Para poder escrever a relação (a) com o sinal de 
igualdade é necessário demonstrar inversamente que 
existe uma cobertura de K por n -4-1 conjuntos fecha-
dos de pontos tais que para qualquer i . Nos 
casos = 2 o n = 3 obtemos efectivamente este resul-
tado partindo da cobertura de 6' por n- f -1 simplexos 

Bi regulares, esféricos c congruentes de lado esférico 
s = a r c c o s ( — 1 Jn) e formando Ai com a fronteira 
convexa de Bt e Z (centro da esfera). Desta forma 
K ficará recoberto por n + 1 sectores esféricos A{ rle 
diâmetro euclidiano p . 

A questão aqui discutida está estreitamente ligada 
com outra questão, ainda não esclarecida para 2 , 
que aparece quando se considera, em lugar da esfera, 
um conjunto de pontos arbitrário. Mais exactamente: 
Existe um número mínimo C„ para o qual ainda é 
possível afirmar que todos os conjuntos n-dimensío-
nais de pontos de diâmetro D=-l podem ser divididos 
em conjuntos parciais de diâmetro •-n 4-1). 
Qual o valor de C„ ¥ 

Segundo uma suposição de K , BORBTIK (J) 

W c„ < i 
para qualquer n. A relação entre estas constantes 
C„ de BOBSL-K E as constantes de KKASTEB, consi-
deradas no presente trabalho, é evidentemente 

(e) X>„ < Cn 

A igualdade em (e) tem lugar, trivialmente, para 
n = 1 e também para n = 2 segundo um resultado de 
D . GALE («) . 

Se o mesmo acontecesse para qualquer n , isso 
significaria que a esfera oferece, ã divisão em partes 
mais pequenas, maior resistência que qualquer outro 
corpo não esférico. 

Sobre a noção de distância em relatividade restrita 
por Ruy lu í s C o m e s 

Sejam xirt as coordenadas de ura referencial admis-
sível e 

<1) 
com 
(2) 

= T I 

as equações correspondentes da linha de universo dc 
um ponto material animado de movimento rectilinio 
uniforme. 

Imaginemos agora outros dois pontos materiais 
P,Q, animados de movimento rectilínio e uniforme 
de velocidades iguais, como acontece quando P e Q 
são as extremidades de uma régua em repouso num 
qualquer referencial admissível em Relatividade Res-
tricta. 

As suas linhas de universo são da forma 

<3) Í Xi a; 

Xi = Vi í H- 4; 

DEFINIÇÃO. Entende-se por distância dos pontos ma-
teriais P e Q segundo o espaço próprio do ponto (1), 
o valor djj dado pelo invariante fundamental 

'Hl 

r f v1 riíprosontntlvas lIîî (l)h iopi"s.M:;n:;vil <!<> 
/•' i' i i o : çSo ortogonal a /' ; A B .*. .* *! ! :•..I a p' 

(4) ( ^ W ^ S i ' s j - e ' A ' Î V 
em que A' jt,, A't correspondem a posições de P e Q 


