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3 7 9 4 — Quantos niimeros pares maiores do que 
10.000 se podem formar com os algarismos 0, 2, 5, 7 
e 8 e de modo que em cada número não figurem 
algarismos repetidos? 
R : Os números terão que conter 5 algarismos e P5 
será o teu número total contando aqueles que começam 
por zero em número de 1 'j; estão em P3 incluídos tam-
bém os que terminam por 7 e por 5 , De modo que 
para obtermos o nfanero pedido teremos que subtrair a 
Pr, o número P4 e depois (Pj — P3) X " porque P4— P3 
i o numero de números formados com aqueles alga-
rismos que terminam por 5 ou 7 e não começam por 
zero. Assim teremos 

P6 - P< - 2 (P< - Pj) = P3 - 3 P4 + 2 P3 -
«=i2.3.4.5 — 3 .2 .3 .44 -2 .2 .3 = 2.3(20 — 12 +2) = 60. 

II 

3 7 9 5 - Calcule /(at) - j sec ( x + ^ - tg ^ ] : 
: senx para 
R : f ( - /4 ) = [sen (jr/4 4 7 B/2) 4- tg5.Tr/4j: sen i r / 4 -

l/2 

= ( t / 2 _ l ) : *L- = / ã ( [ /2 - l ) = 2 - \/2 por ser 

tg 5 ir/4 = 1, aea */4 = t/ã/'2 e sec lõir/4 = ( /ã . 

3 7 9 6 — Verifique a identidade 
(cosec x + sec a;)1: (cosec* x 4- sec3 x) = l + scn LE COS x . 
Ri Como cosee x-f-sec x = (sen x + cos x): (sen x cos x) 
será o primeiro membro de igualdade proposta : 
{sen x 4-cos x)s e portanto igual a 1-f-2 sen x cos x . 

III 
3 7 9 7 — Quais são os números inferiores a 200 cuja 

diferença é 96 e cujo máximo divisor comum â 24? 
Justifique a resposta. 
R : Sejam a e b os números e d o seu máximo divisor 
comum. Será a = d ,p e b = d„q onde p e q são nú-
meros primos entre si. Assim será a = 24.p e b = 24.q 
e a — b = 9G = 24(p— q) de modo que è p — q = 4 , 
por outro lado tem que. ser a ==• 24,p -< 200 í b < 200 
donde j p < 9 í q < 9 . Os valores de p e q só podem 
porissoserou 7 e 3 ou 5 e 1 . Os números serão então 
ou 168 e 72 ou 120 e 24. 

3 7 9 8 — Demonstre que a soma de quatro inteiros 
consecutivos não divisíveis por 5 ê divisível por 5, 
mas não é divisível por 4 . 
R : Sejam 5 n + 1 , 5 n 4 -2 ,5 n4-3 t ü n + 4 os números 
consecutivos nas condições do enunciado. A sua soma ê 
20n4-10 que émúltiplo de 5. Estasomanãoéummúltiplo 
de 4 porque sendo-oa primeira parcela, o não éa segu nda. 

Soluções dos n." 3TS1 a SJS1S ao J. Sllfa Paulo 

M A T E M A T i C A S S U P E R I O R E S 
P O N T O S DE E X A M E S DE F R E Q U Ê N C I A E F I N A I S 

M A T E M Á T I C A S G E R A I S 

I. S. C. E. F.—MATEMÁTICA« GERAIS —1." Exame do f r e -
quência—25 do Março de 1954. 

a + r, 
3799 — Sendo f(x)=. resolva os seguintes 

£1 — SC 
problemas : 

a) Determine os pontos de intersecção da imagem 
de f(x) com os eixos e escreva a equação da circun-
ferência que passa por esses pontos, com centro na 
recta X » 1. 

b) Escreva a equação geral da tangente à imagem 
de f(x). 

Calculo a por forma que a recta F™ A' 4- 1 faça 
um ângulo de 60° com a tangente à curva no 
ponto £ = 0 . 

c) Calcule f"»(x), Pf(x) e P(Pf(x)). 
R: (—a,0) e (0,1) são os traços. Sejam e. f! 
as coordenadas do centro; a substituição das coor-
denadas dos traços na equação (x — 1 )? -*- (y — 3}2 

conduz a : 1 4- ( 1 — p)} = r } e (a 4- 1)* 4- = r - daqui 
t _ 2 a — aï . „ (a + 1)* 

resultam : p : r» = l + -4 
A equação da circunferência ê: 

/ 1 — 2 a — a !\3 

V — ) 1 4 (a 4 l ) 4 

A equação geral da tangente: 

Y — 
a 4- x 2 a 

, ( X - x ) a —x (a - x)'; v ' 
que no ponto x 0 conduz a equação Y =>— X i 1 

a 
Para determinar a de modo que Y = X 4- 1 e 

2 
Y = — X 4- 1 façam ângulo de 60° deverá ser 

a 

/ S 

2 
1 

a 
2 

1 4 -a 

/ 2 V l 2 V donde vem 3 j 1 4 ) — ( I ) 

ou a * - | - 8 a - | - 4 - 0 ; a 4 ± 2 
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a -I- x 
: ^ W ' 

2 a 
( a - x > i 

; 2 a 

a — x 
2 3 

; f " (x) = 2a - 2 

i f ' < * ) -

(a - X)Î 
2 a - n! 

( a - * ) * " 

(a - x)* 

x + a 2 a 
= - 1 +- -— • donde P f ( i ) = - i -

— x + a — x- f a 
x* 

a log (a - x) + C* P ( P f ( x ) ) <= 

= 2 a P log (a — x) + x • C" + C'* onde se deve substituir 
x 

P 1 • log {a — x) x • log (a — x) -f P -

a = x log (a — x) + P — 1 + x log (a - x) -
a — x 

— x — a log (a — x) . 

II 

3 8 0 0 — Provoque uma sucessão de termos posi-
tivos decrescentes tein limite finito. Considere unia 
sucessão S)ví, k }U2 , k, , k, u" ,k ••• onde a cons-
tante k alterna com os termos positivos decrescentes 
da sucessão w„ del imite com i < i ,k = 
indique para cada caso, os limites máximo e mínimo 
da sucessão S) e os limites de WZIBBSTKÀSS do con-
junto dos valores dos seus termos. Quando é que a 
sucessão S) tem limite? Justifique todas as suas 
respostas. 

_ log n 
Tome a sucessão em que os termos «" f-

n 
( I - í i + 1 /ti 4- 6\ -1 

4. „ _ alternam com v„ — b • log I — I . De-
ra + 1 \ n / 

termine a relação entro as constantes o e í para que 
a sucessão tenha limite. Conclua que a sucessão não 
tem limite sempre que a< 0 e indique, neste caso, 
os valores dos limites máximo e mínimo. 

,. l o g " ,, ti ti , / È \ R: lim h um — — ™ a\b. lim n. log H — l = 
ti n + 1 \ n J 

Sb 
-- b • lim o . — = b-- lí cu £ = b - . Os sub-limiles de-

n 
verão ser iguais e portanto a b5 nunca possível se 
a < 0 . 

III 

3 8 0 1 — Demonstre que, eom / / > 0 , a série Hi t~~ 
— 11 s.j 4- í] ea —. " » onde lim » -I- 0 , é conver-

n—ZJ 
gente. Mostre também que, se lim TT1 • E„ = Í eo 

.,— BO 
a mesma série ó absolutamente convergente com 
a 1 e simplesmente convergente Com « , De-
termine o intervalo de convergência absoluta da 

série (n + 2" ' ) af"1 e mostre que a sua soma é 

c- — 1 x L> 
S-* 

(1 — a; '̂ {1 — 2 as) 
lí : Po7ido li, = ( — l ) 1 - 1 • II • 6„ vem 

] S r r t P - S . l - I u,1+1 + — + u„+p | = | { - 1)" II („+1 + 
4 t- (—1 1 H rn+p|— H • I e„+1 - fen , - ( n + 3 ) - • • • I 
•V».1 suposermos aqora que o símbolo lim — -(-0 significa 

..VC 
que C tende monotonamente para zero, então os parên-
tesis (elí+í—,,) • •. são posittvos e pode concluir-se 
que | — S, | • fI1+| donde se conclui, só então, a 
convergência ria série. 

Como [ u„ | | ( —L)" -1 H !„| = HE, a razão 
i a J 

por ser lim n s e„ = 1 , tende para limite finito. 
As duas séries terão a mesma natureza. 

Para calcular o intervalo de convergência absoluta 
u + 1 +• 2" 

da serie tem-se que calcular o limite de Ixl • 
1 1 1 n + 2 " - 1 

Como 2"_ l tende mais rapidamente para infinito que 
n 1 + 2 " n, o cociente — — tem o mesmo limite que o 

n -t- 2" ' 1 1 

2° 
cociente • 

2„-i 
Então o intervalo de convergência é dado por 

2 | x | < 1 . Como o termo geral (n-r2" _ l ) x" - 1 se de-
compõe em n 1 (2 x }' - 1 d soma da série, para 
valores de x tais que \ x | < — , é igual à soma das 

somas das duas stries ^ n e V (2 x ) " - 1 . 

Para « primeira série tem-se 
( 1 - x ) S í - t + x - | - x s + - . . 

1 - x " 
• X " - 1 — Q l ' = 

1 - X 

o que nos dà ^ nx" 1 

n—1 
Por outro lado 

1 
(1 - x)* 

1 

n-i 1 - 2 x 
Temos pois 

S = -
1 

- + 

1 2 — 4 x + xs 

(1 — x ) * 1 — 2 x (1 — x)4 (1 — 2 x ) 

I V 

3 8 0 2 —Seja / ( x ) limitada no seu domínio X e o 
um ponto de acumulação deste conjunto. Defina 
/(a), / (a) e a oscilação te (a) de f ( x ) . 

ii'-

— n x 
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Que pode afirmar sobreo lim f(x) quando to(a)— 0? 
i 

Prove a sua afirmação. 
Estudo a continuidade d e / { x ) = C I * e ff (JÍ) = 

em t, oo e mostre que a uma das funções 
= 1 + e~r 

se pode aplicar o teorema de ROLLB no intervalo 
( - « , + « ) . 

Demonstre o teorema de ROLLK. 

R : Se forem L (a , e) e 1 (a , s) os limites superior e 
inferior weierstrassianos dos valores da função na 
parte nunca vazia do domínio X que cai na vizinhança 
E do ponto a , vem : í (a) = lim L ( a , e } ; f { a) — 

4=U ' —"— 
= lim 1 (a , t) ; w (a) - f{a) - f (a). £=0 

Estes limites existem sempre, prój>rios ou impróprios, 
qualquer que seja o modo como z tende par« zero. 

A oscilação w (a) <i positiva ou nula, e acaba-se ri 
sua definição dizendo que w (a) = 4- f » sempre que om 
ou dois limites f{a) , f (s) firem impróprios. 

Tem-se sempre L (a , E) > f (x) > I {a , E) e portanto 
f{a) > f (a + 0} > f (a — 01 > f (a) e os limites late-
rais ecistem sempre w (a) e necessariamente iguais : 
a função tem sempre limite quando a oscilação é ntda e 
esse limiteê igual (IO calor comum, finito, 1 (a) - T* (a) =t 
= lim (x) . 

Se o ponto a jtertence ao domínio X então : 
lim f (a) f (a) - lira e—* = lim e " = 0 ; 

1 1 
; lim - — - = 0 ; lim 

ML + 6 " * S-+OOL — 
1 . 

= 0 e portanto f ( 0 , 0 ) = 0 , f ( x , 0 ) , quando x=£0, 
e' dado pela segunda expressão analítica f ( x , 0) = 0 ; 

0 
então a razão incremental é sempre — =0, logo 

x 
f i ( 0 , 0) = 0 . Do mesmo modo se calcula f ̂  (0 , 0) = 0 . 

Para calcular f j', (0 , 0) temos que calcular 
lim 
T=0 

f ; t o í y ) - f i ( o , o ) 
e para isso vamos calcular em 

O teorema de ROLLB aplica-se à primeira função. 

I. S. C. E. F. — MATEMÁTICAS GEHAIS — 2 . " E x a m e de 
frequência — 3 de Junho de 1934. 

I 
3803 — Dada a função z = / ( . c , y ) assim definida: 
1." — f (x,y) «= 0 se i - t -T i^ = 0 . 

2.° — f(x , y) = x • y • cos —— - — para qualquer 

outro par de valores (x ,y) . 
а) Calcular fw(0,0), fy(0,0)^^(0,0) e / ^ ( O . O ) . 
E aplicável o teorema de SOHWARZ no ponto ( 0 , 0 ) ? 
б) Mostrar que a função é homogénea e verificar com 
/{Jc,y) a identidade de Eurnsn. 

R : Os cálculos das derivadas em (0 , 0) são direc-
. f (x , 0) — f ( 0 , 0 ) 

tos, a parhr das definições: lim — — '— iwD x 
- f 1 ( 0 , 0 ) ; a origem éum dos pontos que faz x + TT y =. 

primeiro lugar ([ (0 , v) . Tem-se por definição : 
f / n u f ( * > ? > - f ( ° - > ' ) f / n -, t . 1 y) = "m — mas f (0 , y) -1 s 

portanto lim y • cos — —— 
1-« X -J- JR Y 

Então resulta f ( 0 , 0) — 0 . 

Para calcular f" (0,0) = lim 
s=o x 

temos que calcular em primeiro lugar o valor de f,' (x , 0 ) . 
. . . „ f ( x , y ) - f ( x . Q ) 

Este e dado por Lim — 

y • cos — = 0 . 
J 2 

f;<x,o) - f ; (o, 0) 

" x + 
< lim x cos 

ÏTO 

2 
axcosjt = — x. liesulta então 

x + iry 
f&<0,0 ) 1 . 

A homogeneidade e a identidade de ECLEI:, verifica-se 
como para qualquer outra fujtção cm qualquer região 
do plano onde não há pontos da recta x + tt y = 0 . 

Vai-se portanto tirar o que for preciso à segunda ex-
pressão analítica da função, 

II 

3804 —Defina zero simples e prove que tal zero é 
isolado e que a função muda de sinal quando x passa 
por ele. 

Se no intervalo (a , Í) a sucessão de FOUBIBR <S do 
5." ordem e apresenta as seguintes variações: 

Indique, justifie ando, o 
o numero de zeros de f (x) 
em (a,fi). liaseando-se na 
resposta anterior diga se 
f [x) poderia ser um poli-
nómio de grau par e coefi-
cientes reais sendo a e b 
respectivamente os limites 
deficiente e excedente dos 
zeros. Porque Î 

Utilizando a sucessão de 
FOUKIKB v e r i f i q u e que o p o -
linómio x4—4x3+8®'—8a;+4 

só tcin raízes imaginárias. Calcule-as sabendo que 
uma raiz e dupla e apresente a decomposição do poli-
nómio em factores primos. 

a 6 

/ (-E) + — 

f w — + 
+ + 

f » {X) - 0 

r 14 + + 
r H — — 

•• 
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R : Provemos que f " ( x) imediatamente à esquerda 
de b tem sinal negativo ; com efeito, se em b—í tivesse 
sinal positivo, ? " ( x ) teria util zero no interior de (a ,b) 
e teria entre esse zero e b . um máximo o que daria 
para f*v (x) um zero TIO interior de ( a . b) que não é 
acusailo peta respectiva sucessão de FOORIBK. 

Então em b — s os sinais da sucessão de Foc]'.IKK de 
f (x) são os mesmos que na coluna, b depois de substi-
tuir o zero pelo sinal negativo. 

A função f" (x) não tem zeros no intervalo (a , b) ; 
pode pois encurtar-se a sucessão de FoUKiSR, de acordo 
com a definição, e ficarmos apenas com as três primei-
ras funções. Perda de uma variação, logo, f (x) tem 
um só zero real no intervalo {a , b) . 

Os limites deficiente e excedente dos zeros do polinómio 
x1 — 4 x3 -j- 8 x1 — 8 x -f 4 são respectivamente 0 e 1 . 

0 1 

+ + 
- 0 
+ + 
— 0 
+ + 

x*—4x3- t -8x a - 8 x + 4 
4 (x=—3xS +4 x - 2 ) 

4 ( 3 x*—Sx-M) 
24 ( x - 1 ) 

24 

Por w s estudo semelhante ao anterior tornam-se os 
sinais em 1— s, substituindo os zeros por sinais nega-
tivos. A sucessão reduz-se às duas primeiras funções e 
o polinómio não tem zeros reais. Representando por 
a + b i a raiz dupla, a soma das raizes é 4 a ^ 4 donde 
a — 1 . O produto das raizes é (a2 4 - b5)- — 4 donde 
í f o" -- : 2 ou b* - - _ 2 - 1 e como b tem de ser real 
vem b = x l - Então f (x) = (x — 1 -f-i) (x — I + i) (x — 
_ l - i ) ( x - l - Í ) ) = > [ ( x — l ) s f l ] 5 . 

III 
3 8 0 5 — Diga o que entende por uma (unção f(x,y) 

diferenciável em P(a,b) e deduza daí a fórmula da 
diferencial total. 

Prove (;ue sendo a?=tj>(í) e y = $ ( ') diferenciáveis 
no ponto tç e f (x,y) diferenciável no ponto corres-
pondente (ío) , ya—fy (ío) também a função com-
posta F ( í ) — / ( - f , é diferenciável no ponto -
Deduza também a expressão de (í^) -

Dadas as funções f (x , y) , = o (u, v) e y = i(u,v) 
e feita composição /• ' ( « , o) = / (o , enuncie uma 
proposição que constitua a generalização do teorema 

anterior, indicando também as expressões de -— e ^ — . 
d« d" 

Tome a curva plana de equação »'-J-JSy*— 3—0 e 
deduza a equação da superfície gerada pela sua revo-
lução em torno de U;t. 
R : A equação da superfície é y s + z - -- — - — ou 
x- y* z1 

8 + 3/2 + 3/2 = _ 1 ' 

IV 

3 8 0 6 — Demonstre que um determinante é nulo 
quando tiver duas filas iguais ou proporcionais. 

- 0 

Determine as soluções da equação 1 3 x 2 2 
a) sem desenvolver o determinante 2 4 4 4 
b) Desenvolvendo o determinante 0 0 x 1 

pelo teorema de LAPDACE. 0 0 1 1 
R: Multiplicando por dois a primeira tinha, ela 

2 
ficará igual a segunda quando G x = 4 donde x = - . 

As duas últimas linhas serão iguais se X 1. São estes 
os zeros da equação. 

Desenvolvendo segundo os elementos da primeira 
coluna: 4 ( x — 1 ) — 2 - 3 x - ( x — I ) = 2 ( x — 1 ) ( 2 — 3 x ) - 0 . 

i. S. C. E F. — MATBMÁTIOAB GERAIS — Exame final — 
20 de Julho de 1954. 

I 

3 8 0 7 — Dada a função / ( « , « ) = e 1 " - ^ com 
+ y e designando por F (x, y) a 

. fi . , . PF > f (unção composta, calcular — e . d x" à y" 
Considere a superfície z = \x' 

\ d*? 
d'1 F\ 

+ i/1 ) e determine o plano tangente paralelo ao 
àrt 

plano + = 

í ) x fclU ( ) v C>x 
= 5 e S u 4 3 ' 
PJ à /dFU» d fàF\dv 

\dx) dx + 
+ 15 e í l « v _ gí . e i n+3. 
c)xs <)u \f)s./ r)x óv \t)x/ t)x 
+ 1 5 e i l « > = g í . ^ t B + S T 

t l í . Èl+J- (*1\ Èl= gs A» 
«Ju VáxV Jx dv \dx*J ôx 

= 5" - e s . â" F 
d*" 

Do mesmo modo, ou por qualquer outro caminho, se 
d" F tem: = ( —1)° e S l _ I . O plano tangente A superfície 
ày" 

Z = 25 xs + y 2 tem por equação 7. — z0 =• 50 x0 (X — 
— x0) + 2 y0 (Y — y0) que ordenada convenientemente 
dá — fiO x0 X — 2 yo Y + Z -I- 50 x» + 2 y j - z0 - 0 . 
Este plano deverá ser paralelo a x - f - y - J - z - f - l = 0 

. , , j . _ — 5 0 x 0 — 2 y0 i e portanto temos as condições — -- —^ — 1 

que dão imediatamente o ponto de contacto. 
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3 8 0 8 — Dadas as equações: 

x + 2y + + «=. 
a; + J/-t- z + « = 
x — y — z = 

x + * — tí —» 
4 y t 3 0 T « « — 

ß z + « = 

0 
0 
1 

2 
- 3 

1 . 

Determinar a e 3 por forma que as duas ultimas 
sejam uma combinação linear das quatro primeiras. 
Determinar neste easo a solução do sistema. 

l i : Condense~se a maír/ j 

1 2 2 1 0 1 2 2 1 I' 
1 1 1 1 0 (1 - I 0 0 
1 - 1 0 1 0 - 3 - 3 - 1 1 
1 0 1 - 1 2 0 - 2 -1 - 2 2 
0 4 3 % - 3 0 4 3 - 3 

0 0 1 1 0 5 - 2 ß 1-ß 1 

1 2 2 1 0 I 2 2 1 0 
0 1 1 0 0 0 1 1 0 0 
0 u 0 - 1 1 0 0 1 - 2 2 
0 0 1 - 2 2 • * 0 0 0 - 1 1 
0 0 - 1 a - 3 0 0 0 a - 2 -1 
0 () 0 1- 1 0 0 0 1 - ß 1 

portanto: a = 3, ß 

1 O 2 1 0 
0 Í 1 0 0 
0 0 1 - 2 2 
0 0 0 1 - 1 
0 0 0 0 iz-3 
0 0 0 0 2 - ß 

ß ~ 2 , x = 1 , y - 0 , 
III 

= 0 , n — 1 . 

3 8 0 9 — Utilize a sucessão de KOUKIKB para a sepa-
ração dos zeros do polinómio f{x) — x5 — 2 x$ + x*— 
— 3 a; + 1 . O polinómio tem raízes imaginárias ? 
Porquê ? 

Calcule a maior raiz pelo método de aproximação 
de NEWTOM (utilizar apenas a primeira aproximação), 
t i : A sucessão de F o o & i v l apresenta-se do seguinte moilo. 

- 2 — 1 0 V» 1 2 

f (X) + + 1 + - 2 + 15 
f1 (*> + — - 3 _ _ 2 + 57 
FII (*> — — +2 — + 10 + 
fill (*> + - 1 2 — + 48 JA. 
fiv (*) - - - 0 + ' + + 
fv (X) + + + + + + 

V 5 4 4 2 1 0 

G E O M E T R I A 

F. C. C, — GZOMETRIA DESCRITIVA — 2 , " E x a m e de F r e -
quência, 1952-53. 
3 8 1 0 — Triedros. Por um ponto de LT conduzir 

uma recta que faça ângulos de 10" com o plano 
vertical de projecção e com mn plano vertical incli-
nado 70°. 

3811 —-Secções planas. Dado um plano vertical 

A tangente a f (x) no ponto x — 0 corta O X no 
ponto x =* 1/3 i entre 0 c V3 não há zeros de f (x) 
(condição FOCFUKR ) f (x) só tem três zeros reais, 
f" (x) mantém, sina! no intervalo (1,2): o extremo 

favorável é 2 ; r = 2 — — . 
57 

Enutteiados fl AQluçOeB dos u.b> i i ,1'OJ de J. R. AIii\i |i.riijnw. 

D E S C R I T I V A 

inclinado 40° sobre o plano vertical de projecção, con-
duzir por um dos seus pontos as rectas que lhe perten-
cem e fazem ângulos de 10° com um piano de perfil. 

3812 — Planos tangentes. Conduzir por um ponto 
de LT os planos que distam 3 cm. de uma frontal 
com 4 cm, de afastamento. 

K'Kl:'.RI OS dos Ü , M 3 S 1 0 A 3 8 1 2 de L U Í S AlIjuquerquES. 

A N Á L I S E I N F I N I T E S I M A L 
L S, C. E. F. — ANÁLISE INFINITESIMAL — 1." E x a m e de 

frequência prático — IS de Janeiro do 1954. 

I 

3813 — a) Integrar a fracção racional 
xx + | 

- 1)3 (a^ + 1 ) * (x» - 1)" (x> + 1)-' 
pelo método de FCTBINI. (Dispensa-se a determinação 
das constantes); b) Na hipótese de m — » — 0 , a = 

ß — 1 decompor a fracção racional, determinando 

as constantes de decomposição pelos métodos mais 
convenientes; c) Ainda na hipótese da alínea b) 
descreva, sucintamente, os métodos que poderia uti-
lizar na determinação das constantes de decomposição 
da fracção em fracções elementares. 

l i : a) i _ 
ß •dX: 

(x* - l)3(x»-f- - 1)"<X* t 1 ) ! 

(x) x (x* — !)-«+•"' X (xJ + X 

X (x* - V/2 x + I)1"" x (x* + |/2i + 1)'-" x 

r 
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L \ x ^ T / ' T J x I À x ~ ! 7 + " s j + j ( t - « r ( n - i ) d - x ) -
-I- A log (« + l ) t R log (x - 1) + D log (** + 1) 

4- E arctg x 4- F log {x* - l /2 i + 1) + 

X— — — 
2 

+ G arctg U log (x? 4- \/2 x -t 1) 4-

l /2 

í / 2 

4-1 arctg • 

- K arctg - -f-L 

1 

~ r 
T 

y s 

+ M arctg — — i- h . 

2~ 

4-J log Y 1 1 

log | ^x -(- + - I j 

b) 
J Cl X 

É I (X Z 1 |3 ( T + l ) . 1)2 " 
3 19 1 

r + s r l o g ( * - ! ) + 

1 
32 ( x - l ) i 

1 
16(xJ + l ) 1 6 ( I Ï + 1 ) 1 6 ( x - ] ) 64 

6 3 
— — arctg X — — log (x ! 4- l ) -t-C. 

16 

3 8 1 4 - C a l c u l a r / , 

32 
II 

• - f 
(1 + » )• 

dx m e » in-
{1 + x)» 

tpiros, utilizando de preferência unia formula recor-
rente. Calcule era particular os integrais' 
a b ) f ( 1 - ^ * 1 

Há valores íraccionários de m ou M OU de ambos 
para os quais / ,„ „ seja primitivável sem recurso à 
integração por séries? Quais são? Integre por séries 

para os valores de m e n ern que for caso disso, 
indicando qual o intervalo de legitimidade da utili-
zação de tal processo de integração, Para que valores 
racionais de m e n existe o integral I ' m , „ = 

f H (1 + a:)1» , , 
= j — dx. Exprima / „ , „ na função 

escolhendo convenientemente os argumentos e deter-
mine em particular, utilizando de preferência esta 
função os seguintes integrais : 

1 1 1 1 7 1 
' 2 a a 2 ' 2 1 2 

II] , (1-t x.y • 
7 I t ; T—; d x • 'Stoe; n - l j ( 1 - x ) " " 1 

J (1- xl-
ra [ ' { l 4•x)m-, 

(1 + x)" 
(n —1)(1 — x)" - 1 n —1 

2) ra>0,n<0 ] „ , „ 

2 m 
(m — n -t-1) ( I - x)»- ' - : + 

m — n -t- 1 

3} i n < 0 , n > 0 I „ , „ 

n 
• Im4-

a + *)• 
<ra + i ) ( i _ , ) - 4-

m 4- X 

4) in < U , n < 0 In 

m 

(1 -t- x)" 
" > - ! ) (1 — x)" - ' 

n - 1 

+ x 

Ï) f j — - dx = — x — 2 log (1 — x) 4- C 

j (1 - x*)*dx - x - — i » 4 - + C 
à) 

dx / a 
- * lw= J (1 - 4 (1 - xî)z ' 8 ( 1 - x)î 

C . 
3 x + 1 

+ Ï6 

Fazendo 1 — x t cem lm,, — —j t~n (2 — t)~dt 

e vê-se assim que a função é primitivável sem recurso à 
primitivação por séries quando — n 4- 1 é inteiro ou 
quando m — n é inteiro. 

Para integrar por séries (m — n não inteiro e n 

não inteiro) vem: — j t~" (2 — t)™dt = — 

- 2m 11-» - A ) "d t - _ a - / ( t - - J t ; - » ) d t -

f m \ 
=• — 2™( 1- ••• 

\ —n-r l 2 2 - n / 
para | — < 1 ou 

seja J
"4*i n + x)"1 

— dx 

-I { l - x ) n 

existe para os seguintes valores de m e ti: 
sendo m > 0 , n > 0 será para m ! > 0 e 0 < C n < l 
sendo m -< 0 n > 0 será para — 1 < ; m < ; 0 e n > 0 
sendo m 0 n < 0 p integrai não é impróprio 
tendo m 0 n < 0 será para —l<m<0 e n<;0. 

m 
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Para exprimir lm,„ na função 3 fuça-se x = c o s 2 t 
TT 

vem ló„,=>2«>-•<+* j ' £eD-'n+l t t d t = 

1 r { - n + t ) r ( m + l ) 
2 p ( m —n-f 2) 

A> J Í . , _ L -2 1 

B > T I , 
A 

c) I'j , = 23 

r (2) 

T ' T 2 r ( l ) 2 

r ( a ) r ( ? ) „ ^ í - a . s i A 
r<5) 

= 2 : l -
4 I .35* 

III 

r* . . 3815 — Calcular I x se ri"1 x dx para m inteiro 
Jo 

não negativo. Há valores racionais de m para os 
quais o integral não exista? Quais são? 

fn ir M — 1 
R : I x s e n 1 1 i d i = — I senmx = i r x — — X 

Jo 2 Jo ra 
m — 3 2 tt 

x s x •*• x ^r x — m — 2 3 2 

fazendo seilX —t vem I senm3tdx 1 = J ' t r a ( l - t 5 ) ~ T dt 

e então o integral não existe para valores de ni tais 
que — 1 < r a < 0 e m < — 1. 

IV 

3816 — Ordem do infinitésimo ux • a ( e x — l ) 4-

+ l / a ^ + l — x P a r a x infinito e — ^ - . A n a l i s e a 
ao 

convergência do produto infinito í i ( l + « „ ) . 

R : fazendo — — h vem u, ™ o. (eh — 1) + 

1 / /-i R-. í W \ 

iSe i — o infinitéssimo é de 2." ordem e se 

1 
a >- —— o infinitéssimo é de 1." ordem. O produto es-

£ 
tudava-se pela série de termo geral u„. 

JC<* sen x 
—dx calcular e ( I + * T 

F ^ com duas decimais, mostrar que existe |.F(z)l 

para z—nx> e determine um seu limite excedente. 

(o sen x 
•dx 

K: (to) Jo (1 f- x*)1 

"TT / 13 \ , r x ' 13 , - r à 

1 13 1 

É claro que \ P (x) | < j 

200 24 10.000 

""lo" d x 
0 (1 + 2*)* 

A. 

I . S. C. E. P. — ANÁI.ISK ISFMITESIIIAR. — 2." Exame de 
frequência prático — 9 de Junho de 1954. 

I 
3818 — Seja M (x , y , a) um ponto variável e O 

a origem dos eixos coordenados rectangulares. Se 
M — O = r u, u unitário, r = mod (M — O) e t̂i = 

• = / ( » - ) « , sendo f(r) uma função escalar de r que 
admite a derivada f'(r), provar que: 

, - 2 f(r) 
o) div v = / ' ( ? • ) + - í ± l 

r 
6) rot-w = 0 . 

K: a) Do enunciatlo conclui-se facilmente que 
-* x y 7. 
v = f (r) — I + f (r) — J -f- f (r) — Ií e então div v 

r r r 

i [ f W i ] d [ f ( r ) ± ] 

D * dy d* 
x" r —x3/r v ! r —v ! /r 

- F ' M I R + F ( ' ) — + F ' W ^ R 

z- r - z ^ / r 2 f ( r ) 
+ f ' (r) — + f (r) — - d - — f (rV 4- — — • 

b) rot v = rot f (r) u f ( r ) rot u + grad f { r ) /\ u — 

= f (r) rot u + f ' (r) u /\ u = f ( r ) rot u; mas rot u = 0 e • * 
então rot v = 0 . 

II 
3819 — Provar que, sendo s (js , y) definida pela 

equação y = x tp (z) + i (a) então: 

a) p + q f (z) = 0 
b) r q- — 2 pqs -v tp? = 0. 
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R : a) Da equação dada tira-se p ? ( z ) 

< q • 
- 1 

- fi então 

p+qtp(z) f ( z ) 

<p(z) 
.0, 

b) derivando em ordem a x e em ordem a y a 

igualdade da alínea a) e atendendo a que <p(z) = — — 

vem : 

dp ( <)q \ p . , , -
• 4- — p - s4- — p l — 4 - p q o ' ( z ) = 0 

d i \ í )z / q 

dz \ d-'- J <1 

D P DQ 

virá 

<) P d S t <Jq () x S 
t}z í l z p ( Í Z ^ z p 

í)x c)x 

f + — p — f a +• — p ) — 4- p q ç ' (z) = 0 
p V p / q 

, + L q _ ( t + - 1 q\ J - + qí »' (z) = 0 
p V p / q 

2 s p 
2 r - 4- p q o ' (z) — 0 

q 
s r / B \ p 

* ' ( * ) • I + T + — Q ~ 
q p q V p / q3 

e eliminando <p'(z) virá : 

2 s p ps p 2 t s p 
2 r — — - — r 4- h + —— — 0 

que equivale a r fjJ — 2 p q S + t p- = 0 . 

I I I 

x dx dy 
3 8 2 0 - Calcular J Ja onde 

i a { a j í - y » ) V V + y s + l ) * 

A é o domínio do primeiro quadrante compreendido 

entre as rectas y = 0 e y x. 

B: Fazendo a mudança para coordenadas polares 
fica 

r* j*1 x dx dy 

J J a (x2 - y*) V / ( i l + y* + i } 3 

; r ^ : rr-rr / 6 cos 0 , 
^ y W + f z) = / — — — — — d a / ~ = 

Jo cos16 — sen'8 J0 4 

D P 

1)3 

i 
d? 

/ (P* + l ) 3 

D P 

Jo vV +1 2 Jo 

l/<eí -r 1)J 

1 P2P 

i 

vV + i)* 
D P 1 R — DP A 

Jo + 1 2 L v ^ í l j o Jo V V + I 
ier-.ve-íí fie calcular 

W cos 0 

j r cos'; 8 — sen' 8 
d 8 ^ 

- x 5 

4 [ 

fJ, 

cos o 
(cos 6 — sen 8) (cos 6-í-sen 0) -DA-

X j COs a — sen S 
COS 8 + sen 0 

cos 0 + sen 8 

cos a + sen 8 
cos 8 — sen 8 

8 = 

cos 0 — sen a 

x dx dy 

TT 
f . l 
.1» 2 

A 
lOg 

L/A + 1 

l / 3 - l 

1 /34-1 
t / 3 - 1 

IV 

3821 — Averiguar quais são as funções y ( x ) que 
satisfazem à seguinte propriedade: 

_ E (dV 
Ba;/ ' da \E 

/ x x • 
R : J igualdade equivale ater ( y'—I v" 

V y / y 
x y " x y ' x oií sí/a >rí' —- v que e unta equa-
y 71 y' 

ção diferencial homogénea: y" y y1 x 4- y y'2 — x y = 
™y"xyí; fazendo-se y-= e ' d x baixa-se a ordem da 

z - 1 x - 1 
equação obtendo-se: dz=- dx ou log z + 

x 
1 y1 

+ — = x — log x + c e, como z — — , vem 
z y 

log 
x y 

x + c —- donde se tira y y R 

e y = c e 
Enunciados o soluções dos u.41 ítSIU a 3821 do Feronndo do Josus. 


