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3794 — Quantos nimeros pares maiores do que

10.000 se podem formar com os algarismos 0, 2, 5,7
e 8 e de modo que em cada mimero nfo figurem
algarismos repetidos ?
R: Os nimeros terdo que conter 5 algarismos e Pj
serd o seuw numero total contando aqueles que comegam
por zero em nimero de Py; estio em Py incluidos tam-
bém os que terminam por T e por 5. De modo que
para obtermos o nimero pedido teremos que subtrair a
P; o niimero Py e depois (Py— P3) X2 porque Py — Py
¢ o nimero de niumeros formados com aqueles alga-
rismos que terminam por 5 ou T e nido comegam por
zero. Assim teremos

Ps—P,—2(P;—P;) =P;—3P;+2P; =
=2.3.4.5-3.2.3.4 +2.2.3 =2.3(20 — 12 +2)=60.

1I

L b=
3795 — Calcule f(z)= [aec (x + —2—) — tg T] :

:sen s para x—=/4.
R: f(=/4)=[sen (=/4 + T=/2) + tg 5.%/4]: sen =/d=

=(\/§—1): %ﬁzﬁ(ﬁ—l)m‘a’— V2 por ser

tghn/d=1, sen x/4—=/2/2 ¢ sec 15x/4=/2.

MATEMATICAS

3706 — Verifique a identidade
(cosec x + see x)2: (cosec? @ + sec? xz)=1--sen z cos =.
R: Como cosee x+sec x=(sen x- cos x): (sen x cos x)
sert o primeiro membro de igualdade proposta :
(sen x 4-cos x)? e portanto iqual a 1+ 2 sen x cos x.
11

3797 — Quais sfo os nimeros inferiores a 200 cuja

diferenga ¢ 96 e cujo mdximo divisor comum & 2479
Justifique a resposta.
R: Sejam a e b os nimeros e d o seu maximo divisor
comum. Seréa a=d.p e b=d.q onde p e q sdo nu-
meros primos entre si. Assim serd a=24.p e b=24.q
e a—b=96 =24 (p—q) de modo que é p—q=4,
por outro lado tem que ser a = 24.p <200 e b<<200
donde ¢ p<<9 e q<<9. Os valores de p e q s6 podem
por issoserou T e 3 ou 5 e 1. Os nivmeros serdo entdo
ou 168 e 72 ou 120 e 24.

3798 — Demonstre que a soma de quatro inteiros
consecutivos nfio divisiveis por 5 é divisivel por 5,
mas nio é divisivel por 4.

R: Sejam 5n-+1,5n+2,6n+3 e5n+4 os nimeros
consecutivos nas condigies do enunciado. A sua soma €
20n+10 que € miltiplo de 5. Esta soma niio € um miltiplo
de 4 porque sendo-o a primeira parcela, o nio é a sequnda.
Solugdes dos n. 3781 a 3798 de J. Silva Paulo

SUPERIORES

PONTOS DE EXAMES DE FREQUENCIA E FINAIS
MATEMATICAS GERAIS

I.S. C. E. F.—Maremiricas Gerats—1.° Exame de fre-
quéncia—25 de Margo de 1954.

3799 — Sendo f(z) =

problemas :

a+x .
resolva os seguintes
a—x

a) Determine os pontos de intersecgdo da imagem
de f(x) com os eixos e escreva a equagido da circun-
feréncia que passa por esses pontos, com centro na
recta X =1.

5) Escreva a equagiio geral da tangente 4 imagem
de f(x).

Calcule a por forma que arecta V= X 41 faga
um Angulo de 60° com a tangente &4 curva no
ponto =0,

¢) Calenle f™ (z), Pjf(xz) e P(Pf(x)).
R: (—a,0) e (0,1) sdo os tragos. Segjam a=1 e f
as coordenadas do centro; a substitui¢io das coor-
denadas dos tragos na equagio (x —1)2 + (y —B)2=r?

conduz a: 1+ (1—B)2=1r? e (a+1)2 4 B2=1? daqui

1—2a—a? 1)t
resultam : == ec 2 r2=1+4 (—ﬁ;—) .
A equagdo da circunferéncia é:
1—2a—a?\2 (a + 1)4
—1)2 e Lkt
-t (y— =) 14 B
A equagdo geral da tangente:
a4x 2a
oL SR LT S
a—x (a—x)

que no ponto x =0 conduz & equagdo Y = —X +1.
a
Y=X+1 e

Para delerminar a de modo que
2
Y= = X + 1 fagam dangulo de 60° deverd ser

; 2
= =B 2\2 2
V3= B, donde vem 3(1+-) —(1-—3)
1+E a a
a

ou a? +83+4u0;3-—412\/§.
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a+x 2a
f e S 2 e alus M) =
(x) . (x) (a_x)z:t (x)
OO, U DU LS
a—ap’ x)=2a- '(T;'x_);r” H
2a-n!
g S am e
(3__x)rtri
x+a
_— =14 — donde Pf(x)=—x—
-—X+a — X+ a
2
—2alog (a—x)+C* P(Pf‘(x})=—%—
=2a Plog (a—x)+x-C4C" onde se deve substituir
x

Pl.log(a—x)=x-log(a—x)+4 P =
a—x

a
—x ] — P—14 —=xI ==
xlog(a—x)+ +a—x x log (a—x)

—x—alog(a—x).

11

3800 — Prove que uma sucessio de termos posi-
tivos decrescentes tem limite finito. Considere uma
sucessdo S)wy,k,up, kb, ,k,u" k-~ onde a cons-
tante k alterna com os termos positives decrescentes
da sucessfio u, de limite >0: com k<<{,k=1/,k>!
indique para cada caso, os limites mdximo e minimo
da sucessfio S) e os limites de WeiersTrass do con-
junto dos valores dos seus termos. Quando é que a
sucessfo .S) tem limite? Justifique todas as suas

respostas.
log n

Tome a sucessdo em que os termos u' —=

a-n+1
+1
termine a relagio entre as constantes a e b para que
a sucessdo tenha limite. Conclua que a sucessiio nio
tem limite sempre que @ <<0 e indique, neste caso,
os valores dos limites mdximo ¢ minimo.

n+ by
alternam com v, =& - log . De-
n

logn an

e b
R: lim 4 lim — =ayb lim n.log (1 —}-—) =
n+1 y )

n

Eb
=b:limn:-—=>0%lim& = b®., Os sub-limites de-
n

verdo ser iguais e portanto a = b® nunca possivel se
a<0.

I

3801 — Demonstre que, com H>0, a série He —
— Hey+ Hey— ++- onde lime, = + 0, ¢ conver-

=it

gente. Mostre também que, se lim n%.¢, =10,c0
H—00

a mesma série ¢ absolutamente convergente comn
«>1 e simplesmente convergente com a<{1l. De-
termine o intervalo de convergéncia absoluta da

série § (n+2%') 2*~' e mostre que a sua soma ¢é
P —dat?

T=ar(d-2a)
R: Pondo u,= (—1)""'-H.e, vem

|Sn+P'-'Sn| = U+ s+, = (=1)"H &t +
+orer (1) Hegy = H - | eaps — (g3 — gpya) — =+ |
se suposermos agora que o simbolo lim ¢,= +0 significa
que e, tende monotonamente para ;;:o, entio os parén-
tesis (2,49 — 2,4a) *++ 8o positives e pode concluir-se
que |8, —8,|<<H-e,, donde se conclui, s6 entio, a
convergéncia da série.

Como |u,|=|(—1)""'He,| = He, a razdo
luh'
E H-nz-.¢,,
na

por ser limn% e =1£0,00, tende para limite finito.
As duas séries terdo a mesma natureza.

Para caleular o intervalo de convergéncia absoluta
n+ 1420
"o + 20—t y
Como 2" tende mais rapidamente para infinito que
n+142"

du série tem-se que caleular o limite de | x |

n, o cociente tem o mesmo limite que o

2n
cociente Fm1 :
Entio o intervalo de convergéncia € dado por
2|x|<1. Como o termo geral (n+2'1) x"~! se de-
compie em nx"!' 4 (2x)"!' a soma da seérie, para

1
valores de x tais que | x| < g7 ¢ igual & soma das

somas das duas séries > nx"! ¢ ¥ (2x)y-'.
n=1 n=1

Para a primeiro série tem-se
1—x)8,=1+x+x*+ -4 x1 —nx"=

1—x°
_—— 0 x]!
1—x
1
o gue nos dé X nx"' = — .
=1 (1 = x)..!
Por outro lado
Z 9 x)i—=1 o = %
o -'l( ) 1—2x
Temos pois
1 1 2 —4x 4+ x?

<}

A== 1—3x (Q-3F(d—23)
R
3802—Seja f(x) limitada no sen dominio X e a
um ponto de acumulagio deste conjunto. Defina

f(a),f(a) e a oscilagio w(a) de f(x).
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Que pode afirmar sobre o lim f(z) quando w (a)=0?
Prove a sua afirmagio. e

Estude a continuidade de f(x) =e™* e g(x)=

1

=14e*
se pode aplicar o teorema de Roiie no intervalo
(—oo,+ o).

Demonstre o teorema de Rouue.

em oo e mostre que a uma das fungdes

R: Sejorem L(a,c) e 1(a,s) os limites superior e
inferior weierstrassianos dos wvalores da fungdo na
parte nunca vazia do dominio X que cai na vizinhanga
f(a)=IlimL (a,e);f(a)=
=0 E—

w(a) = F(a) — £ (a).

e do ponto a, wvem:
=lim!l (a,e);
e=0

Estes limites existem sempre, proprios ow improprios,
gqualquer que seja o modo como = tende para zero.

A oseilagdo w (a) € positiva ou nula, e acaba-se a
sua defini¢iio dizendo que w(a) = + co sempre que um
ou dois limites f(a),f(a) forem émpriprios.

Tem-se sempre L (a,z) > f(x)>1(a,c) e portanto
flaySf(a+0)>f(a—0)>1(a) e os limites late-
rais evistem sempre w (a) =0 e necessivriamente iguais:
a fungio tem sempre limite quando a oscilagio € nula e

esse limite € igual ao valor comum, finito, f(a)=1f(a)=
= lim (x).

x=a

Se o ponto a pertence ao dominio X entio:

limf(a) = f(a)-lim e™ = lim e > =0;
x=a ]

x=-+s0
1 i)
;lim ———=0; lim —— =1.
Ny LBt sty ] — B —*
O teorema de RoLLe aplica-se a primedra fungdo.

I. 8. C. E. F. — Maremiricas Gerais — 2.° Exame de
frequéncia — 3 de Junho de 1954.

1

3803 — Dada a fung¢io z=f(¢,y) assim definida:
1o —f(x,y) =0 se x4+ ny=0.
=2

T

2°— f(x,y)==z-y-cos para qualquer

T+ TY
outro par de valores (x,¥).
a) Caleular f3(0,0), F4(0,0), £2,(0,0) e £,.(0,0).
E aplicdvel o teorema de Scuwarz no ponto (0,0)?
b) Mostrar que a fun¢fio é homogénea e verificar com
f(x,y) aidentidade de Evrer.

R: Os caleulos das derivadas em (0,0) sio direc-
f(x,0)—£(0,0
tos, a partir das definicies: lim —(E-’—);’} =
xel} =
= f, (0,0); aorigem € wm dos pontos que faz x+wy=

=0 e portanto £(0,0)=0, f(x,0), quando x=£0,
¢ dado pela sequnda expressdo analitica f (x,0) =0;

g 0
entdo a razdo incremental € sempre — =0, logo
x

f.(0,0) =0. Do mesmo mode se calcula f,(0,0)=0.
Para calcular 7, (0,0) temos que caleular
£.0,y)-f: (0,9 :
I;l::g —— e para isso vamos calcular em

y
primeiro lugar £.(0,y).
£.00,y) = ],iﬂ

Tem-se por definigio:

I R

x
=2
TX+ —¥
2 ™
portanto limy.co0s —— = y - cos — =0
Xm0 xX+wYy 2

Entdio resulta f,,(0,0) =0
£, (x,0) —£,(0,0)
x

temos quecaleular em primeiro lugar o valor de f)(x,0).
f(x,y)—f(x,0)

Para calcular

£5.(0,0) = lim

Este € dado por lim
y=1

v
ﬂ.ﬁ
X4+ —¥
2 2 "
= lim x cos =Xcosw =—x. [Resulta entio
¥y=0 X+=nYy

fix (0,0) =—1.

A homogeneidade e a identidade de EvLer, verifica-se
como para qualquer outra fung¢do em qualquer regido
do plano onde nio hi pontos da recta x +=y =0.

Vai-se portanto tirar o que for preciso (& sequnda ex~
pressio analitica da fungdo.

11

3804 —Defina zero simples e prove que tal zero é
isolado e que a fungdo muda de sinal quando @ passa
por ele.

Se no intervalo (a,b) a sucessdo de Fourier ¢ de
5.2 ordem e apresenta as seguintes variagdes :

Indique, justificando, o

a b o nimero de zeros de f(x)

em (a,b). Baseando-se na

f @ + - resposta anterior diga se

f @ — e fgx)' poderia ser um poli-

)|+ + némio de grau par e coefi-

e | v 0 cientes reais sendo a e b

7" (=) respectivamente os limites

) + T deficiente e excedente dos
fM (=) — — zeros. Porque ?

Utilizando a sucessio de
Fourizr verifique que o po-
linomio x4 —4x3%4+82*—8x44
80 tem raizes imagindrias. Calcule-as sabendo que
uma raiz ¢ dupla e apresente a decomposi¢io do poli-
nomio em factores primos.
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R: Provemos que {"'(x) tmediatamente & esquerda
de b tem sinal negativo; com efeito, se em b—e tivesse
sinal positivo, f''' (x) teria um zero no interior de (a,b)
e teria entre esse zero ¢ b, um mdbximo o que daria

" para £V (x) wm zero no interior de (a,b) que nio é
acusado pela respectiva sucessio de Fourier.

Entdo em b—e os sinais da sucessio de Fourrer de
f(x) sdo os mesmos que na coluna b depois de substi-
tuir o zero pelo sinal negativo.

A fungdo f' (x) ndo tem zeros no intervalo (a,b);
pode pois encurtar-se a sucessio de Fourir, de acordo
com a definigio, e fiearmos apenas com as tres primei-
ras fungies. Perda de wma variagdo, logo, f(x) tem
um §6 zero real no intervalo (a,b).

Os limites deficiente e excedente dos zeros do polindmio
xt—4 x348x?—8x44 sido respectivamente 0 e 1.

0 1

xi—4x348x*—8x+4| + | +
4(x3—3x2+4x-2) — 0
4(3x—6x+4)| + 4
aitm—1) ~. | 0

24| + +

Por um estudo semelhante ao gnterior fomam-se os
sinais em 1—e, substituindo os zeros por sinais nega-
tivos. A sucessio reduz-se s duas primeiras fungies e
o polindmio ndo tem zeros reais. Representando por
a+bi a raiz dupla, a soma das raizes € 4a=4 donde
a=1. O produto das raizes ¢ (a*--b** =4 donde
14+b2=+2 ou b*=+2—-1 e como b tem de ser real
vem b=+1. Entio f(x)=(x—1+1) (x—14+1i) (x —
—1—1i) (x—1—1))=[(x—1)* +1]*.

1

3805 —Diga o que entende por uma fungio f(xz,y)
diferencidvel em Pla,b) e deduza dai a férmula da
diferencial total.

Prove que sendo x=¢ () e y=4{ (¢) diferencidveis
no ponto % e f(wx,y) diferencidvel no ponto corres-
pondente zo=¢ (&), yo="{ (%) também a fung¢io com-
posta F (¢) = f(v,¢) & diferenciivel no ponto #.
Deduza também a expressiio de F' (f) .

Dadas as fungbes f(x,y),c=9 (u,v) e y=1{ (u,v)
e feita composi¢io /' (u,v¢) = f(s,$) enuncie uma
proposigio que constitua a generalizagio do teorema
anterior, indicando também as expressoes de = e ti—f: s

Tome a curva plana de equagio 2*°+2y*—3=0 e
deduza a equagiio da superficie gerada pela suarevo-

lugdo em torno de Ou.
3—x2

R: A equagio da superficie é y* + z* = ou
x? ‘72 z'!

EREET I T)

v

3806 — Demonstre que um determinante é nule
quando tiver duas filas iguais ou proporecionais.

Determine as solugdes da equacio |1 3x 2 2
a) sem desenvolver o determinante |2 4 4 4
b) Desenvolvendo o determinante [0 0 x 1

pelo teorema de Liarnace. |00 11
R: Multiplicando por dois a primeira linha, ela

=0

2
ficard igual & sequnda quando 6x =4 donde x = 3

As duas Gltimas linhas serdo iguais se x=1. Sdo estes
0s zeros da equagdo.

Desenvolvendo sequndo os elementos da primeira
coluna: 4 (x—1)—2-3x - (x—1)=2(x—1) (2—3x) =0.

I. 8. C. E. F. — Maremiricas Gerais — Exame final —
20 de Julho de 1954.

I

3807 — Dada a fun¢do f(uz,v) = e?*3* com
wu=ux+y,v=a—y e designando por £ (r,y) a

ALY F gF
fungio composta, caleular e —,
() o dy"
d! o
Considere a superficie z=e-2u=3v [ g? +
J =*

2
+ *y"-;—;) e determine o plano tangente paralelo ao
y

plano  +y+2+1=0.

oF df gu af ov
dx £ du gdx dv ox
— Hg2uidv

*F 9 (aF)au :
o x? T du dx/ dx Jav L()x
+15B‘.2u+3v = H?.g2utdv

R-: =Qe'zn+3r _].Be!“‘*'s"m

— 10 a2y i

0 [oF\ ov
)c}x

iR P (r)*l“ g s AEY dw L

= e s —_— e — _,) =5Je2u1'3!
ox*  du dx-) dx  dv (()x“ ox
?_5"'35‘-'

xll

Do mesmo modo, on por qualquer outro ecaminho, se
o F :

" s n

tem : T =(—1)"e**7, O plano tangente & superficie

Z = 25x? + y* tem por equagio Z — zp= 50 xy (X —
—xg) + 2y (Y — yo) que ordenada convenientemente
dé —0xX —2y)Y +Z +50x% +2y2 —2,=0.
Este plano deverd ser paralelo a x +y + 2z +1 =0

— 50 x, —2
e portanto temos as condigies —1—_9 = Jo =1

que ddo imediatamente o ponto de contacto.
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3808 — Dadas as equagdes:

z+2y+2z2+ u= 0
x4+ y+ z+ u= 0

XT—- Yy— 8 = 1
{a: + 22— u= 2
l dy +3z+ou=—3

Bx + u= 1.

Determinar o e B por forma que as duas iltimas
sejam uma combina¢io linear das quatro primeiras.
Determinar neste caso a solugfio do sistema.

R: Condense-se a matriz

a8 T o8 e 9 4
SSacasd kI 2 e d
TP e N T Y R | 1

— .
T B (P G| i ) AT R RN R
T e | M 3 -3
R A 0 -28 -28 1-8 1
1 2 8 1 0 I &2 & 4 0
o119 o loryz o o
00 0 -1 1 O L B 8

B O i R 2710 0 0 -1 -
T O SR (7 (RN
G000 %8 3 Rl

GEOMETRIA

F. C. C. — Geouerria Descririva —2.° Exame de Fre-

quéncia, 1952-53.

3810 — T'riedros. Por um ponto de LT conduzir
uina recta que faga fdngulos de 40° com o plano
vertical de projecgfo e eom um plano vertical ineli-
nado 70°.

3811 — Secgdes planas. Dado um plano vertical

ANALISE

I. 8. C. E. F. — Ax{vise [xFiviresivan — 4.° Exame de
frequéncia pratico — 18 de Janeiro de 1954.

I

3813 — a) Integrar a fracgdo racional
a4+ P
@@ —1RE + )" @ =1)" (@ + 1)
pelo método de Fusixt. (Dispensa-se a determinagio
das constantes); #) Na hipétesede m=n =0, a=
= B =1 decompor a frac¢iio racional, determinande

; (AL Rk e | 0
1 Bl (B R 1 0
D0 1 -2 2
Gl VIR s s g R |
000 0 «3
000 O 2-8
portanto: a=3, f=2, x=1, y=0, z=0, u=—1.
11T

3809 — Utilize a sucessfo de Fourier para a sepa-
ragio dos zeros do polindmio f(x) = x5 — 23 + x*—
—3x+1. O polinémio tem raizes imagindrias?
Porqué ?

Calcule a maior raiz pelo método de aproximagéo
de Newrox (utilizar apenas a primeira aproximagio).
R: A sucessio de Fourier apresenta-se do sequinte modo.

—2|—1| 0 |13 1 | 2
f (x)] — !+ |+1 |[+]|—2 | +15]|
f' x +|—|[-38]|—|—2 |+57
Mm@ — | = |42 |—=]+10] +
i (x)] + | + | —=12| — | +48| +
£V my = o= | 00 [ P f oo
Y )+ [+ + [+] + | +
v 5 4 4 2 1 0

A tangente a f(x) no ponto x =0 corta OX no
ponto x =1/3; entre 0 e 1f3 ndo hi zeros de f(x)
(condigiio Fourikr ) t(x) s6 tem trés zeros reais.

£ (x) mantem sinal no intervalo (1,2): o ectremo

15
Savordavel ¢ 2; r =2 — .
57

Enunciados e solu¢es dos n.** 3749 a 3500 de J. . Albuquerque.

DESCRITIVA

inclinado 40° sobre o plano vertical de projecgio, con-
duzir por um dos seus pontos as rectas que lhe perten-
cem e fazem Angulos de 40° com um plano de perfil.

3812 — Planos tangentes. Conduzir por win ponto
de LT os planos que distam 3 e¢m. de uma frontal
com 4 cm. de afastamento.

Enunciados dos n.% 3310 a 3812 de Luis Albuquerque.

INFINITESIMAL

as constantes de decomposigio pelos mditodos mais
convenicntes; e¢) Ainda na hipétese da alinea b)
desereva, sucintamente, os métodos que poderia uti-
lizar na determinagdo das constantes de decomposicio
da fracgfio em fracgdes elementares.

ax+f
R: - dx =
S e T s s T
= Pgoigan (%) 3 (x2 — 1)= @0 3¢ (x2 4 1)—(m+oth) e
(T —=V2x + 1) (x2 + 2x 4 1) ¢
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+ Alog(x+1)+ Blog (x —1) + D log (x? +1) +
+Earctgx+Flog (x2—y/2x+1) +
V2
e e

2 log (x2 + V/2x +1) +
V2
ﬁ

+ G aretg

X+

+1 arctg +dJ log

"“"'"l
w|:>.

\h.,_,/u
o

&-[H

| J
+

\E
V3

X — —
+K aretg : +L[og[( £> -L +
2 4 |
2
L
+M arctg +N.
AT
(> dx 1
L e Tows e T s Y
2 g -1+ s
Te-1) ot 16(2+1) 16(x2+1)

6 3
—L = 2 .
T arctg x 35 108 (x2+1)+C

1I
(14x)"
(1 <+ ;1:)"
teiros, utilizando de preferéncia uma férmula recor-
rente. Calcule em particular os integrais:

a)‘j-—s—dx; b) J(l-—a:?)?dz: e}}“ "

H4 valores fracciondrios de m ou =» ou de ambos
para os quais I, , seja primitivdvel sem recurso a
integraciio por séries? Quais sfo? Integre por séries
1, .. paraos valores de m e n em que for caso disso,
indicando qual o intervalo de legitimidade da utili-
zagio de tal processo de integragfio. Para que valores
racionais de m e n existe o integral I', ,=
T41 {1 +:r)rn
J—l (1 —x)*
escolhendo convenientemente os argumentos e deter-
mine em particular, utilizando de preferéncia esta

fungdo os seguintes integrais :
5 Mgt !

a) I'i,i b)

3814 — Calcular I, , = dcm e n in-

dx. Exprima [', , na fungio B,

1 T 1

1
T e it
e el 99

21
(14 x)™ 1 m
R:1) m>0,n>0 {( x) e (1+x) =
o (1_ x)® (ﬂ—l}(l_x)l’l—l
‘(I-}'X)"'_' : A
e T
I (1+x)" m_ .
msn (n_l)(l_x)u—l n_] m—{ s n—1 *
1
2 B Rl T e o St B s S
) m>0,n< (m—n+l)(1—x]"_‘+
2m
m—n ‘i‘—l m=—1sn *
i (1 + x)=H
9 0 0 F e WOTRNENE
) m<O,n> msn (m + 1) (1 — x)*
" n
2 m—lm‘HHH—i-
1+ x)™
4 U 0 I BT i, SN
) m << ,n < myn (11 - 1) (1 i x)u—i
m
i m]n—l.mﬂ-

1
a) J -Lxdx=—x—2|og{1——x)—!—()

1— x?)2d 2 S h
J(--x](x=x—§x+-?+J

[' dx A i 3x )
Vo= ta—=rtea-0"
3 x+1

+i—610gx—_‘—1‘1"(.,.

Fazendo 1 —x =t vem I,,,,"——J (2 —t)=dt

e vé-se assim que a fungio € primitivivel sem recurso a
primitivagido por séries quando —n + 1 € inteiro ou
quando m — n € inteiro.

Para integrar por séries (m — n ndo inleiroe n

ndo inteiro) vem: — ft‘" (2 —t)ymdt = —

t s m
—2'°Jt‘“ (1 -_2-) dt=—2 (t "—Et'-r_'!>rlt=

9m i i + - ) ara : I-tf.?l on
—n+1 2 2—n £ ’
b | (1+x)!n
seja —1<x<3. O integral 1' ,,,=-J e
5 P Tl =P

existe para os sequintes valores de m e n:

sendo m>0,n>0 serd para m>0 ¢ 0 <n <1
sendo m <0 n>0 serd para —1<m<0e n>0
sendo m >0 n <0 o integral nio € impriprio

sendo m <0 n<0 serd para —1<m <0 e n<l.
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Para exprimir l,,, na fungdo B faga-se x=cos 2t

r
vem I;,,,,,=2‘°""+’f sen~?H ¢ cog?™ M td t=
0

T(—n+1)T(m+41)

= 9m-ntl

1
§ﬁ(-—n-l—l y Mm+41)=2m—n

r(m—n+2)
() (3
5 *(3) (5)_.,
e ]
A 1k
o 11(5)1(5 =
& LR
*(3)7 () versavs
c) I’;T‘:_—e23 e = =35%
117

3815 — Calcular J wsen™xdx para m inteiro
0

ndo negativo. H4 valores racionais de m para os
quais o integral nfio exista? Quais sfo?

e T =
R J "xsen“xdx:—"—/ Sen"'x=1r><m——><
Jo m
m— 3)( e P 2 o L
o — U
m—2 3 2

e u ~ ]
fazendo sen x=t vemJ sen"’xdx=J 't (1—12)" 7 dt
0 0

e entiio o integral ndo eriste para valores de m tais
gue —1<m<<0 e m<<—1.

B
A
3816 — Ordem do infinitésimo uz = a (e" - 1) B
o e 1
4+ ¥ +1—x para = infinito e o> — ' Analise a
o0
convergéneia do produto infinito [ (1+w,).

n=i

1
R: fazendo —=h vem u = a(e"—1) +
x

g e —— h? hd
= WITR=1)= S e 3
+h(t/+ 1) “(h+2+s+ )+

)—1+)I ~ pe
—(5 ol et sy

Se o= — i infinitéssimo € de 2. ordem e se

1 e 1
S e o S g
+h(2 8 g

1
65 0 infinitéssimo € de 1% ordem. O produto es-

tudava-se pela série de termo geral u,.

3

sen @
——dx caleular

3817 — Dado F(z):J PR

1}
F (E) com duas decimais, mostrar que existe |F(z)|

para z—co e determine um seun limite excedente.

1
R et OSSN Lo o PO
10 0 (1—-,—)("’)2
1 1
AR < 13 T
=J X ——x4 ... dx =] — — —xt+4 - =
A 6 : 2 24 8

o ! 13+
200 24 10.000
"-:Tr‘ dx

E claro que IF(X}|<L (1-‘*—2’);=

I. 8. C. E. F. — Axivise InFixitesivar. — 2.° Exame de
frequéncia pritico —9 de Junho de 1954.
1
3818 — Seja M (x,y,z) um ponto varidvel e O
a origem dos eixos coordenados rectangulares. Se
M — 0 =ru, u unitdrio, r = mod (M — 0) e &=

= f(r)u, sendo f(r) uma funglo escalar de » que
admite a derivada f'(r), provar que:

a) [hvv—f’()+ f(r)

b) rotv=0.

R: a) Do enunciado conclui-se f(‘u:itmente que

v_f(r)—I+F(r)—J+t[r)

a[f(r)ﬂ a[f(r)‘T] a[r‘(r)é]
= & = g —

2"+f'(r) R (e L

2f(r)

~ K e entdo leV-

=-f'(r)—+f()

2? r—z zr(
+H(E) — + £ ()

=f' () + —

b) rot v =rot f(r):-= f(r) rot u + grad f(r) /\: =
=f(r) rot._l.:-i- ft (r]: A v f(r) rot:; mas rotu =0 e
entdo Totv=0.

1I

3819 — Provar que, sendo z(x,y) definida pela

equagdo y=ux¢ (2)+ ¢ (z) entdo:
a) p+qe(z) =0
b) rqg*—2pgs +¢p2=0.
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o (2)

ez, Sy Ty

Da equagio dada tira-se p =

=9 b
€ (= x.—_v'(z) 'i“i-;' @ e entio

2@ xd () +¥ ()
x¢' (z)+¢'(2) ¢ (z)

b) derivando em ordem a x e em ordem a y a

=0.

p+qe(z) =

igualdade da alinea a) e atendendo a que tp(z)u-—%

vem 2
r-i-a—pp—(s-}-gip)-g—kpqo(z) =0
dz i)
ap 08 N o
s+xq—(t a—q) +q?¢'(2)=0
€ Como
o da
QI T Y R
dz  dz p dz 90z p
ox 0x
wird:

r+ %p—(ﬁ—-; p)—z +pqe(z)=0
r ( s p

Bk =g e )—+’-.:>‘z=0
=4 Sl Gl 0 o q’ o' (z)

2~
QI—%p-l-pq?' (z) =0

WG 2 TR
)= — — — — . e
i q* Pq P /@
e eliminando ¢' (z) vird:
2 2t s
el SO LSRN Ot B St AP0
q q q?

que equivale a tq? —2pqs + tp2=0.
111

x dx dy

(@ —y2) V(@ +y2+1)3
A é o dominio do primeiro quadrante compreendido

onde

3820— Calcalar f. L

1
entre as rectas y =0 e y.:i,/_.;m_

R: Fazendo a mudanga para coordenadas polares

fica

x dx dy

J JA (2 — vV (2 + y? +1)8 3

™
6

£ cos f R dp
—J T daJ =
o Ccos*6—sen®d 0 1/{92 + 1)

€ Como
a0 dp At® ] 42— p?
J v fp’ +1)3 -}u Vit + 1)

_.j t/pz --_1 - dJ V(p:ipl)s

-2, T+ ot i
f k/?=+1 t/pz+1:| jt/-eﬂ

ter-se-a de calcular

= 08 0

= ¢

P e, I
; cos?§ — sen? 0

™
I cos O

dp=

d
(cos 6 —sen 8) (cos 6+sen f)

0
k13
1 5| cost —senb cos 0 + sen b
= — " do=
2 g cos b + sen

cos 0 — send
"]
=—11lo

]% 1 e ;/5-,-1‘
0 V3 -1
fJA (x2—y2) l/(x-+y2+1)3 20k

xdxdy 1
v

cos i + send

cos i — sen

1/54—1‘

VB-1|

3821 — Averiguar quais sfio as fungdes y(x) que
satisfazem i seguinte propriedade:

d E‘y) E dy)
d:n(E:n Ex )

\! '
R: A igualdade equivale a ter (y‘i} = _v“ir
Y/ y

r—x v x

e A v'! que € wina equa-
y? : iy

¢io drferencml homogénea: y'yy'x+yy?2—xyB=

=y'' xy2; fazendo-se y —e/*% paiza-se a ordem da

-1

X
ou seja y” — +y

dz =

1
equagdo obtendo-se: dx ou logz +

1
4+ —=x—logx+c ecomo z=-"—, vem
z

! ! x
10g1=x+c—-li~ donde se tira -):—’=q)(e)

Je(r)s

Enunciados e solugdes dos n.” 3513 a 3821 de Fernando de Jesus.

€ y=ce



