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Tomando as duas normas 

a. a. 
e designando por M um número real arbitrário, é 

Pz MV) 

P M 
• >1 > M , 

desde que n seja suficientemente grande. 
As normas pi (x) e pz (x) não são, portanto, equi-

valentes, ficando assi m provado o que se propunha (*). 

É evidente que na definição das aplicações / j a f2 

se pode usar uma larga margem de arbitrariedade, 
sem deixar de atingir o mesmo resultado. No caso 
de / j , por exemplo, pode substituir-se a expres-
são / í ( x „ * ) = n, (para todo o x,' e C ) , por f2 (x,') = 
= » ( « ) . , sendo tp (n) um qualquer infinitamente 
grande com n . Escolhendo infinitamente grandes 
de ordens diversas, obter-se-ão sempre normas não 
equivalentes (duas a duas), vendo-se portanto ime-
diatamente que há possibilidade de determinar infinita* 
normas por forma que todas introduzam em E topolo-
gias distintas. 

A noção de c o r p o rígido em Relatividade Restrita1 

por Ruy Luís Gomes 

Em cinemática clássica diz-se que um corpo ou sis-
tema de pontos materiais ê rígido se a distância de dois 
quaisquer dos seus pontos não varia com o tempo. 

Mas é preciso não esquecer que (em cinemática 
clássica), tanto o tempo como a distância {de posições 
simultâneas) têm carácter absoluto, isto é, não depen-
dem do sistema admissível (2) em que são medidos. 

Esta simples observação mostra que se quizermos 
utilizar aquela definição no domínio da Relatividade 
Restrita, temos de a interpretar convenientemente, 
pois é necessário esclarecer em que referencial deve-
mos calcular distâncias e tempo, uma vez que os seus 
valores variam de referencial para referencial. 

Ora quem pela primeira vez considerou o problema 
dos corpos rígidos em Relatividade Restrita foi o 
célebre físico alemão, MAX BOHN, que adoptou a se-
guinte delinição (3 ) : um corpo move-se (em relação a 
um sistema admissível) como um corpo rígido, se as 
linhas de universo dos seus pontos são curvas equidis-
tantes. Mas este enunciado tem ainda uma certa am-
biguidade. 

Na verdade, se considerarmos o caso particular de 
um corpo rígido em repouso num sistema admissível, 

p) Daqu] SB seguo Imediatamente o recíproco do teoroma 
citado Gill (-V1; portanto: condição necessária e sajlcicnte para que 
sejam idêntica* tudas as topo/ogias localmente ÇOUVtxa* separadas 
sobre um espaço vectorial E è que d dimensão cíç E seja Jlnita. 

' * I 'j tomos noticia do osto assunto tor sido já tratado por 
úutorus portugueses o isso constitui, só por si, motlro para o 
conelrferarmos osIa rev.stA. tnnto mais q.i" permito acroscoutur 
novos escinrocimontos ao problem 1 das distâncias próprias. 

{*> O tempo ú até indepeadeisle <'s todo o referencia) >' a 
própria distfiocla do posiçAos simultâneas i:i. !uva::!t:it' e 
uin K [ ' i i . t . amplo do quo o do *ii.t:i>. 

('} Dte TheorÍÊ des starren BUMrout ia der Kitumatik des Reta-
tícitaísprinzips—Auoalun der 1'hvslt, 30 (1909). 

as linhas de universo de dois dos quaisquer dos seus 
pontos terão equações da forma 

aij = i\t + at 

xt ™ i\ t + i>, 

e embora a sua distância (1 ) 1 * se mantenha cons-
tante (no tempo de qualquer sistema admissível), 
o certo é que o seu valor depende de um elemento a , 
estranho ao corpo em questão. 

Consequentemente, só a distância J" está ligada 
apenas ao próprio corpo e este facto é que leva a 
completar a definição de M. BOHM nos seguintes 
termos: um corpo move-se como corpo rígido, se as 
linhas de universo dos seus pontos são curvas equidis-
tantes no espaço e no tempo do próprio corpo. 

Para estudar o problema Ja rigidês em Relativi-
dade Restrita temos, pois, de calcular / " , mas 
adaptando a doutrina desenvolvida no nosso artigo 
anterior (•*) ao caso de P e Q terem movimentos 
quaisquer. 

Ora tratando um corpo sólido como um caso parti-
cular de um meio contínuo tridimensional, os seus 
diferentes pontos ficarão completamente individuados 
por meio de três parâmetros u,, n, . E a linha de 
universo do ponto genérico (m,, r,.2, r^) terá as equações 
( 1 ) tffíill 3*>»J»S»*)f 

sendo coordenadas admissíveis quaisquer. 
É evidente que (1) generalizam (3), artigo anterior. 
Introduzindo um tempo local ( s), nomeadamente o 

tempo próprio r do ponto (r,,, u, ,1»,) do corpo cm 

(>) Sobro a noção do dlstjlociA em Hei atividade Restrita, 
Gazeta de Matemática, n.° 57, p. 3, 4, 

(s) Consultar G- JlKBGLOTZ—über dtn tum Staiidpunkt de» 
ReiativiíâLtprinzips a tis (Us «#tarr* su beseichnendtn Kõrpcr, 
Annaion dor PbysLfc, SI (1910). 
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questão, tempo que varia com t segundo unia equação 
da forma 

(2) 
a t 

W 

podemos representar as linhas de universo dos pontos 
do corpo pelas equações paramétricas 

»1 — «É M > «i i 'b ) *) 
t = < (>i| ' 

com a vantagem de ficar em evidência o tempo pró-
prio t e não o tempo admissível t. 

Nestes termos um deslocamento elementar dx,,dt 
do ponto ( j ) , ,^,10) é caracterizado por 

w 

í a Xi — — d T 
d í 

d-
pois dr,, = dr^ =» d — 0 . E as equações (4) substi-
tuem {(->'), artigo anterior. 

Analogamente as equações (G), artigo anterior, são 
substituídas por 

» « . - S í ^ + ^ r » * **à+ dt 
V á í * 4. ' S Í i 

ern que não figura um deslocamento finito A' , V f 
mas apenas um deslocamento elementar 5 ac,, & í , e 
entre d x u dt e Sa;,, õí , subsiste a relação de ertogo-
u alidade 
(G) Z ü x i d x i — & S i t í í =- 0 . 

Finalmente, a distância de dois pontos vizinhos 
Ti e rH + 5mj, medida na variedade própria de r., e no 
instante t é dada por 

(7) So* - 2 — 

E dl ser que o corpo ou sistema dos pontos r.t se more 
como corpo rígido ê dizer que íí não depende de r . 

li esta a interpretação que deve ser dada ao enun-
ciado de MAX IÍOHN e foi precisamente nela que se 
baseou O. HSRQLOTZ para demonstrar (l) que um corpo 
rígido tem apenas três grata de liberdade e não seis 
como na cinemática elástica. 

Deixamos essa demonstração para um outro artigo; 
neste queremos acrescentar sórnente a expressão de 
S rs em termos de e T. 

Substituindo em (7) Sa:, e S t pelos seus valores (5), 
virá 

í I 0 pois lodo ponto :ü-V.oriI ;•[. voIÍK".i 1 ]íiM menor 
quo a luz a lato oxJgti d r., ri T,, = £M r,J: <; IJ , Janilo oftíc-
ilTamatile , i ' U para iit|B>0, 

(8) í » * = 2 . < r s » , K , = 
pyj 

em que >14 — t. 
Ma* como a relação de or togo na lidade, expressa 

também em e T, tem a forma geral. 

(9) 

resulta, no caso que nos interessa, 

(10) — 

pois os deslocamentos dwf de um ponto de corpo são 
caracterizados por dn l=dv1—dii3^m0 o Í / T ^ I / T ^ O , 

Eliminando agora £ por intermédio de (10) ou (i) 

(10') 2! Sn s 

— í/u 
. 1 , 2 , 3 , 

(11) ~ 

ou seja finalmente 

(12) 
em que 

</u 

(13) ta " 9u> + 
•Vil •!,A 
— 9i 4 

A condição de rigidez exprime-se, portanto, pelas 
equações 

um corpo move-se como corpo rígido se os coeficientes 
da forma (12), que dá a distância própria do corpo, 

não dependera do tempo próprio - . 
Assim, em particular, os sistemas de inércia são 

sistemas rígidos, pois neles 

não depende rio tempo próprio t . 

NOTA — O ultimo artigo saiu com numerosas gra-
lhas, quási todas felizmente de fácil correcção. 

Assim, na página 4 deve escrever-se, na primeira 
coluna, 

+ r ' 
e na segunda 

e, três linhas abaixo, 6 = — . 
2 

* I • — / • 
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Finalmente aa fórmulas (14') c (15) devem cscre-
ver-sc 

(14') ( i * - e * ) n | r —2 v j r (nj v - d ) — O 
(15) u | [ ( u i - c 2 ) r - 2 y | r . v ] = — 2 v | r . o í . 

Além destas gralhas é necessário ainda observar, 
como salientou o Prof. MIKÀ FERNANDES (*), que as 
soluções u, dadas pela equação (15), não constituem 
um plano, como ai erradamente se disse. 

Fazendo 
v — c 

— a ---- — — r — 2 v , 
v|r 

(15) toma a forma 

donde se conclui que a projecção de u sobre a é 

igual a -———. 
mod a 

Sendo O uma origem qualquer a partir da qual 
construímos o vector a , e i um plano ortogonal a 
a , cortando a direcção de a no ponto A tal que 

OA : 
2 c! 

-, cm qualquer direcção OD que encontra 
mod a 

ir no ponto P , o vector u P — 0 satisfaz ao pro-
blema. 

As soluções de (15) são, pois, uma para cada 
dirocçâo: aquela cuja projecção sobre a é a colis-

ã o 
tante — - . 

mod a 
Se tivermos em conta a condição suplementar 

^ - C c 2 , as soluções possíveis formarão um cone de 
rfi (vS - c*) 

raio A P = e;- - — — , em que d1 • 
1 + d * ' <v]r>* 

A c /ass room no fe o n the p r o o f of Schur 's lemma 
by Hugo Riboiro 

Let SJI and 91 be vector spaces over the same field, 
91 and SO non void families of linear mappings res-
pectively on 2)t into 9JI and on 9i into 91, and F a 
linear mapping on 91 into 3)i such that for any ZieSS 
there is A e 51 for which A F = FB. Schur's lemma 
says, now, that if 33 is irreducible (J) then either F is 
the null mapping or it is non singular (and 9H and 
9t have same dimension). 

To prove this we first, remark that if wo disregard, 
above, the word «linear» and substitute «vector spaces 

( ' ) NIiiii* corla quo .10- dJrlglu, |11)[] iII transerevemot CS da-
souvalvimautos qua Baffuam. 

(") We are Kruitlu lu Prüf. N. JACOBSON for Iba foltowiiip 
r>-fi..'i' to tha samo I ;• v of »uoillug med 11j TIiis proof: 
N. JACOB80H, Tho Thoory of liiu^s, Am. Math. Hoc., l'.l, p, 5i. 
Et. BBAULÄ, Ü11 eets of uoatrlces wlth coofBcleuU In A t1i Vision 
rluR. Tnin. Am, Math. Soc., TOI. ( l. 1911, p. 514, 

T h a i ] s , u o p r o p a r s u b a p & c a o f 9 t Is I n f i ILIvUl i a n ; b y a l l 

Befß. 

over the same iieldu by asets», then we immediately 
obtain the following (involving just sets and map-
pings) : if £> C 971 is such that for any A e 51, 
A (O) C D and if g is the set of all elements of 3! 
having image in O, under F, then for any fie33, 

(In fact, for any B 8 » , A F ( 3 ) - » FB (3) 
for some /l e 31, but A (JO)CD, hence A F (3) C D , 
so that B ( 3 ) C 3 ) . 

W e have now the Schur's lemma, as a corollary, by 
just taking as £) the null subspace of 9Jt and using 
some basic knowledge on linear mappings: for, then, 
3 is a subspace of 9! and, since on one bant! for any 
B 6 35, $ (3)CH3 on the other hand S3 is supposed 
irreducible, we will have that either 3 is or it is 
the null subspace of hence either F is the null 
mapping or it is non-singular (3). 

(') Presented to the 1951 meeting of the Nebraska Section of 
the Mathematical Association of America. 


