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edi¢fio da «Enziklopidie des Mathematischen Wis-
senschaftenv : AnyorLp Scmsipr, Mathematische Grund-
lagenforschung (Band T 1, Heft 1, Teil I1, 1950) ; H.
Herues e H. Scrnonz, Mathematische Logik (Band 11,
Heft 1, Teil T, 1952).

Um livro recente muito acessivel sobre estes assun-
tos é o seguinte:

S. C. Kueexe, Introduction to Metamathematics,
Amsterdam (1952).

Nora pa Repicgio — O precedente artigo é uma
traduciio de apontamentos cedidos amavelmente pelo
Prof. G. Kérue 4 Gazeta de Matemaditica. Ao ilustre
professor manifestamos aqui a nossa viva gratiddo
por nos ter oferecido a possibilidade de tornar conhe-
cida de todos os leitores da Gazeta o conteido desta
sua conferéueia de tio vasto interesse, documentando
assim um momento da sua brilhante actuag¢fio no
nosso meio.

Sobre a equivaléncia de normas em espacos vecloriais

por Jaime Campos Ferreira (*)

O artigo presente tem primeiramente o objectivo
de chamar a aten¢lo e, se possivel, o interesse de
alguns estudantes de Matemdtica das nossas Escolas
Superiores para um campo particularmente atraente
da Andlise moderna. De acordo com esse objectivo,
procuroun-se dar-lhe uma forma bastante acessivel.

Serve ainda para apresentar um pequeno resultado
—relativo & possibilidade de definir normas nfo equi-
valentes em qualquer espago vectorial de dimensio
infinita (1) — ao qual nfe me foi possivel encontrar
qualquer referéncia, se bem que, pela sua simplici-
dade, pareca bem pouco provivel que nio se encon-
tre jd publicado.

1. Espagos vecloriais relativos ao corpo real.

No que se segue / representa um conjunto cujos
elementos, de natureza qualquer, serio designados por
letras latinas mindsculas. O conjunto dos mimeros
reais serd representado por R e os seus elementos,
em geral, por letras gregas mindsculas.

1.1. O conjunto E diz-se um espago vectorial rela-
tivo ao corpo real, ou simplesmente um espago veclorial
real, se

1.» — A cada par (x,y) de ¢lementos de IV corres-
ponde um e um s6 elemento do mesmo conjunto,
que se chamard a soma de X e y e se representard
por x + y, de tal forma que resultem verificadas as
condigdes seguintes:

a) (x+y)+z=x4 (y+2z) para quaisquer ele-
mentos X,y,ze l;

b) X+ y=y+x para quaisquer elementos
x,ye E;

(*) Bolseiro do Instituto de Alta Cultura (Contro de Estudos
Matemiticos).
(*) Ver 8.5

¢) Dados dois elementos a e b de E existe sem-
pre pelo menos um xe F tal que a+x=h.

2°— A cada par (£,x) constituaido por elementos
tEeR ¢ xeFE corresponde um tinico elemento £ .x
ou Exeld, (o produto de § por x), por forma que:

d) E(xx)=(Ex)Xx quaisquer que sejam
E,meR e xeE;

e) (E+n)x=EX+unx
E,meR e xe &;

f) E(x+y)=Ex+Ey paratodoo EeR e quais-
quer x,yel;

quaisquer gue sejam

g) 1.x=x para todoo xeE.

Ohbs. — Na definigiio precedente o corpo real R pode
ser substituido por um corpo qualquer A ; E dir-se-4
entio um espago vectorial relativo ao corpo K. Para
maior simplicidade, porém, so consideraremos aqui
espagos vectoriais relativos ao corpo real, o que deve
ser sempre subentendido.

1. 2. Com facilidade se prova que das condigdes
impostas na definigiio anterior resultam varias proprie-
dades para as operagoes representadas pelos simbolos
+e-, operagoes que se denominam, respectivamente,
adi¢io e multiplicagio por escalares. Km particular,
prova-se que existe um e um 86 elemento u de I
tal que

u+x=x para todo o xe¢E

e também que, para cada ze E, existe um e um
86 z'e E que verifica a igualdade

z+2z' =u.

O elemento acima designade por u chama-se o zero
de E; em geral, prefere-se para o representar o
simbolo 0. 2', o simétrico de z, pode representar-se
por — &.
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Vé-gse ainda facilmente que a sclugio da equacio
a+ x="h, exigida em ¢), & tnica e precisamente
x="h+ (—a). A expressio b+ (—a) pode simpli-
car-se para b—a.

Algumas outras propriedades de demonstragio
muito simples sio as seguintes :

E.0=0 paratodoo EeR;
0.x=0 » v » Xel;
(1) .x=—x » » »nx6kE;

-

E.x=0 implica E=0 ou x=0.

1.3. Vejamos agora alguns exemplos de espagos
vectoriais reais:

1. — O espago cartesiano an dimensdes reais, R*,
constituido por todos os elementos x da forma

1'=(E11521"' £

em que Ey,E,---E, ¢ uma sucessio de » nimeros
reais.
A multiplicagio pelo escalar aeR ¢ definida pela
relagdo
aX = (afj,alz, -+ ,a8,)
e a adigdo por
x+y=CE+rn,k+n,5+n),

para X = (§1,82, " *,8) € ¥ =(m %2, "y 7)-
2.°— 0 espago P, constituide por todos os polind-
mios na varidvel real 7, com elementos da forma

X=agl* +eag Pt + e oy

em que k ¢é um inteiro nfo negativo e ag,ay,--a;
8o numeros reais quaisquer (s¢ podendo ser ay=0
se k=0). As definigdes de adigfo de dois polindmios
e de multiplicagio de um polindmio por um nimero
real sdo as usuais.

3.2 — O espago constituido por todas as fungbes
reais da wvaridvel real £ eom um mesmo dominio de
existéneia ¢ também um espago vectorial. O mesmo
se passa com o espago das fung¢bes limitadas, ou das
fungdes continuas, ou ainda das fungdes diferencidveis
num mesmo dominio. A adigdo e a multiplicagdo por
escalares supdem-se definidas pela forma habitual.

Seria possivel dar muitos mais exemplos, mas estes
bastam para nos apercebermos da generalidade do
conceito de espago vectorial. Muitos conjuntos de
grande interesse na Andlise, em especial determina-
das classes de fungdes, podem ser encarados, de uma
forma absoluntamente natural, como espagos vectoriais;
em consequéncia, todos os resultados que se deduzem
no estudo do conceito abstrato de espago vectorial sfio
inteiramente aplicdveis a esses conjuntos, sem neces-
sidade de demonstragdes particulares para cada caso.

2. Independéncia linear; base e dimenséo
de um espaco vectorial

2.1. Os elementos X;,X»,:-,X, de um espago
vectorial J dizem-se linearmente independentes se
a igualdade i x; + ExXp+ -+ + 5, x,=0 implica
Efi=E=-=§=0.

A defini¢io anterior é aplicdvel apenas no caso em
que os elementos considerados sio em numero finito.
O conceito de independéncia linear pode, porém,
definir-se para além desse caso, pela forma seguinte:
diz-se que os elementos de um subconjunto infinito
C do espago vectorial E sfo linearmente indepen-
dentes, quando toda a parte finita de € for consti-
tuida por elementos linearmente independentes.

Exz.: No espago cartesiano R, os elementos ;=
=(1,0,0,...,0), e,=(0,1,0,...,0),..., 8,=(0,0,0,...,1)
840 linearmente independentes. No espaco P do ex. 2.°
de 1. 3, sio linearmente independentes as poténcias
inteiras nfo negativas da varidvel 7.

Um conjunto |xx| (finito ou infinito) de elementos
de um espago vectorial E diz-se uma base de I quando

12— | x| é constituido por elementos linearmente
independentes.

2.°—Todo o elemento xe £ & susceptivel de uma
representagdo da forma

x= YExXa
- 3
subentendendo-se, naturalmente, que os coeficientes
£z serfio todos nulos, excepto um mnidmero finito.
(Atendende & independéncia linear dos elementos de
{X2| imediatamente se reconhece que uma tal repre-
sentagfo tem de ser tinica).

Ewx.: E fdcil verificar que o conjunto consti-
tuido pelos elementos ey, ez,+--,e,, acima conside-
rados, é uma base do espago R"; também o conjunto
(1,%,8,--+%,---) constitui uma base do espago
vectorial P.

2.2, A propdsito do conceito de base surgem jd
naturalmente algumas questdes interessantes: em
primeiro lugar, todo o espago vectorial terd uma base ?

Desde que se admita o célebre axioma de ZrrueLro,
pode dar-se a esta pergunta uma resposta afirmativa (1);
e ¢ logo imediato o reconhecimento da existéncia
de uma infinidade de bases distintas, para qualquer
espaco vectorial.

Assim, por exemplo, no caso do espago R", pode-
remos tomar como base qualquer conjunto de =n ele-
mentos da forma

(51,0,0,---,0),(O,EZ,O,---,U),---,(0,0,0,---,a,,),

(') Suple-se sempre excluido o caso de um espago vectorial
constituldo por um dpico elemento : o zero.
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desde que seja £0 (i=1,2,---,n). Outra base
de R" ¢ o conjunto constituido pelos elementos

(110101"‘!0)1(1s1 10|'”:0)1"'v (1 !lal"“!l)-

Também sob a condigfo E;5=0,(i =1,2,.--,2),
qualquer conjunto da forma (§1,82%,83%2, <+, Ep By 00+)
¢ uma base do espago vectorial P.

Nestes iltimos exemplos observa-se que todas as
bases do espago R" que considerdmos tém o mesmo
nimero — n — de elementos; no caso do espago P,
as bases indicadas sfo também sempre constitui-
das por uma infinidade numerdvel de elementos do
espaco. Apresenta-se-nos assim uma outra questio de
grande importancia: terdo todas as bases de um dado
espago vectorial o mesmo ntiumero de elementos ?

A resposta é de novo afirmativa: pode provar-se
que o numero cardinal da base de um espago vectorial
ndo varia quando essa base se substitui por outra,
constituindo precisamente esse mimero uma caracte-
ristica do espago, 4 qual se dd o nome de dimensio.

3. Espagos normados

3.1. Suponhamos agora que a cada elemento x de
um determinado espago vectorial real E se associa
um nimero real p(x), por forma que se satisfagam
as condigdes seguintes:

a) p(x) >0 paratodoo xe E;

6) p(x) =0 seésése x=0;

¢) p(x+y)<p(x)+ p(y) para todo o par de
elementos x,ye E;

d) p(Ex)=|E|p(x) para todo o xe E e todo
o EeR.

Diz-se entdo que p(x) é uma norma sobre o espago
E, ou que este espago ¢ um espago normado (pela
norma p(x)).

Obs.— A nogdio de espago normado pode ser dada
com maior generalidade. Pode definir-se da mesma
maneira uma norma sobre um conjunto E que seja
um espago vectorial relative a um corpo K, desde
que em K esteja definido um valor absoluto, isto
é, uma aplicagio £ — | &| de A em R satisfazendo
as condigBes: |E|>0; |E|=0 se e s6 se E=0;
E+n|<|E|l+|nl; [§n]=|E|[n], para quais-
quer E,rne K.

3.2. Vejamos alguns exemplos simples de normas:

1.2— A distineia euclideana do ponto z=(§;,Es,---
«ee,E) B oorigem 0= (0,0,..-0), definida pela ex-

pressio
n®=y\/3u
=1

é uma norma sobre o espago R".

Ainda no mesmo espaco, sendo X = (§,8, -+, E,),
qualquer das expressoes

pr(x)= 3 |&|

i=1

p;(x)r=max(|51|,|Ezj,--=,|a,,|)

determina uma norma.

2.2 — No espago vectorial constituido por todas as
fungdes reais de varidvel real definidas e limitadas
num mesmo dominio D), o extremo superior dos md-
dulos dos valores assumidos por cada fun¢fo no do-
minio ) é uma norma.

3.3. Sabe-se bem que, partindo, por exemplo, do
conceito de distincia eaclideana, é possivel introduzir
no espago R* certas nogdes de grande interesse, como
as de vizinhanga de um ponto, de conjunto aberto, de
interior de um conjunto, etc ; e sabe-se também que
é primordial o papel desempenhado por tais nogdes
na definicio de alguns conceitos fundamentais da
Andlise (como os de limite e de continuidade, por
exemplo), e no estudo de propriedades que com esses
conceitos se relacionam.

B féeil ver agora que uma norma p (x) sobre um
determinado espago vectorial E permite definir nesse
espaco nog¢des inteiramente andlogas, facto que se
pode exprimir dizende que a norma p (x) introduz
uma topologia no espaco K.

Assim, sendo x; um elemento qualquer de E e ¢
um nimero positivo, podemos definir a wvizinhan¢a e
de Xy como o conjunto V,(Xp) de todos os elementos

xe B tais que
p(x—x) <=

As defini¢des de conjunto aberto, conjunto fechado,
interior, exterior e fronteira de um conjunto, ete.,
decorrem agora da anterior definigio de vizinhanga
exactamente como no caso do espago R". Por exem-
plo, um subconjunto A de E serd um conjunto aberto
se, para todo o xe M existe um >0 tal que
V() M.

E também o conceito de limite de uma sucessio se
pode introduzir por uma forma idéntica & babitual:
diz-se que a sucessfo Xq,Xz, ,X,, - deelementos
de E tem por limite o elemento xye E quando para
cada >0 existe um nimero natural N, tal que
para n> N: seja x, eV, (Xg).

Suponhamos agora que F e I sio dois espagos
vectoriais, p (x) uma norma sobre £ e ¢ (y) uma
norma sobre F'. Se f(x) ¢é uma aplicagio de E
em [ (isto ¢, uma fun¢fo univoca definida em E e
de contradominio contido em F'), dizemos que,



8

GAZETA DE MATEMATICA

quando x tende para xye £, f(x) tende para o li-
mile yoe F', e escrevemos
lim f(x) =y,

X+ Xe
se a cada § corresponde um e por forma que
O<px—x)<e

A generalizagio da defini¢iio de continuidade ¢
igunalmente imediata, podendo também usar-se os
mesmos termos do caso cldssico: f(x) é continua no
ponto xye E se para cada vizinhanga W de f(x)
existe uma vizinhanga V de x; tal que f(x)eW
para todo o xeV.

Se acrescentarmos que, ao longo deste processo de
generalizagio, se conserva a maior parte das proprie-
dades essenciais relativas aos conceitos considerados,
ver-se-d com clareza até que ponto o caminho seguido
é natural.

implique ¢ (f(x) — yo) <<3.

3.4. O conceito de norma, que acima se intro-
duziu, e as consideragdes que a seu respeito foram
feitas, sugerem-nos agora mais algune problemas:

1.° — Serd sempre possivel definir uma norma sobre
um dado espago vectorial ?

202 —8e p(x) e q(x) sdo duas normas sobre um
mesmo espago E, qual € a condigdo para que as duas
normas introduzam nesse espago a mesma topologia ?

Verificaremos adiante que é sempre possivel definir
num espago vectorial uma infinidade de normas, ticando
assim resolvida a primeira questio. Quanto i segunda
comecemos por esclarecé-la um pouco melhor: o que
se pretende & saber as condigbes em que, dos dois
sistemas de vizinhancas de cada elemento %36 E que,
a partir das normas p(x) e g (x), sdo definidos
pelas expressoes

px—x)<e qg(x—x)<3?
(e e & numeros positivos arbitrdrios), resultamn exac-
tamente os mesmos conjuntos abertos, os mesmos
conjuntos fechados, a mesma nogio de limite, ete.

Segundo um resultado elementar da Topologia
Geral, condigdo necessaria e suficiente para que tal
aconteca € que qualquer das vizinhancas de cada um
desses sistemas contenha uma vizinhanga do outro (para
todo o xye E). E ¢é fdcil reconhecer que esta condi-
gdo € satisfeita se e 50 se existem dois nitmeros positivos
o e [ tais que

2p(x) <g(x)<Bp(x)
Quando existem dois nimeros z ¢ B nas condigdes
anteriores, as normas p(x) e g(x) dizem-se equiva-
lentes: elas introduzem entfio, no espago vectorial FE,
a mesma topologia.
Assim, as tr@s normas p;(X), pa2(X), ps3(x) sobre

qualquer que seja xe .

o espago R", que foram definidas em 3. 2., s3o equi-
valentes, como se vé pelas relagdes

Pa(x) < py (%) < pa (x) < npa (x)

cuja justificagdo ¢ imediata.

De resto, nfio ¢ dificil demonstrar que gquaisquer
duas normas sobre o espago R" sdo equivalentes, isto
¢ que, sobre um espaco de dimensfo finita, todas as
normas introduzem a mesma topologia (1).

3.5. Burge naturalmente nesta altura uma nova
questio: serdo os espagos R os dnicos que gosam desta
propriedade ou, pelo contrario, haverd espagos de dimen-
silo infinita em que todas as normas sejam equivalentes ?

Responderemos a esta pregunta mostrando que,
dado um espago vectorial de dimensdo infinita, € sempre
possivel definir sobre ele normas nio equivalentes.

Seja K um espago vectorial real (2) de dimensio
finita ou infinita e | x2 | uma base de E. Se x
designa um elemento qualquer do espago E, sabe-se
que existe uma representagfio da forma x = ¥ £Xxax,

*
em que os coeficientes EX sdo nimeros reais (todos
nulos, excepto um nimero finito), univocamente de-
terminados pelo elemento x.

Designemos por f uma qualquer aplicagio da base
|Xa| no conjunto R* dos ndmeros positivos. Nestas
condigdes, verifica-se imediatamente que a expressiio

p(x) =3 f(xa) | EX |,

em que f(X2) representa o valor da aplicagio f no
ponto x» da base, define uma norma sobre E. (Re-
pare-se que assim se confirma a resposta que foi dada
a 1.* questdo enunciada em 3, 4.).

Admitamos agora que a dimensfo de £ é infinita.
Existe entiio sempre um conjunto numerdvel C=(x},
Xy, +, %X ,+=), contido na base |xx| do espaco
E . Consideremos duas aplicagdes f, e f; (de |xa!
em RY), que satisfagam as condigdes :

fi(x)=1 Sa(x3)=n

para todo o x} e €', sendo arbitrdria a definigio de
Ji1 & f» nos pontos do complementar de C em }xa|.

('} Segnndo um teorema da teoria do espacos localmente
convexos, sde idénticas todas as lopologios localmente converas
separadas sobre qualquer espage de dimensdo finita, resultado de
que o facto acima apontado é um caso particular.

(*) Do acordo com a obsorvaglio final de 1. 1., supde-se que
E & um espago vectorial real; a demonstraglio serve, porém,
passo por passo, parg o caso mais geral de um espago vectorial
rolative a um corpo qualguer munido de um valor absolate, a
que se fez referBncia em 3. 1. (Obs.).
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Tomando as duas normas
X)) =3/ (x0) | 5| e p2(x) = Zfo(xa) | B |
o o

e designando por M um numero real arbitrdrio, ¢

S fa(xa) | E5
P (xh) _ SRR

) Shea)| 8T Al

Eﬂ}gw,

desde que n seja suficientemente grande.
As normas p;(X) e pz(x) nio sio, portanto, equi-
valentes, ficando assim provado o que se propunha (1).

E evidente que na defini¢io das aplicagdes fi e f»
se pode usar uma larga margem de arbitrariedade,
sem deixar de atingir o mesmo resultado. No caso
de f,, por exemplo, pode substituir-se a expres-
sfio f» (X, )=n, (para todo o x/eC), por fo(x,) )=
=o(n), sendo ¢(n) um qualquer infinitamente
grande com n. Escolhendo infinitamente grandes
de ordens diversas, obter-se-io sempre normas nfo
equivalentes (duas a duas), vendo-se portanto ime-
diatamente que hd possibilidade de determinar infinitas
normas por forma que todas introduzam em E topolo-
gias distintas.

A nocdo de corpo rigido em Relatividade Restrita

por Ruy Luis Gomes

Em cinemdtica cldssica diz-se que um corpo ou sis-
tema de pontos materiais € rigido se a distincia de dois
quaisquer dos seus pontos ndo varia com o tempo.

Mas é preciso nfo esquecer que (em cinemdtica
cldssica), tanto o tempo como a distincia (de posigdes
simultineas) tém cardcter absoluto, isto é, nio depen-
dem do sistema admissivel (2) em que sdo medidos.

Esta simples observagio mostra que se quizermos
utilizar aquela defini¢io no dominio da Relatividade
Restrita, temos de a interpretar convenientemente,
pois ¢ necessdrio esclarecer em que referencial deve-
mos calcular distincias e tempo, uma vez que 08 seus
valores variam de referencial para referencial.

Ora quem pela primeira vez considerou o problema
dos corpos rigidos em Relatividade Restrita foi o
célebre fisico alemdo, Max Bory, que adoptou a se-
guinte defini¢io (3): um corpo move-se (em relagio a
um sistema admissivel) como um corpo rigido, se as
linhas de universo dos seus pontos siio curvas equidis-
tantes. Mas este enunciado tem ainda uma certa am-
biguidade.

Na verdade, se considerarmos o caso particular de
um corpo rigido em repouso num sistema admissivel,

(') Dagui se segue imedlatamente o reciproco do teorema
citado em (3); portanto: digd para gue
sejam idénticas lodas as lopologias localmente converas separadas
sobre um espugo vectorial E ¢é que a dimensdo de E seja finita.

(") Nio temos noticia de este assunto ter sido j& tratado por
autores portugueses e isso constitul, s6 por si, motivo para o
conslderarmos nesta revista, tanto mais que permite acrescentar
novos esclarecimoentos ao problema das distdncias proprias.

* o po & atd independente de todo o referencial e a
propria distfincla de posigbes simulifineas & um invariante de
um grupoe mais amplo de que o de GariLeu.

(*) Die Theorie des starren Elektrons in der Kinemalik des Rela-

prinzips — A 1 der Physik, 30 (1909).

irig e suflei

as linhas de universo de dois dos quaisquer dos seus
pontos terfio equagdes da forma

=+ o
T =vt+ b

e embora a sua distdncia (4) /] se mantenha cons-
tante (no tempo de qualquer sistema admissivel),
o certo é que o seu valor depende de um elemento u,
estranho ao corpo em questio.

Consequentemente, s6 a distineia 1Y estd ligada
apenas ao proprio corpo e este facto é que leva a
completar a definigdo de M. Borx nos seguintes
termos : um corpo move-se como corpo rigide, se as
linhas de universo dos seus pontos siio curvas equidis-
tantes no espago e no tempo do priprio corpo.

Para estudar o problema da rigidés em Relativi-
dade Restrita temos, pois, de calcular 7Y, mas
adaptando a doutrina desenvolvida no nosso artigo
anterior () ao caso de P e @ terem movimentos
quaisquer.

Ora tratando um corpo sélido come um caso parti-
cular de um meio continuo tridimensional, os seus
diferentes pontos ficardo completamente individuados
por meio de trés parimetros =n;,7n,,7;. E a linha de
universo do ponto genérico (w;,7s,7;) terd as equacdes
1) @y = 2 (g5 7ma, 3, 1) ,
sendo ux;,¢ coordenadas admissiveis quaisquer.

¥ evidente que (1) generalizam (3), artigo anterior.

Intreduzindo um tempo local (°), nomeadamente o
tempo pripric = do ponto (w,ny,7n3) do corpo em

(*) Sobre a noglio de distiocia em Relatividade Restrita,
Gazela de Matemditica, n.° 57, p. 3, 4.

(*) Consultar G. HereLorz — Uber den vom Standpunkt des

Relalivititsprinzips aus als wstarrs zu bezeichnenden Korper,
Annalen der Physik, 31 (1910).



