GAZETA DE MATEMATICA

MATEMATICAS SUPERIORES

PONTOS DE EXAMES DE FREQUENCIA E FINAIS
MATEMATICAS GERAIS

F. C. C. — MatemATicas Genars — 2.° Exame de Fre-
guéncia, 1952-53.

3826 — Caleular & de modo que o sistema
2z —y+32=0
x4+ 4y—Hz2=0
3e+ky+2z2=0

tenha solugdes nfo nulas, e determinar essas solugdes.

R: k=3/13. Solugies: x=—T7C/9,y =13C/9
e z=0C, com C qualquer.

3827 — Estudar erepresentar graficamente a fungfio

y=1/(z*—=—2).

R: Pontos de descontinuidade x=—1 e x =2, em
que v se torna infinita com mudanga de sinal (y >0
para x<—1, e x>2; ¢ y<0 para —1<x<2).
A fungiio tem um miximo M = — 4/9 para x=1/2.
Nio hd pontos de inflexio, e além das duas ji indica-
das hi ainda a assintota y = 0.

3828 — Caleular a drea limitada pela curva
y=1/+ /=, pelos eixos coordenados e pelas rectas
p=a e o=1>0.

1
R: 2¢yb — —.
a

3829 — Demonstrar o teorema de Lacraxar.

3830 — Demonstrar a regra para a derivagio de
um determinante e terceira ordem, quando os seus
elementos sio fungdes de uma varidvel @,

Solugies dos n.” 3326 a 3828 de L. M. de Albuguerque

I. S. C. E. F. — MaremAricas Gerais — 4. Exame de
Frequéncia — 8 de Abril de 1954

3831 — Dadas as circunferiincias ) (v — 2)* +
+(y—2)=5 e Cy) (x+1)*+(y+2)*=NR* resolva os
segnintes problemas :

a) Determine 2z e R por forma que a recta Y:‘E

seja tangente comum a Cp e (. Determine tamhdém
as coordenadas dos pontos de tangineia.

b) Sendo R=y/5, determine & por forma que (7
e (2 sejam tangentes exteriormente. Escreva a equagiio
da tangente comum no ponto de contacto de €y e Cs.

R: As distinecias dos centros it recta, iguais aos respecti-

. _4+1 2 9 3 4—1 2 e

vos raios: R?= —_) -, Bedg— 3| —— ) =5
V5 5 V3 '\ v

d—a=+5.

Como os raios sdo iguais e as circunferéncias tan-
gentes exteriormente, a distincia entre os centros € iqual
it soma. dos raios (2 +1)?4+16=(2 ‘/5), =20, (2 4+1)*=4

at+l1=+2,
y—2

A recta que une os centros tem a equagdo
X—2z XF2+1
a+1  +2

Sendo os raios iguais as cireunferéncias tém contacto

a+1

4
e o seu coeficiente angular é + 3~ mat’ ¥

no ponto médio do segmento que une os centros: E=

1
A equagdo da tangente: Y — 2 = ?E (X +1).

3832 — Defina conjunto fechado. Pede ser fechado
o conjunto (w,) dos valores dos termos duma suces-
sio ? Porqué ?

Prove que todo o ponto de acumulagiio de (u,) é
limite de subsucessdes da sucessiio u,. Se na sucessio
u, nio hd termo indefinidamente repetido e o con-
junto (w,) tem um ponto de acumulag¢iio ¢, menor
do que tolos os outros, que ¢ ¢ em relagio i sucessdo
u,, e também em relagio ao conjunto dos pontos de
acumulagio de (u,)? Poderi haver um mimero infi-
nito de termos wu, inferiores a /imu,? e inferiores a
a K<limwu,? justifique as suas respostas.

. AR "
Sendo u, = i »,=1-y/logn calcular
14-) —1
n
limwu,,lim v, ; escolher & por forma que o conjunto

=1y =

[, 51,,0,1] seja fechado.

R: Todo o ponto de acwmulagio de (w,) € sub-limite
de u,; portanto ¢ sendo o menor dos pontos de acumu-
fagido € um sub-limite, e ¢ 0o menor dos sub-limites, por-
que ndo pode harver outro sub-fimite menor, por ndio
harer termo indefinidamente repetido.

Iim relagdo ao conjunto dos pontos de acumidagio de
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(u,)), ¢ €ominimo (limite inferior de WEIERSTRASS que
pertence ao conjunto).

E(B%—I) _a(l-f-%—l) £y

=8—;

1\ ™ Tin Tin
(1 M _) ST | Yo N
n n
: -
lim u,—e - - =0-—
= limw, o
n=o0g

1 1
T (541 L logn (1 +;)_iogn+log (1-}—;) Ve

logn A

logn log n

com lim E =1.
nlegn =20

Uy 4

Ora, se tem limite (u,>0) também \/u_“ tem

n

limite que ¢ igual ; resulta pois lim v, =0,
H=on

e
Para que o conjunto [u,,v,,0,1] conlenka —
-3

deverd ser a=e,

3833 — Sendo Y a, uma série de termos positivos,
onde a,-0, prove que a divergineia e X a? implica a

divergénciade Na,; a convergéneia de ¥ a? implicaa

all
=

Prove que associando termos consecutivos numa
série convergente, sc obtém uma séric ainda
convergente e com a mesma soma. Verifique a
proposigio associando dois a dois os termos de
o

convergénciade ¥ a,

1
¥ (=1)* —— . Considerando a mesma série, altere-se
° n+1

I ¢
a ordem dos termos do seguinte modo 1 — §— 5 +
+1 1 1+1 5 1 1
BTG 48 2a+1 2(2n+1)

m + +++; some-se, em seguida, cada termo
positivo com o termo negativo seguinte, obtendo-se
s I (S B |
3 Ere BT
vergéncia mas que se alteron a soma. Justifique este
resultado, enuneciando os principios tedricos que jul-
gue necessirios.

R: Como a, -0, a partir de certa ordem teremos

Mostre gue se manteve a con-

et o
1>au>33>a:>—>\/ —
n i |

- 1 1 1
Na série ¥ (—1)" — temos: Syy=1— — + — —
= atl 2" 3

1 7y 1 1 1 1 20
_I h5._.-_6_+ . +2“—1—ﬂ e na serie
T foad 1 btem da anteri '
—_— - ‘ mod o -
- e T y Que se oblem da anterior assoct

1
ando-lhe os termos dois a.dois, lemos 3, = (1- -é-) +

(1 1 1 1 1 1
L\ ity (i il A e Yt &

Vé-se que € S, =0,, e portanio se existe lim S,, =S
g

tambem existe lim s, , e este limite € igual ao primeiro,
n=x
A série donde se partiu é convergente: X (—1)" ——;
0 n+1
a sériec a que se chegou depois de efectuar as transfor-
1 1 1 1
AN O SR B v i e e B ha
magdes indicadas, d: o yiair 8 +
1 1 1 1 1 1
e [ 2t e e v W S R e
2( g t3 4+) 2?()n+1’

logo, eonservou-se visivelmente w convergéncia, mas al-
terou-se a soma.

3834 — Scja f(x) = (z— a)s (x),f(a) =0, uma
fungfo continua no intervalo (a,?). Se ¢ (a + 0) =
=+400,0 (x) admitir derivada finita para todos os
pontos de (a,b) e o (b)=y, (b)=0, prove que f(x)
tem derivada de a a & e que essa derivada passa
por todoes os valores positivos.

Sendo F'(x) = (#—e)0(x), com 0(x) continua
em x=c, qual deve ser o valor 0 () para que | F'(x)|
tenha derivada em xz=c? No caso em que nfo existe
derivada, indique os valores das derivadas laterais
de | F(x)] em s=e,

1
Defina em z =0 a fungo g(x) = -’e——l-l de
e +x+1
forma que ela fique continua nesse ponto. A fungiio &
continua no conjunto fechado (0, + o) ? Porqué?

Caleule ¢, (0) e ¢’ (0). Hd derivada no ponte =07
R: f(x) ¢ continua em (a,b) e por ser f'(x)=
= (x) + (x—a) 9’ (x) vé-se que f'(x) ewiste finita
em (a,b);f(x) ¢uma fungio regular em (a,b).
f(x) —f(a)

R, |
por valores maiores, vem: f,(a)=+oo. Podemos es-
crever f!(x)=¢ (x)+ (x—a) g, (x) oquedd: f,(b)=0.

A derivada duma fungio regular nio passa dum va-
lor a outro sem passar por todos os valores intermédios,

IFEI—1F@E)| _Ix—c|-10()]

E 9 (x) e quando x tende para a

Temos wisto
xX—ec XxX—0g
que, por ger 6(x) continua no ponto x— ¢, vem
F (c) =0.

Calculando os limites lalerais desta fracedo obtemos
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+16(c) | etemos assim os valores das derivadas laterais.
Para haver derivada no ponto ¢ deverd ser i (¢)=0.
1

Dividindo ambos os membros de g (x) por e*, vem:
lim g(x)=1, faga-se pois g(0) =1 para a fungio
=0

ficar continua.
A fungio € continua no intervalo fechado (0, 4 o)

porque, jiv se definiv com continudiade para © =0, €

continua em todos os pontos interiores, € € continua
para X= 4o, porque existe finito o lim g (x) = 0.
KXo

Visto que g (0) =1, vem: g0 =g} _
x
1
% remme B R g, (0)=—=1,g,(0)=0
e +x+41

I.S. C. E. F. — Maremiricas Gerats — Exame final —
15 de Outubro de 1953.

3835 — Determine a constante & por forma que a
fungdo y = x*.e~* 4 &k tenha 2 por valor minimo e
determine as assintotas da sua imagem.

Desenvolva depois a fungio em série inteira na
vizinhang¢a do ponto = = 1.

R: Aderivada é y'=—x(x—2)e™.

y 7 =2 £ M "

y - 0 + 0 —

k =2 porque para x =0 deverd ser y=2. O mi-

nimo € absoluto vislo que lim x2e ™ 4+ 2=2,
X =4 00

Para desenvolver em série faga-se
y=2+4e ! [e~1 4 2 (x — 1) =~ 4 (x—1)2 g~=-1)].

x2 3 X
Orade e=1 4+xX 4+ — 4+ — + 2o F— 2o+
3! nl!

a1
x2 x3 nxn
vem e *=1—x -;-2' 5.{. (=1 F_|_
donde e~ = 1— (x—1) + (x ;-Il)z_ %9_3
Sk 1)"__("_1)"
5=
2(x—1)e ™V =2(x—1)—-2(x—1)2+2 =
Lol SRRSO = ”"+

31 (n—1)1

(e —tteei = (s~ 12— (xpyp 4 T
—1) 1)
(x—dl_l+ < i I)n—-’! 2))'4_...,
Portanto

y—.‘Z—{-e"[lvi-(x—lj-l-(x»l)!(%—]) 4

2 1
+,.E‘,(_1) = (:! (n—1)! +(n~2)!)]'

3836 — Determine a pardbola cibica que para
z=0,1,2,3 assame os valores y =1,6,21,52 res-
pectivamente. Empregue a condensagiio de matrizes.
R: A pardbola procurada ¢ y=A+Bx+Cx?+ Dx3
e as condigies ddo

1=A

l6=A+B+C+D
21=A |-2B 4+4C+8D

2=A+3B+9C+27D

ou
A=1
B+C+D=5

2B +4C+8D =20

3B+9C+27D=51

Condensando u matriz do sistema vem sucessivamente

13 4 H 1115 1115]|—=||1115
24 820 02 610 0185 0135
392751 0624 36 0146 0011
Temos pois o sistema equivalente

A=1 A=1
B+C+D=5 _  |B=2 ¢g pardbola vem

C+3D=5 C=2
D=1 D=1 y=1+4+2x+42x24x3

3837 — Deduza as equagGes da recta r que passa

pelo ponto z=¢ do eixo OZ e vai apoiar-se sobre as
duas rectas

{m= z—4 r'{z+1 y+3 =
y=2z+1 % 3 4 1

Ache o lugar geométrico dos pontos médios do
segmento que nessa recta determinam o eixo e a
recta »ry.

Escreva a equagfio carteziana da projecc¢io orto-
gonal sobre o plano XOY daquele lugar geométrico.

R: O ponto (0,0,t) e a recta v, definem um plano
wy que contém w recta r. O ponto (0,0,t) e a recta
ry definem wm plano =, que também contém rv. As
equagbes de v serdo pois as equagies de =, e =, consi-
deradas simultineamente.
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Para achar a equagio do plano =,, considerc-se a
equagdo do feixe dos planos que contém r,

(x—z+4)+2(y—2z—-1)=0

e determine-se aquele que contém o ponto (0,0,1), isto €:

41—t
—trd+3(—2t—-1)=0 = ——
3 1 ( ) T
;4+4_t( 2z —1)=0
TME=EX—2 - ol — 1) m==\F
: Sy ol
Precisamente do mesmo modo obtinhamos a equagdo
1—35t¢t
do plano mq=x—3z+ 1+ - 3(_\r—4z+3}—0.
Procuramos o ponto de encontro das rectas
{x=z—4
r
"ly=2z+1
e
s 4—t
x—z+ {-2t+1(y--22—1)—0
¥
;

4 e

3t
T g S — (v —4z+3)=0
1 g
Resolvendo o sistema de trés destas quatro equagies,

temos depors de eliminar x entre a 1.7, 3% ¢ 4.7,

{ ¥y—2z—-1=0
(1-3t)y+(2+4t)z+12-21t=0

donde
| —2
21t-12 2+ 4t
Xx=z—4 Ve — -

£ 1 ) —2
1-3t 244t

23 t—11 24t —13

5 =1 T eeoy

As coordenadas do ponto de encontro de v com v sio:

16t —29 24t —13

23t —11
X=— e o ———
2(2—t) 2(2—1t)

2—t
e as coordenadas do ponto mcdio
16629
4(2—1t)

. 28t—11

—242428t—13
T a@—t

4(2—¢)

Estas sio também as equagies paramelricas do lugar
geométrico. A projecgiio ortogonal sobre X OY desta
curva, tem por equagies paramétricas

25t — 11
(Rt

16t—29
e

Eliminando o pardmefro t obtém-se a equagio car-
8X 429
ﬁf+ 1)
na sequnda conduz a 140X —6Y + 491=0. A pro-

Jeegio € uma reeta,
Solugdes do n.® 3831 a 3837 de J, R. Alhuquerque

teziana; da primeira vem t—= que substituida

GEOMETRIA DESCRITIVA

F. C. L. — Gronernia Descrrriva — 2.7 Exame de Fre-
quéncia — 15 de Maio de 1951.
Ponto n® 1
3838 — Dada uma superficie ciniea [y], definida
pelo vértice ¥ e pela directriz circular existente em
v, © dado um ponto P, conduzir por P duas tan-
gentes A superficie, sendo uma de nivel e fazendo

outra um fngulo de 60° com a primeira. Indicar os

pontos de contacto.

3839 — Seja AH um segmento de 4cm, paralelo a
LT, de cota e afastamento iguais a 5em; e CO um
segmento vertical de 5em, complano com AB e tal
que os dois segmentos se cortam ao meio.

a) Que nome tem a superficie gerada pela elipse de

eixos AL e CD quando roda em tornode CD?

5) Qual a envolvente da (amilia de planos tangen-

tes A superfieie que fazem um Angulo de 60° com
4, € tocam a superficie em pontos acima do
enuador?

«) Determine o plano da familia anterior que passa

por um ponto dadoe.

3840 — Definido um hiperboléide de revolugio de
uma folha pelo eixo vertical e uma geratriz, e dada
uma recta r, determinar um plano =—e—r que corte
o hiperholéide segundo uma pardbola. Indicar a di-
recgiio Jdo eixo da sec¢io. Apresenta alguma parti-
cularidade o plano tangente ao hiperboldide paralelo
8 w7

3841 — Dados 3 pontos A'y, B'y, C'5, determinar
o centro da circunferéncia que por éles passa, e o
ponto de encontro, com a circunferéneia, da recta do
seu plano que passa por A e faz com vy um ingulo
de 45°, Resolugdo no sistema de projecgdes cotadas.

F. C. L.— Geouernia Descritiva — 2.° Exame de Fre-
quéncia — 22 de Maio de 1951.

Ponto n.* 2

3842 — Dada uma superficie cénica [y], definida
pelo vértice ¥ e pela directriz eircular existente em
w, e dade um ponto P conduzir por P uma tan-
gente a [7] que diste ¢ em da projectante ver-
tical do vértice! Indicar o ponto de contacto.
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3843 — Definida uma superficie cénica [7] pelo
vértice V7 e pela directriz circular existente em gq,
e dada uma recta r:

a) escolher um plano @—e—r que produza em

[t] uma secgdio hiperbdlica ;

b) determinar o centro da hipérbole.

¢) determinar um ponto da sec¢fio em que a tan-

gente seja horizontal.

3844 — Definido um hiperboldide de reveluciio de
uma folha pelo eixo vertical e uma geratriz, condu-
zir-lhe planos tangentes passando por uma recta dada.

3845 — Dado um plano a=n3- Ps, determinar
uma recta do plano a que faga um dngulo dado com
v e diste 2 cm do ponto P. Resolugfio no sistema de
projecgdes cotadas.

F. C. L. — Geomerria Descritiva — 1.° Exame de Fre-
quéncia — 29 de Janeiro de 1952.

Ponto n.° 1

3846 — Dada a projecgiio vertical de um tridngulo,
a projec¢do horizontal de um dos vértices e a inter-
sec¢io do plano do trifingulo com o segundo bissector,
determinar:

a) a projec¢do horizontal do tridngulo;

5) os tragos do seu plano;

¢) o lugar geométrico dos pontos deste plano de

cota igual ao afastamento.

3847 — Dadas duas rectas concorrentes r—e—§, 5
e s—es—B, ;, determinar as bissectrizes dos dngulos
que elas formam, e os pontos de cota ¢ que estdo a
igual distdncia das rectas dadas.

3848 — Conduza por M (0,0,0) uma recta de o,
que forme um Angulo de 45° com LT e considere o
plano a definido pelo ponto P (3,2,1) e pela recta
anterior. Seja R um segundo ponto do plano de ab-
cissa 6 e cota 3. Determinar as projecgdes do qua-
drado do plano « de diagonal PR e o vértice da
pirimide regular de aresta lateral igual a 3 e cuja
base ¢ o referido quadrado.

3849 — E dado um tridngulo [ABC] sobre g,.
Determine uma direcgio d tal que o tridngulo [ABC]
projectado sobre v, segundo d, dé origem a um
tridingulo equildtero.

F. C. L. — Gromerria Descritiva — 1.° Exame de Fre-
quéncia — 5 de Fevereiro de 1952.

Ponto n.* 2

3850 — Dado um plano e definide por 3 pontos
4(0,2,0), B(1,0,2) e C(3/2,1,3/2) e B, defi-

nido por uma recta de maior inclinagfo, determinar :
a) os tragos do plano 8.
b) a intersecgio dos dois planos.
¢) o ponto da intersec¢fio de cota igual ao afasta-
mento e o ponto da mesma recta de cota e afasta-
mento simétricos.

3851 — Dados os pontos A—s—8, 5, B—e—8, , €
C qualquer, determinar :
a) o dngulo ACB.
b) a projecgdo vertical de um ponto M, de que se
conhece M1, sabendo que o ponto estd a igual
distinciade 4 e B.

3852 — Dados os pontos 4(0,4,2), B(3,6,3)
e C(5,5,1), determinar o centro da esfera que por
eles passe e cujo raio é igual a 4.

3853 — Dado um trapésio [ABCO], determinar o
centro, o eixo e as rectas limites de uma homologia
que transforme o trapézio num quadrado de lado dado.

F. C. L. — Geomerria Descririva — 2.° Exame de Fre-
quéncia — 20 de Maio de 1952.

Ponto n.o 1

3854 — Para resolver no sistema de projecgdes
cotadas:
Dadas duas rectas p e ¢ e um ponto P, deter-
—es— P
minar » { 1y
lq
para as cotas: 2cm.

e o 4ngulo de » com v . Unidade

3855 — Definida uma superficie cdnica pelo vér-
tice e pela directriz existente em w,, conduzir por
um ponto dado P uma tangente a superficie de pro-
jecgio paralelas e indicar a distincia de P ao ponto
de contacto da tangente com a superficie.

3856 — Seja AB um segmento paralelo a LT,
de comprimento 5cm e CD um segmento de 4cm,
perpendicular a v, e tal que os dois segmentos
se cortam ao meio. Tomando 1) para eixo trans-

verso ¢ AB, para eixo imagindrio de uma hipérbole
[#], qual a superficie [s] gerada por [A] quando
roda em torno do eixo vertical? Existe alguma recta
que gere a mesma superficie? Definir pelo vértice e
por uma directriz o cone assintitico da superficie
(se existir). Qual o plano polar de O=AB-CD em
relagdo a superficie? Determinar um dos planos tan-
gentes a [s] que fazem um dngulo de 45° com v e
passam por um ponto dado.

3857 — Seja [¢] uma circunferéncia de g, e [e]
um hiperboldide de revolugio de uma folha definido
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pelo eixo vertical e por uma geratriz. Considerando
um plano assintético « do hiperboléide cujo trago
horizontal forme com L7 um dngulo de 45°, deter-
minar o vértice de uma superficie eénica de directriz
[e] que seja cortada por a segundo uma hipérbole.
Indicar as assintotas da secgfio e um ponto de tan-
gente horizontal e determinar os vértices e focos da
projeccdo vertical da hipérbole.

F. C. L. — Geomerria Descrrmiva — Exame Final —
24 de Junho de 1952.

Ponto n.* 1

3858 — Seja [x] uma superficie cénica de vértice
V(0,1,1) e cuja directriz é uma circunferéncia exis-
tente em vy, de centro C(—1,2,0) eraio 1. To-
mando uma élipse de vy, de centro £ (3,3,0) e
semi-eixos 1 e 2, para directriz de uma segunda su-
perficie conica [B], escolha um vértice para esta su-
perficie por forma que na intersegio de [a] com [B]
haja dois ramos hiperbdlicos e um parabdlico, e in-
‘dique a assintota de um dos ramos hiperbélicos.

3859 — Definido um hiperboldide por dyjlvy,da||go
e dy, determine uma 4.* geratriz dy do mesmo sis-
tema, e defina, pelos tragos, o plano tangente a super-
ficie que passa por um ponto dado e contém a gera-
triz d;. Indique o ponto de contacto.

3860 — Definido um paraboldide hiperbolico, por
duas directrizes e o como plano director, determine
as assintotas da secg¢fo feita por um plano Lyy.

3861 — Dado uma recta || B e auma superficie
eonica definida pelo vértice e pela direetriz circular
em v, conduza um plano tangente & superficie pa-
ralelo a r. Determine o dngulo que faz com ¢ o
plano obtido e os pontos do plano equidistantes de

Yo © Po-

F. C. L. — Geomerria Descritiva — Exame Final —
30 de Junho de 1952.

Ponto n.* 2

3862 — Seja [z] uma superficie conica de vértice
V(0,1,2) e que tem por directriz uma circunferén-
cia existente em vy, de centro C(2,3/,,0) e raio 1.
Tomando g||Ba para direcgfio das geratrizes de uma
superficie cilindrica [B], escolha em ¢ uma direc-
triz para esta superficie por forma que se verifique
um duplo beijamento na intersecgfo de [a] com [3B].
Indique os pontos duplos da intersecgiio e determine
as tangentes num déles.

3863 — Definido um hiperboldide por 3 directrizes

dy | vy da|| 90 e d3, determine o centro da superfi-
cie e o parimetro da geratriz g | vy.

3864 — Mostre, a partir da férmula de Cuanves,
como varia o plano tangente ao longo de uma gera-
triz de uma superficie empenada. Exemplifique para
o caso do paraboléide hiperbdlico isdsceles definido
por 2 directriz e gy como plano director, conside-
rando os planos tangentes em pontos de uma geratriz
de frente.

3865 — Dada uma esfera de centro C e raio r,
conduza-lhe um plano tangente por um ponto exte-
rior de modo que o ponto de contacto tenha uma cota
dada. Conduza por P’ uma recta do plano obtido que
faga um fAngulo dade com as frontais do plano.

F. C. L. — Geouerria Descritiva — 1.° Exame de Fre-
quéncia — 29 de Janeiro de 1953.

Ponto n.° 4

3866 — Dados os planos a=P-r(r'=1r") e 8,
definido por uma recta de maiorinelinagio, determinar:
a) a intersecgfo dos dois planos.
b) os pontos de o a igual distincia de v e ;.
c) os pontos de B tais que cota-afastamento = K
(constante).

3867 — Para resolver em geometria cotada: Dada

|
uma recta r{;':??uz e um ponto P';, obter sobre
r dois pontos M e N a uma distincia dada de P
e determinar o lugar geométrico dos vértices de todos

os tridingulos do plano P:.r que tdm por base MN
e drea dupla da do triingulo [PMN]. Unidade para
as cotas: 1cm.

3868 — Seja o um plano definido pelos pontos
M(©0,0,0), A(1,2,—2) e P(3,1,1). Determi-
nar as projecgdes do tridingulo equildtero de vértice
em P e com um dos lados sobre MA e o centro da
esfera que passa pelos vértices do tridngulo e pelo
ponte R (6,1,1).

3869 —Considere os pontos S§1(0,0,5), 4(0,4,0),
B(-1,5,0), C(1/2,7,0), D(2,4,0) e P(3,6,3).
Colocando em S um foco luminoso e supondo trans-
parentes os planos de projecgfio, conduzir por P um
plano onde o quadrilitero opaco [ABCD] produza
uma sombra com a forma de um paralelogramo. De-
fina a sombra pelas suas projecgdes. Como determi-
nava um segundo plano onde a sombra fésse um pa-
ralelogramo de drea dada?

3870 — Para resolver em geometria cotada: —Dada
uma superficie cilindrica de directriz circular exis-
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tente em v e de geratriz com declive igual a 100°/,,
conduzir por um ponto dado duas tangentes a super-
ficie sendo uma de nivel e fazendo a outra um angulo
de K©° com a primeira. Indicar os pontos de contacto.
Unidade para as cotas: 2cm.

3871 — Dado um elipsdide de revolugio de eixo
vertical [¢] e uma recta de nivel n, seja & a fami-
lia de planos tangentes a [s] paralelos a n. Que
nome se di ao lugar geométrico dos pontos de con-
tacto dos planos de ¥? E ao plano que contém esse
lugar geométrico ? Determine um plano da familia &
que passe por um ponto dado.

3872 — Demonstrar que aintersecg¢iio de duas qud-
dricas de revolugio, com um plano equatorial comum
se projecta ortogonalmente sobre este plano (ou qual-
quer plano paralélo) segundo uma circunferéncia.
Aplicar o resultado a determinagfio dos pontos de

encontro de uma recta com um elipséide alongado de
revolagdo.

F. C. L. — Geouerria Descririva — 2.° Exame de Fre-
quéncia — 20 de Maio de 1953.

Ponto n.® 4

3873 — De uma superficie cénica de 2,* ordem
conhecem-se 5 geratrizes, uma das quais de nivel e
outra de frente.

a) Determinar o género da directriz da superficie

em .

b) Conduzir por P (dado) um plano que seccione
a superficie segundo uma hipérbole de que sejam
direcgdes assintdticas as geratrizes de nivel e
de frente dadas.

¢) Determinar as assintotas da secg3o e indicar
como se podem obter os eixos, vértices e focos
da sua projecgiio vertical.

ANALISE INFINITESIMAL

F. C. C. -- Circuro IxFixiTéisivar — 2.° Exame de Fre-
quéncia — 1952-53.

3874 — Determinar as trajectorias ortogonais da
familia de curvas ¥* 4+ y=rFkx.

R: 4x4+2(y*+y)—log(l+2y)=C
3875 — Determinar a curva integral da equagiio
E+D)yy' + (z+1)y*=yy
que contem os pontos 4 (0,0) e B(—1,1).

R: Trata-se de uma equagdo de LiouviLLe que tem
por integral geral y*=C (x*+2x) + 2C'. 4 curva
integral que contem os pontos dados corresponde aos
valores C' =0 e¢ C= —1 das constantes.

3876 — Determine a drea da regifio limitada pelas
curvas y=logz, =0, y=0 e y=1.

R: e—1.

3877 — Mostre como se pode integrar a equagio
y' = fly/x).

3878 — Demonstre o teorema de Du Bors Revuoxp.
1. S. C. E. F. — Axdvise InFiniriéistman — 1.° exame de

frequéncia extraordindrio pratico — 19-3-954.

1

22 —2x+1

— Caleal Tt Ol GO S
3879 acuarfm3(a:4—1)(m41)! 2z

r x2—-2x+1 ™ x—1
_dr= | ————dx
Joxd(xt—1) (x+1)2 Jx3 (x+1)3 (x2+1)
= 1 4 12 1 1 7
A x o BEET ie+D

3 1
14 1 + 1)+ — 2+ 1)+ — K.
‘+ og (x4 }+20 log (x241)+ 0 aretg x +

II

3880 — Determinar uma férmula de recorréncia

e + m
para o cdlculode I,,,_,,—J ({:z +2)" m>0,n50

e inteiros.
Calcular em particular:

atz
(az o mz)z £ J (a2 + zz)s

a)f(a+z)”'d.¢: b)

(a+x)™2 (a + x)?

B Ty —-—(-;2—_-’_ <y
(a+x)"2(a2+x?) +2ax (a4 x)»2 d
= (@ +x)" =
(a4 x)™2x
=lm-2,n—1 == —(a!-l-x’-')' dx = Im_,|n_‘—
a(a+x)m2 a(m—2)
T a—1)(at+x)~'  n—1 Tas,m1 + C

(a + x)=+

a)‘j(a+x)“dx— g + C
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b r dx y a? 4 x? —x?
) ! (3z+xz)z_;i-. (a2 + x2)?

1 dx 1 2x2dx
Tar) ar+x2 2at ) (a2 + x2)2
arc g =y

X
T2 2 a? (az + x?)

a+x dx A 2x
2 f(a=+x2)’ s [(a=+xn= * 3 ) T
a,‘l.,.;!..-xz 7 1 dx
{‘(nz + l;z)a Ti@+x): a) @+x)
3 2x2dx 1
2a) (@ +x)' 4(a + x2)2 2ab
DT . L(M, +
2ad(a? + x7) 4(a?4 x3)? 2a\ -2

| x
— [ (a® + x%)2 — — arct e
f(a + x?) dz) 35t 2°¢ g +t3a @
1 1

_4(a!+x?}3+4a(a2+x2)2_8_ﬂ‘
X
T 8al(a?+ x?)

III

x
arctg —

i

arct =
reig — —
ga

3881 — Determinar a condigio de existincia de

7 [*0 pm 1
-Jo z"—1

este integral para m=2,n=4 e para m=1,n=4.

dxz com m,n>0 inteiros e calcular

R: A condigdo de existéncia ¢ m<<n+ 1.

Para m=2,n=4 vem

d "= dx LG
_J ST Jo x2+]-|:arch L =g

Para m—l n=4 vem:
2
1 %
Jo (2(x+l) 2(x2+1)
1 x+1
—[—]og
2 x!_|_

1. S. C. E. P. — Axduise IsFixiresivar — 1.° Exame de
frequéncia extraordinario (tedrico) — 20-3-954.

1

B
Jo (x +1) (x2+1)
1
*'2(;?+ 1)) o

artg x] =-—,

3882 —a) Sendo P (x,y,z) um ponto varidvel e
Py(a,b,c) um ponto fixo, determine uma fungio
escalar u, 86 da varidvel =, que satisfaca i equacio

LB =P

div grad ﬁ)?

= grad u/(P — P;)

sendo O a origem dos eixos. (coordenadas cartesia-
nas ortogonais).
b) Discussio—Em que dominio existem fungfes
reais u (x) satisfazendo A condigio dada?
R: a) A equagio dada equivale a
(x—a)2+(y—b)24(z—ec)2 du
e - - T+

: 6
+(y—b}J+(z—c) K] ou ainda m—-

div grad

u—(x-—a)
6 dx
i (a4 b2 +¢?) (x — a)
Glog(x—a)

6 dx
U e ==
a?4+-b?+e? ) x—a al+ bZ4e?
b) O dominio terd de ser evidentemente (a,+ % ).

+ C.

II

3883 — Verifique:
1.°) Que o teorema de Peano nio é aplicdvel ao
sistema:
Y= B a4+ 228
I Yp = x? 4 23
y3=4 x?+ 323 no intervalo (—a,a).
2.°) Que as fungdes sdo linearmente dependentes,
qualquer que seja .
Que coneclusio deve tirar-se destes dois factos?
R: 1.°) O Wronskiano do sistema

€ W= |3x2+2x% x24x3 4x243x2
6x +6x2 2x4+3x2 B8x+9x2
64+12x 246x 8+18«x e como o0s

complementos algébricos da wltima linha sdo todos nulos
em x =0, ponto interior a( — a,a), ndo se pode
aplicar o teorema de Peano.

2.°) Euxiste um teorema que diz: aSe um sistema de
JSungdes for linearmente dependente o Wronskiano das
Jungies € identicamente nulo».

Ora € evidente que W = 0 para qualquer valor x
(a terceira coluna € a soma das duas primeiras) e entio
estd verificado que as fungies sdo linearmente depen-
dentes.

Destes dois factos conclue-se que embora o teorema de
Peaxo ndo seja aplicdvel as fungies dadas elas sio
linearmente dependentes. O teorema de Peaxo e o teorema
enunciado em 2.°) ndo sdo proposiges reciprocas.

111
3884 — Como se sabe, demonstra-se a existincia

]
do integral de Smzr1aEs J f(x)dF () quando f(x)
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for continua e F (x) de variagSes limitada em (a,d).
Veja se sabe definir um integral de StiertEs

f.f(::) dF (x) que serd finito sem que a fungéio F ()
a;ja de variagio limitada.
1v
3885 — Verifique que div grad f(r)= n%lf'(r) +

J'"(r) sendo f(r) uma funcdo escalar da distdncia r
do ponto varidvel P (x;,z;,---z,) doespago n-di-
mensional 4 origem O (0,0,:--0). Supde-se, bem
entendido, que existem as derivadas f'(r) e f' (r)
(coordenadas cartesianas ortogonais).

R: r=yx}+--- +xI ecomo:

of df Jr

)
3& dr a X =5
d!f () 1 x}
oxt L aRa ) (_ i ?) vem: div grad f(r) =
= M 1) 2 L@ 102,
E‘ axx T k}l Ex ™ k§1 6o
"'f”(l‘)-{-@ f'{l') = f ()+fri(r)

1. 8. C. E. F. — Axduise InFixirésivar — 2.° Exame de
frequéncia tedrico (ordinario) 14-6-54

I

3886 —a) Verifique que a equagiio yzdx —
— zzdy —ytdz =0 é completamente integrdvel.

b) Sabido que F= hasafl logz= C ¢é integral da
Y

1
equagio, verifique que A = ==
Yz

¢ tactor integrante.

II

3887 — Verifique que a equagiio y¢?+ xp=2 ¢
integrdvel por dualidade e integre-a.

1T

3888 — Sendo P (xy,x3,+++x,) um ponto do es-
pago n-dimensional, diga como se extende o conceito

de Jv‘f{P) dV quando:

a) f(P) se torna infinita em ¥ um mimero finito
de vezes; b) f(P) se torna infinita em ¥ um ni-
mero infinito de vezes; ¢) o dominio V & ilimitado.

]

Mostrar que J ’ sen (@2 + y?) do dy é divergente
L A

quando 4 & o primeiro quadrante.

v

3889 — Seja U(x,y) = Const. a equaciio geral
duma familia de curvas planas T' num sistema de
eixos rectingulares. Qual é a condiglo necessdria e
suficiente a que deve satisfazer U (x,y) para que as
curvas que cortam as curvas I' sob um dngulo cons-
tante « sejam representadas, qualquer que seja =,
por uma equagdo da forma U (xz,y) + V (z,y) tga=
=C onde V (x,y) é independente de « e C desi-
gna uma constante arbitrdria.

Explicar o resultado por meio da teoria das fungdes
analiticas duma varidvel complexa.

'S

3890 — Analise os casos de indeterminacfio, nos
problemas do cdlculo das variagdes, relativos:

1.9) aointeg:alff(x,y,y')dm;
=y
2.°) ao integralduplaf f(z,y,2,p,q)dudy.
A

I.S.C. E. F. — Axdrise InFiviTesimarn — 2.° exame de
frequéncia tedrico (extraordinério) — 3-6 - 954.

I

3891 — Se v =/ (u) é uma fungdo que admite as
derivadas f'(u) e f'"(u) sendo u uma fungSo homo-
génea de grau n das varidveis = e y mostrar que:

J0*v o'v d"

2 — + 2y —— + ¥
oV omay TV 5T
=n(n—1)uf' (¥) + n®u?f (u)
1I

3892 — As formulas de Riemaxx e OSTROGRADSEI
no cdlculo de dreas planas e de volumes.

111

3893 — Considere a fungfo de varidvel complexa
w=aretgz (z=x + 7y).
1.°) Por esta fungio na forma P (z,y) + i (Qx,y)

onde P e Q representam fungdes reais das varidveis
reais = e y.

2.°) Definir as curvas representadas em coordena-
das rectangulares pelas equagdes P = constante,
@ = constante.

3.°) Achar o dngulo segundo o qual uma curva da
primeira familia corta a outra da segunda familia.
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3804 — Encontrar as expressdes gerais das duas
fungdes P (x,y,2),Q (x,y,z) tais que as duas
equagdes: dz=P(z,y,z)de+ Q(z,y,8)dy

dz=2[P(x,y,8)dz+ Q(z,y,2) dy]
sejam uma e outra completamente integrdveis. En-
contrar a expressiio geral das fungfes A (x,y,s) tais
que a equacgdo:

dz = (x,y,2) [P(x,y,2)dz+ Q(s,5,5) dy]

seja também completamente integrdvel.

v

3895 — No problema de cdleulo das variagdes

o x
respeitante do integral f F(x,y,y',y'")dx a fun-
&

J
gdo y(x) é dada pela equagiio diferencial 1) H'—

d oF o d* dF)
T dwx d_y') dz* \9y" /)

Provar que: a) a equagiio 1) é de segunda or-
dem se F(z,y,y,y")=y"f(x,v,¥) +9(=,y,¥).
b) a equagdo 1) reduz-se a uma identidade quando

0% dy 09
F Ly =y' — +y — + — onde é

(=,9,¥,9") =y YT e ®

fungdo de =,v,y'.

I.8.C. E. F. — Aw{rige IsFmxrrisivar — Exame final —

Epoca de Julho — 46-7-954.

I

3896 — Se F (zq,xz,%3,%),5,%)=¢2(X,Y,Z),
onde X =xpuwg—xaxs, ¥ =x3@y— @y Lg, &L = 21 T —
— x5 2y, mostrar que:

a) xp Ffz. + 2 Flzy + 23 Flzg = 0
- b) x4 F's, + x5 F'a, + x5 Fl'g, = 0.

Demonstrar ainda que, sendo I7 homugdnea de
gran n em w,a3,x3,% ¢ também homogénea de
grau » em X,Y,Z e F homogénea de grau =
em @Iy, Ly, Lg.

R: a) xFlx, + x, F'x, + x3F'x, = xy (¢'y X3 —
—g'2%) + X3 (— @'z x3 + 92 x1) +
+ X3 (?Jx Xy — 5’)! X|) = {.
b) x4 F'x, + x5 F'x, + % F'x, = x4( — ¢'y %6 +
'z X5) + X5 (9'x Xg — ¢'z %g) + X6 (— ¢'x x5 + gy x4) =0.
Sendo F homogénea de grau n em xy,Xs, X3, tem-se,

sequndo o teorema de Euier: (1) xqy F'x, + x5 Fx, +
+x3 ', = n F (x1,%2,%3,%4,%5,%) = ne(X,Y,7).

Ora x4 F'x, + x3 F'x, + x3 F'x, = x4 (— ¢'y x4 +
+ 'z X5) + X2 (p'x X6 — @'zxg) + x3( — @'z x5+
+ 9y Xy) = (X2 X6 — X3 X5) ¢'x + (X3X5 — X3 Xg) ¢'y +
+ (5435 —x2 %) ¢'z=X g'x + Yo'y +Z ¢; € aigual-
dade (1) da imediatamente :
Xox+ Yoy +2¢7=n9(X,Y,%), cq.d
Para demonstrar que F € homogénea de grau n em:
X4,Xs5,Xg, basta notar que:
X F'x, + x5 Fx, + x5 Flxg = x4 (¢'x X3 — ¢/2%2) +
+ X5 (= ¢'x X3+ 9'2%1) + X (P'x X2 — plyXy) =
= (X2 Xg — X3 X5) ¢'x + (X3 X4 — X1 Xg) ¢'y +
+ (x1X5 — X2 Xg) @'z = X o'y + Yo'y + Zgly =
=n¢(X,Y,Z) =nF(xq,%,%3,X4, X5, Xg)
o gue mostra que I' € homogénea de grau n em x4,X5,Xg~

IT

3807 — Sendo T uma curva plana, considerem-se:
as circunferéncias de raio » cujos centrgs estio em
r. Determinar a envolvente desta familia de circun-
feréncias e provar que ela é constituida por duas
curvas paralelas a r i distincia r.

R: Sendoy =f(x) a curva T a familia de circun—
Jferéncias de raio v cujos centrosestioem T € f(x,y,¢)=
=(x—¢)2+ [y —f(c)]2—r2=0 e para achar a en-
volvente tem de se eliminar c entre as equagies :

{f‘(x,y,c} =0

flo(x,y,0) =0

(x— )2+ [y — F(e)]2—52=0

—2(x—c)—2[y—f(c)]f' (c) =0
(x— )+ [y — £ ()] =12 = 0

{x-c—[.v—f(cnr(c)

ou seja {

A envolvente €, pois, em equagies paramétricas=

r
wT(g) ¥ e—————
YO e
x =0 r f! (c)
V()P +1
dy
Como -d—y=£=f' (¢), como facilmente se pode
dx dx
de

verificar, fica provado que a envolvente € constituida.
por duas curvas paralelas a T.

11T

3898 — Dada a equagiio linear:

d*y dy
1y wiieln o — i
(1) sS+r@—+e@y
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tome-se uma nova varidvel independente ¢ ligada a pe + ol =ag?
@ pela relagio ¢ = ¢ (x) e a equagio (1) é substi- o sistema de 3 equagfies {q = b g'? e elimi-
tuida pela nova equagdo linear : [ Falh
= 5 Q' =2be's
y Y 1 !
@) =s+aWoe+a@y=90- nando 9' e ¢'' vem E(P*i- ;—q)-c que € a relagdo

Encontrar a condigio a que devem satisfazer os
<coeficientes p e ¢ da equaglo (1) para que seja
possivel escolher a fungio ¢ de modo que a equacio
{(2) tenha os seus coeficientes constantes.

Supondo p = —, encontrar a expressfio geral de

x
.q (z) e ointegral geral da equagfo (1) correspondente.

2 2
R: Tem-se j—z = j—":?'(x) e ;gi - ((i“}:
:—iq” e substituindo estes valores em (1) obtém-se
a equagdo o'* ﬂ‘—j +(pe' +9") % qy=0 e para que
<la se reduza & forma (2) ferd de ser:
{P?’ + gl = apt
q=be® -

i

-+

Derivando em ordem a x a sequnda equagdo, obtém-se

ALGEBRA

F. C. L. — Avroesra Sueerior — Pontos de frequéncia
do ano de 1953/54.

3899 —Mostrar que todo o grupo abeliano finito é re-
-golivel (admite umasérienormal de factores abelianos).

3000 — Se um anel & tem um nidmero finito de
-geradores, prove que &* também tem um ndmero
finito de geradores. Quais? Generalize o resultado.

3901 — Mostre que um anel simples que é anel
zero, isto é, tal que &2= (0), ¢ um grupo finito.

3902 — Seja 9% um mddulo — 0. Determine a ex-
pressio geral do grupo gerado por x. Note que tal
grupo com cada elemento contém os resultados das
-aplicagdes dos operadores de 0, por ser sub-mddulo
-admissivel.

3903 — Sejam B c A, dois andis de caracteristicas
Ty © j’m. Prove que 7235?91'

Mostre que todo o anel B se pode mergulhar no
anel 9 idade, e tal que -

ne , com unidade, qu 78~ Yo

3904 — Seja & um anel simples que nfio é anel
zero (©25£(0)) . Mostre que o centro 3=(0) é um
«corpo.

procurada.

2
Sendo p = — e, substituindo na relagiojd deduzida,
x

obtém-se: + —=+/aq (» = const.) equagdo di-

2q
2
Serencial que se pode tinearizar fazendo +\iq =—.
u

2 q'
x

A equagio linear ¢ 2u —xu' = Ax que inte-

a
grada dd w=)>)x 4 nx? e portanto q = k:—
x? (x + 2)*
(z,k constante).
A equagdo (1) € entdo y'' + : "+ L 0
¥ x0T (:|:+r:r.)’y

e, fazendo a danga de wvaridveis t = log : ’
X4+ a
obtém ) S oy +k 0 ;
-5 —— 4+ — -
T T ¥y que se integra pelos

métodos j& conhecidos.
Bolugles dos n.% 3870 e 3898 de Fernando de Jesus

SUPERIOR

3905 —Seja A um anel totalmente redutivel. Mos-
tre que

a) Se a é um ideal bilateral de A entio
a como anel, é totalmente redutivel.

5) Se N, N*, R**, forem os radicais de g, entio
a pode-se escrever

a=RN+b

a=RN* 4 p*

a = N** L p*
em que b,b% 6**, sHo aneis cujos radicais 3, M*, RN**
Sdo nuloes.

3906 — Seja 2A um anel comutative. Prove que o
radical R ¢é a intersecgfio dos ideais bilaterais b tais
que 20/b tem radical } =0.

3907 — Considere o determinante

A = det|Za;; b, |
como fungfo dos vectores
0 = |84y Gl
i=1,2,..-n

admitindo que os b;, sfo constantes. Tendo em conta
que A verifica 2 propriedades caracteristicas dos
determinantes hd uma proposigio que permite deduzir
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a regra do produto de determinantes. Diga quais sio
as propriedades verificadas e deduza que efectiva-
mente se tem

A=|a;|-| .

3908 —Seja M um médulo — 0 onde O é um corpo
satisfazendo A condigfio de cadeia ascendente. Sa-

bendo-se que o elemento unidade do corpo actua
como o automorfismo identidade (x1==) demonstre

a) que se M for simples é M=v 0 em que v=£0 &
arbitririo e ve M

b) que se ndio é simples, ¢ soma directa dum
nimero finito de mddulos simples.

PROBLEMAS

Problemas propostos ao concurso
Secgio ELEMENTAR
3909 — Provar que
(1+v3) =60 +V3)™ +4(1+ 3~

3910 — Considere um tridngulo equildtero [44,5y,C}]
de drea @. Inserito no triingulo anterior um novo
tridngulo equildtero [4,, B, C;] tal que os seus lados
sejam respectivamente perpendiculares aos do ante-
rior. Do mesmo modo e indefinidamente tridngulos
equildteros, inseritos nos sucessivos tridngulos que se
vio obtendo por aquele processo.

Calcule o limite da soma das dreas dos triingulos
quando o nimero destes tende para oo.

Seccio Mepia

3911 — Demonstrar que

" —1)!

Msc_) = (.—1)"—‘ ‘ {1‘1—)— . gen (n . arccotw)_
dx* (1*!—.!:?‘]""’

3912 — Demonstrar que a correspondé&ncia

a+ by3«sa+by5 (a e b racionais) nfio é um
isomorfismo, e provar que nfo pode existir nenhum
isomorfismo entre os corpos R(V3) e R(y5).

Resolugdes dos problemas do concurso, propostos
no n.* 56

Apresenton solugdes correctas dos n.°* 3730, 3731
e 3732, que se publicam, o Snr. Fernando de Jesus.

3730
R: Como tgi.‘x-sl +tg§_x vird tg2xtgx=

2tgix 2tg?x
Sl >0 e tambem € evidente que o

1+tg2x 1+tgix
donde se conciui que 0 < tg2xtgx <2 o que mostra
que € impossivel a dupla desigualdade proposta.

3731
R: Como p=0Pcosa ¢ p=2cosA vem

BeosA 2cos A 2cos A
oP V1+p* ¢1+4cos?A

2tgx

“ cosa =

Conclui-se também que QR = gt - —q = —
sen a /T cos?
i =
o k. — p=d . Entdo
\/1 4 cos* A \/ 1
1+4cos®A 1+4cos* A
N —4 2 A
r= QR cos &« = 1 bt -
1 V1+4cos? A
1+4cosA
=2cosA(q—4) ecomo q=1+p*=1+ 4cos?A
vem r=2cos A (4co8? A —3) =2co83A e q.d.
3
PO
1
b1
H
¥ _ Qo)
Ofe) 1 : 3 % q
H
1
(]
\
=
YR
3732

R: Sendo x=mn (inteiro) e substituindo este valor
na fungio da’da vem y=n?+(2n+1)(n—n)=n? que
€ 0 mesmo valor yue se obtém fazendo x=n em y=x2.

Considerando os inteiros consecutivos n e n + 1 e
sendo X =n+0(0<<6<<1) vem para valor correspon-
dente da fungio: Y=n’+(2n+1)6.

Ora a equagdo da recta que passa pelos pontos (n ,n?)
[(n +1),(n +1)?] pertencentesa y = x* é Y—n?*=
=(2n+1)(X—n) e fazendo X=n+6 vem Y =n2+
+ (2n+1)0.

Fica assim demonstrado que a representagio grifica
da equagio € uma poligonal inscrita na pardbola y =x*
cujos vertices correspondem aocs wvalores inteiros da
varidvel independente.

3733 — Nio foram apresentadas solugdes.



