GAZETA DE MATEMATICA

Sur une construction axiomatique de la théorie

des distributions
par J. Sebaslio e Silva

(Extrait d'un mémoire & paralire dans sRovista da Faculdade de Cidneias de Lishoas)

Introduclion

#[...] eo p’est qu'en doonant droit de eitd & des éléments
formels que plusieurs branches de 1’Analyse ont pu avancers.

Le fait que toutes les fonctions ne soient pas déri-
vables est & I'origine d'une grande partie des compli-
cations que l'on trouve dans l'analyse réelle. La eri-
tique des fondements, entreprise surtout vers la fin
du sitele X1X, a conduit 4 une délimitation précise
entre ce qui est permis et ce qui est défendu. Mais le
perfectionnement logique a entravé en quelque sorte
I'imagination créatrice, et ce sont les «esprits indis-
ciplinés» — surtout des physiciens, insoucieux de la
rigueur mathématique et orientés plutét vers la na-
ture des questions conerétes — qui ont contribué, d'une
fagon plus efficace, & 'élargissement des cadres. Le
calcul symbolique des électriciens, la mécanique on-
dulatoire, etc. ont introduit des &tres bizarres (comme
la fonction & de Dirac et ses dérivées), dont la défi-
nition mathématique était dénuée de sens, mais qui,
tout de méme, servaient de base & des méthodes fruc-
tueuses. «Quand wne telle situation contradictoire se
présentes dit M. L. Scawanrrz dans l'introduction de
son ouvrage [17](1) «il est bien rare qu'il n'en résulte
une théorie mathématique nouvelle qui justifie, sous
une forme modifiée, le langage des physiciens; il y a
mé&me la une source importante de progrés des ma-
thématiques et de la physiquen.

La théorie des distribations Jde Scumwarrz n'a pas
permis seulement de donner une justification complite
i ces procédés audacieux: elle englobe et préecise, en
méme temps, des conceptions hétérogines qui pous-
saient, d’'une fagon plus ou moins affirmée, souvent in-
correcte, dans plusieurs domaines des mathématiques:
théorie des équations aux dérivées partielles, théorie
de la série et de l'intégrale de¢ Fovrier, topologie al-
gébrique, ete. (voir [17], introduction). Elle s'impose
donec comme une nécessité historique, et c'est ce qui
explique, en partie, son rapide suceds, surtout parmi
la jeune génération.

La notion de distribution généralise la notion de
fonetion, comme, par exemple, la notion de nombre
complexe généralise celle de nombre réel. 1l s’agit 1a
de phénoménes tris semblables. Lorsqu'une opération

(') Les numéros entre crochels se rapportent & la Bibliogra-
phie, gul se trouve & la filn de cet artlele.

(V. VoLTERRA, Lecons sur la cumpusition)

est impossible en certains cas, il y a une tendance
naturelle 4 enfreindre l'ordre établi, en continuant i
opérer formellement, snivant des riégles de caleunl qui
sont valables (parfois avee des restrictions) daos le
domaine classique. Cela peut ne conduire i rien
d'autre qu'a des erreurs ou des contradictions; mais,
quelques fois, on parvient de cette manitre 4 un
ordre nouvean—plus riche et plus harmonieux.

Pour construire une théorie des nombres réels ou
des nombres complexes, on peut suivre plusieurs
orientations: il y a pour cela des méthodes synthé-
tiques, des mdéthodes analytiques et des méthodes
axiomatiques.

Pour construire sa théorie des distributions, M.
Scnwanrz a choisi le point de vue fonctionnel (que
T'on pourrait aussi nommer synthétique): il présente
les distributions comme fonctionnelles linéaires con-
tinues dans certains espaces de fonctions indéfini-
ment dérivables. Mais, en vérité, les premilres tenta-
tives pour eréer une théorie des distribations suivent
l'orientation formelle ou axiomatique, d'une fagon
plus ou moins consciente. A propos des méthodes de
Bocnxer dans 1'étude de lintégrale de Foumer, ol
«l'introduction des distributions est inévitable, sous
une forme directe ou camouflées, Scuwanrrz observe
(loc. cit.): aLes adistributions» de Bocaxer sont, au
fond, définies eomme dériviées de fonctions continues
n'ayant pas nécessairement de dérivée usuelle; notre
théortme XXI du chapitre III exprime justement
qu'une distribution est, localement, une dérivée d'une
fonction continue. Il nous parait bien préférable
d'avoir cette propriété plutét comme théoréme que
comme définition (4 cause de l'indétermination de
I’ordre de dérivation et de la fonction continue, sour-
tout pour plusieurs variables)».

Eh bien, nous nous proposons de donner ici une
définition du conecept de distribution, au moyen d’un
systéme d'axiomes, qui revient i concevoir une dis-
tribution, au point de vue local, précisément comme
une w«dérivée formelles d'une fonetion continue. On
verra par la suite comment il est possible d'obvier &
I'inconvénient de l'indétermination, signalé par M.
Scawartz, On réussit alors, il nous semble, i rendre
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plus accessibles les fondements de la théorie et on
obtient une méthode plus directe pour s'attaquer a
plusieurs problémes.

Il faut remarquer que la possibilité d'une construe-
tion directe, purement formelle, de la théorie des dis-
tributions avait déja été indiquée par M. H. Kéxia
dans sa These, [14]. Toutefois ce travail, tout en
étant déeisif, n'est pas encore définitif, dans cette ligne
de recherches qu'il a ouverte d'une fagon remar-
quable. En effet, M. Kioxie ne donne pas une vraie
axiomatique des espaces de distributions (c'est-a-
-dire, un ensemble d’axiomes définissant ces espaces
4 moins d'un isomorphisme), bien qu’il ait déja tous
les éléments pour le faire: il construit, pour chaque
ouvert & de R', une structure formelle munie de
notions de «sommen, adérivées» et «limites de suites»
et il démontre que cette structure est isomorphe a
I'espace des distributions dans €. D’autre part,
I'étude topologique de ces espaces n'est pas encore
approfondie dans [14], ce qui ne permet pas de voir
la possibilité de refaire entiérement la thdorie des
distributions, d’aprés ce point de vue.

Notre idée initiale a été indépendante de celle de
Kéxre, mais il faut bien dire que la lecture de son travail
nous a influencé en plusieurs points; d'ailleurs, bien
que nos méthodes soient différentes, la source en est
la méme: elles sont directement suggérdes par 'oeuvre
de M. Scawarrz, En vérité, on ne fait que renverser
I'ordre logique établi dans [17], en choisissant pour
points de départ certaines propositions qui, dans cet
ouvrage, se présentent comme des théorémes, des
résultats: M. Konta s'est inspiré au th. XXX, tandis
que nous avons choisi le th. XXI (déja cité) et le
principe du recollement des morceaux (th. 1V).

Le principe heuristique qui nous a guidé dans les
recherches est celui de la conservation des régles de
caleul. Soient f,g,--+ des symboles de fonctions
continues de n variables réelles, définies dans un
intervalle @ de R"; si l'on se tient & la définition
o 0
dw’ duwi’

n'auront pas de sens en général. Mais on

habituelle de dérivée, les expressions

&ty
ey
dxy gy
trouve une situation analogue & propos de l’expression
V@, qui n'a pas de sens, dans le domaine réel, pour
a << 0; et on sait que, si 'on opére sur les expressions
de ce type suivant les régles usuelles (avec quelques
modifications en ce qui concerne les radicaux), on
n’arrive jamais a4 une contradiction: ¢'est la l'origine
du concept de nombre complexe.

De méme, on peut opérer sur les dérivées formelles
suivant certaines régles («la dérivée d’une somme est
la somme des dérivées», «il est permis d'intervertir

l'ordre des dérivations», ete.), sans jamais se heurter
a une contradiction. Seulement, pour que ce cacul
puisse @tre utile, il faut choisir une définition con-
venable d'égalité pour les dérivées formelles (ou
mieux, d’équivalence, pour les expressions consi-
dérées). D'abord, on doit rappeler que, pour chaque
fonetion continue f et chaque indice 7, il existe une
infinité de fonctions I telles f=D, I (au sens usael),
deux d'entre elles différant toujours d'une fonetion
indépendante de x;. Alors, si 'on a, par exemple,
deux symboles de derivation D, , D, , avee i=£Fk,
et deux fonctions continues f,g, il sera toujours
possible de trouver deux fonctions I, G, telles que
l'on puisse éerire, formellement, D,.f=D.D,F,
D, y=2D,D, G. En raisonnant de la sorte, on
s'apergoit que, en général, deux dérivées formelles
peuvent toujours &tre ramenédes i la forme de dérivées
avec un méme symbole composé de dérivation. (On
observe un fait semblable avee les fractions numéri-
riques: deux nombres rationnels peuvent toujours
ttre représentés par des fractions avec un dénomina-
teur commun. Cette analogie n’est pas accidentale:
elle nous a fourni les premitres intuitions décisives;
nous avons pris pour modéle la théorie analytique des
nombres rationnels). Considérons le symbole composé
de dérivation DP=D[! D::D:: Si I'on veut que
les régles usuelles soient conservées, on devra conzi-
dérer DP f= DP g, si (etsealementsi) DP (f —g)=0.
On est donc ramené i fixer, pour chaque n-uple p
d’entiers, 'ensemble des fonctions continues @ véri-
fiant OP® = 0. 1l n'est pas difficile de voir que cet
ensemble [que nous désignons par N (DP)] doit con-
tenir toutes les fonctions de la forme (1.1) (§1,n.01);
d’autre part, il est naturel de se borner 4 ces fone-
tions(1). Avec le choix des ensembles N (LP) le critire
d'égalité pour les dérivées formelles reste fixé et I'on
obtient les premitres distributions dans l'intervalle
@ de R*, sous la forme de classes d’équivalence
d'expressions du type considéré (2).

Mais il faut que les distributions ressemblent le
plus possible aux fonctions —spéeialement aux fone-
tions indéfiniment dérivables. On définit une fonction
dans un ouvert @ de R*, en faisant correspondre
un nombre 4 chague point x de 0. Cela n'est plus
possible, en général, pour les distributions. Mais on
peut se demander ce que doit devenir une distribu-
tion 7' dans un voisinage ¥ de chaque point x de

(') Voir la note qui se trouve aprbs la Bibliographie.
(*) Cette définition d'égalitd ne figure pas d'une fagon expli-
cite, dans l"ouvrage de ScowanTZ, Les bl de f tions

que nous désignons el par les notations N (Dp) jouont déji
un rdle essentiel dans [a Thise de Kixnra.
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son domaine @ — c'est-a-dire, ce que l'on doit en-
tendre par restriction de T 4 un intervalle Q* C Q.
Or, il est déji possible de définir, d'une fagon assez na-
turelle, un concept de restriction d'une distribution,
en exigeant que certaines régles soient conservées,
spécialement celle-ci: «La restriction d'une dérivie
DP est la dérivée 1P de la restrictions. Et finale-
ment, pour rapprocher le concept de distribution Je
celui de fonetion on est porté a introduire la rogle sui-
vante, que M. Scawanrz a nommé suggestivement le
principe du recollement des morceaux : «On définit une
distribution 7" dans un ouvert @ de R, lorsqu'on fait
correspondre, & chaque point x de @, une distri-
bution 77 définie dans un voisinage 17, de x, de
fagon que ces distributions coineilent dans les parties
communes de leurs domaines; la restriction de 7' 4
V, sera T, pour tout x e 0». Mais alors une distri-
bution dans 0 ne sera plus, en géneral, une dérivée
d'une fonction continue dans Q! Seulement dans un
voisinage convenable de chaque point de @ on lais-
scra subsister cette propricéteé.

Voild, en peu de lignes, la génise de 'axiomatique
que nous présentons au n.® 14 ¢t que l'on pourra lire
tout de suite, sans préparation. 1l est 4 souligner que,
dans cette axiomatique, on n’a employé aucune struc-
ture topologique des espaces de distributions. Pour
définir le concept de distribution on n'a besein que
de eousidérations algébriques

1l s’agit la, tout d’abord, d'un problime d'extension
algébrique, que Pon est induit & poser et i résoudre
sous une forme trés géndrale, suivant les méthodes de
I'algtbre abstraite. Cela explique lorientation que
nous avons choisie, le caractire abstrait des considéra-
rations des n.** 1,2, 5 et 7. Nous aurions pu rendre
beaucoup plus légére la rédaction du § 1 (et d'une
partie da § 2), si nous avions renoncé a cette généra-
lité. Mais nous avons préféré cette orientation, d'une
part, parce que nous l'avions suivie effectivement
dans nos recherches, et d’autre part, parce qu'on
ne sait jamais si d'autres applications ne seront pas
possibles.

Le résaltat central est le théoréme 1, qui, en par-
ticulier, sert a justifier le caleul des dérivies formel-
les que nous avons esquissé ci-dessus (distributions
d’ordre fini). Ensuite, le besoin de définir la notion
de restriction nous a conduit, dans le méme ordre
d’idées, au théoréme général d’homomorphisme (th .2).
Lia notion de limite projective algébrique de groupes
(n.° 7) a été introduite pour définir Ia notion de dis-
tribution d'crdre arbitraire (fini ou infini), dans un
ouvert quelconque de R". Eunfiu, la notion de pro-
duit multiplicatif est définie an n.® 9 d’une fagon
formelle, d'apris les idées de Koxia dans [14].

Dans le § 2 nous étudions le probléme de l'intro-

duction de topologies convenables dans les cspaces
de distributions et nons obtenons des resultats qui
nous semblent essentiellement nouveaux. M. Scnwanrz
avait introduit, dans l'espace (D') des distributions
dans R, la topologie forte par rapport i l'espace
(D), des fonctions indéliniment dérivables & support
compact, dont (D) est le dual; il ne s'est pas priéoc-
cupé de définir cette topologie directement, sans re-
courir i 'espace (D). Mais dans [17] il donne des
critires directs pour les limites des suites et une
caractérisation des ensembles borndés daus (D'). Avee
ces ressources et quelques résultats contenus dans le
mémoire [10] de Diruponsié-Scawanrz (prop. 14 et th.5)
il ne manquait plus rien pour la défiuition directe e
cette topologie, si ce n'estle coneept général de limite
inductive d'espaces localement convexes, qui a été
considéré seulement plus tard.

Pour introduire et étudier la topologie des espaces
de distributions, nous utilisons un résultat (th 7) que
nous avions déja signalé dans [20], 4 propoes de cer-
tains espaces fonetionnels analytiques, trés semblables
aux espaces de distributions € (A) ici considérds.
Le th. 7, avee le thdoréme de Ascor: sur les familles
de fonction équicontinues, nous donne la clef de la
question topologique dans les espaces de distributions.

Eun particulier, nous montrons (n.° 20) que la con-
sidération des limites de sunites est suffisante pour
déterminer la topologie de ces espaces (prop. 18 et
son corollaire). Cette remarue nous semble assez
importante, puisque, pour les applications, on pourra
se borner a la notion de limite d'une sunite, plus
acecessible anx techniciens que celle d’un filtre con-
vergent queleconque, employée par M. Scawantz.

Enfin, Jdans le § 3, nous cherchons les espaces
duals topologiques des espaces de distributions et
nous retrouvons les espaces de fonetions indéfiniment
dérivables d’oit M. Scuwanrz est parti pour construire
sa théorie. A cet effet, nous employons des méthodes
pacfaitemnent analogues a celles qne nous avions déja
suivies dans notre systématisation de la théorie des
fonetionnelles analytiques (voir [19]) et qui peavent
dgalement servir pour la recherche des applications
lin¢aires continues d'un espace de distributions dans
un espace localement convexe quelconque. Cette re-
cherche est co rapport direct avee 'étude des noyaue
distributions (voir [18]) et, en particulier, avec le
concept de produit de composition. Nous indiquons
aux 21, 22 et 25 les premiers risultats dans cette
direction. Il a'agit essentiellement de caractérier cer-
taines fonetions indéfiniment dérivables, 4 valeurs dans
un espace fonetionnel donné. Avee cette orientation,
I'analogie entre la théorie des distributions et la
théorie des fonctionnelles analytiques se révile trés
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étroite, plus encore que I'on pourrait 'imaginer apris
les travaux [15], [16], [13], [22] et [23], de Kirux,
Grornespieck, Siuva Dias et TiLisanx.

Mais il y a plusieurs classes importantes de distri-
butions (distributions & support compact, distribu-
tions borndes, distributions tempérdées, ete.), comme il
v a plusicars elasses de foncetions (fonctions continues,
fonctions 4 earrd sommable, ete.). I2t, pour chacune
de ces elasses de distributions (comme pour chacune
de ces classes de fouctions), il existe une structure
topologique, spécialement indiquée. Il s'agirait done,
maintenant, de faire l'étude directe de ces espaces
particuliers de distributions, dont M. Scuwanrz a
fait des applications profomdes. Nous nous bornons i
esquisser cette ¢tude pour les espaces de distribu-
tions 4 support compact (n.® 26).

Il reste aussi & examiner le cas des distributions
dans une variété indéfiniment différentiable quel-
congue. Nous croyons ue dans ce cas on devra faire
un usage plus étenda du principe du recollement des
moreeaux, avee les méthodes de la topologie algé-
brique.

Nous tenons i remercier ici vivement Monsieur G,
Kirae de l'aide précieuse qu'il a bien voulu nous
préter, soit en nous faisant connaitre la Thise de
Koxta aprés que nous avons obtenu nos premiers
résultats, soit en nous renseignant sur plusieurs points
de la théorie des espaces localement convexes, soit en-
core en acceptant de faire la revision eritique de notre
manuserit qui a pu dtre amélioré en plusicurs points
aprés ses remarques, surtout dans 'analyse logigue
dune 11,

Nous tenons aussi & remercier vivement Monsieur
L.. Senwarrz des renseignements ct des conseils
delairds qu’il a été bien aimable de nous donner. Clest
lui qui, dans une lettre, nous a suggérd le arecolle-
ment des morccauxs comme moyen pour gagner les
distributions d’ordre infini en partant des distribu-
tions d'ordre fini. Nous avions essayé de le faire par
complétion topologique, ce qui est possible, mais
moins naturel.

TR T T T T

I T L I I I A A

[§ 1, n.® 14] DEFINITION AXIOMATIQUE DU CONCEPT DE
DISTRIBUTION DANS UN ouverT peE R". Nous sommes
parvenus au point de pouvoir formuler une axioma-
tique des distributions, en termes de «fonctions con-
tinues», «domaine de existencen», arestrictionn, «addi-
tion» et adérivationsws. L'universe logique, pour cette
axiomatique, sera l'ensemble de toutes les distribu-
tions définies dans des ouverts @ de R'. Notre axio-
matique se compose des 8 axiomes suivants:

Axione 1 — Toute fonction complexe, définic et con-
tinue dans un ouvert de R", est une distribution.

Axtonn 2 — A chague distribution 'I' correspond un
ouvert & de R", rwommé l¢ domaine d'existence (ou
seulement le domaine) de 'l'y de facon que, si T est
une fonction continue, le domaine de 'I' est le domaine
d'eristence de cette fonction au sens usuel.

Axiome 3 — I/ existe une opération, nommee addition,
qui, it chaque couple de distributions 'I'y,'Us, @ domaine
Q commun, fait correspondre une distribution de domaine
0, nommee o somme de Iy avec 'y et notée 'y 4 Ty
de fagon que, si 'I'y et 'I'y sont des fonctions conlinues,
Ty 1y est la somme de ces fonctions au sens usuel.

Axions 4— A claque distribution 'I' de domaine ( et
t chague indive i=1,2,... n, corvespond une dis-
tribution de domaine @, nommée la dérivée partielle
de ‘I' par rapport @ x, et notde U," T de fagon que:
1) s¢ 'I' estune fonction qui admet dérivée partielle par
rapport & s, continue dans Q (aw sens usuel), D, T
coincide avee cette dérivée; 11) si 'I' et U sont deux
distributions & domaine commun, on a D, (T+ U)=
=D, T+ D, U, pour i=1,---yn; L) D, D, T =
=D, DT, quels que soient la distribution I et
les indices i,k.

Axrone: 5 — A chaque distribution 'I' de dumaine 0
et  chague ouvert Oy C Q, correspoud une distribution
T, de domaine (1, nommée lu restriction de T &
Oy, de fagon que: 1) si T est une fonction continue,
Tq, est la restriction de cette fonetion a4 0, au sens
usuel ; 11) s/ 0, est une partie ouverte de 4y, on a
('l'n‘) 0, = 'l‘[,s,z , pour toute distribution 'I' de domaine
Q; 1) (T + U)g, =Ty, +Uq , pour tout couple de
distributions 'I', U de domaine 25 1V) (D, T)n, =
.=le Tﬂx quels que soient la distribution 'I' dans 0

et Uindice 1.

Axione G- (Principe du recollement des morceaux)
8i, étant donné un ouvert Q de R", on fait corres-
pondre, & chague x e}, un voisinage ouvert {lx de x
et une distribution 'I'x de domaine Qx, de fagon que,
si les voisinages Qx ,(ly de deux points x,y de 0
ont une intersection non wvide, les restrictions de Ty et
Ty a Qx Ny coineident, alors il existe une (et seule-
ment une) distribution 'I' de domaine 01, dont {a res-
triction a Ox est Tx, quel que soit x e 0.

Cosvesrions — Si p est une m-uple quelconque
(piy e+, 1) de nombres entiers non négatifs, nous
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posons DP = D' ... D}, oit D désigne la p-itme
puissance de Popérateur I, (i =1,--+,n). Etantdon-
nés p = (piyee,p) ot Q= (g1,%+,q), on derit
p<.q comme abréviation de p;<Tqq,--,p. < q.-
Nous disons qu'une distribution 7' est indépendante
de a; si sa dérivée D, T' est nulle (i=1,..-,n).

Axione T — Pour toule distribution 'T' et tout inter-
valle ) de R", ouvert et borné, dont l'adhérence est
contenue dans le domaine de 'I', il existe une fonction
f(x) définie et continue dans Q, et une n-uple p,
tels que T =DPf,

Axtome 8 — 8¢ I' est une distribution indépendante
de x; ayant pour domaine un intervalle Q de R" et si
lon a 'T'=DPf, f étant une fonction définie et continue
dans Q et p une n-uple d'entiers, il existe une aufre
n-uple p< p et une fonction f continue dans Q , in-

dépendante de x; au sens usuel, telles que T=DPf
(i=1,:+,n).

L’analyse développée dans tous les n.°* précédents
nous permet d’établir que cette axiomatique est
compatible et eatégorique ; e'est-a-dire : a) elle admet
au moins une réalisation; b) deux réalisations de
cette axiomatique sont ndcessairement isomorphes.
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Nore — Pour chaque n-uple p = (py,-++,p,) d'en-
tiers, 'ensemble N (P), dont il est question dans
P'introduction (lorsqu'’il s’agit de définir I'égalité de
deux dérivées formelles), est constitué par les fonetions
0 de la forme

m=-1 P—-1 Pu=1
O(x)= X &1 14(x)+ X a¥pa(x)+o+ X alp,,y(x),
=0 y=0 =)

olt 7; ,(x) est une fonetion continue indépendante de
wi(i=1,++,n,v=0,1,---, p,—1). L'axiome 8 permet
d'établir que ces fonctions sont toutes les solutions
possibles de I'équation DP 7'=0, lorsque I'inconnue
est une fonction continue.



