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@ publicada pela Biblioteca dos Altos Estudos, em traduglo de Jaime Campos Ferreira).

A Andlise funcional conta actualmente cerca de 60
anos de existineia. A ideia de consilerar as fungdes
como elementos de um espago com nm nimero infi-
nito de dimensdes e de encarar os operadores integrais
e diferenciais como transformagdos de um tal espaco
num outro, desenvolveu-se com bastante lentidio, de
maneira rue so nos nossos dias se aleangou uma
teoria com generalidade suficiente para conter, como
casos particulares, todos os espagos fancionais de que
hd necessidade na Andlise.

A primeira teoria célebre da Andlise funcional, a
das equa¢des integrais de Frepnouw, niio saia do
campo das fun¢des continuas num intervalo I=[a,h]—o0
espago C'(/ ), como hoje é designado. Foi HiLpert quem
reconhecen que o espago alequado i teoria das equa-
goes integrais é o espago 1.2, das fungdes mensurdveis
de quadrado somdvel, espago que receben o nome
desse matemitico.

A teoria dos espagos de IHiupert desenvolveu-se
rapidamente, tornando-se um instrumento muito po-
tente na Andlise. Hoje estd praticamente acabada e
sai do quadro da teoria geral dos espagos funcionais.
Vale a pena mencionar o seu interesse actual na Fi-
sica teorica, onde fornece a base matemitica para a
fisica do dtomo.

Durante muito tempo a teoria geral dos espagos
funcionais lineares viven & sombra da teoria (os
espagos de Hiuperr. De facto, além dos espagos L7
das funcdes de p-¢sima potidneia integrdvel, conside-
rados por F. Riesz, e dos priprios espagos de lHrirnerr,
pouco mais se conhecia na altura em que 5. Bavacn
(por volta de 1920) fundou a teoria dos espagos nor-

mados, que hoje se designam por espagos de Baxacn
quando sio completos. Esta teoria, de uma grande
simplicidade, contém tcoremas de profundo alecance
na Andlise. O seu tcorema central serd talvez o
de Haux-Bawacn, sobre o prelongamento dos fun-
cionais lineares continuos de um subespago ao espago
inteiro.

Quanto a aplicagdes da teoria dos espagos norma-
dos, podem citar-se as que foram realizadas pela es-
cola polaca sobre as séries ortogonais e os métodos
de somagiio de séries divergentes; convird também
lembrar que o teorema de Scuavper e Leray sobre a
existéncia de pontos fixos de certas transformagfes
nio lineares, talvez o maior sucesso de toda a teoria,
fornece como casos particulares teoremas de existén-
cia relativos a equagdes s derivadas parciais nfo
lineares bastante complicadas.

Mas ji Bawacn sentia que a nogio de espago nor-
mado era muito pouco geral. Se considerarmos, por
exemplo, o espago C (R) das fungdes continuas sobre
toda a recta real, com a topologia natural da conver-
giéncia uniforme sobre os intervalos finitos, j4 ndo
teremos um espago normado, mas um espago (I)—ou
de Frécner—que ¢ ainda metrisdvel, mas de uma
maneira um poaco artificial. Baxacn generalizou al-
guns dos scus teoremas aos espagos (/[7), mas nio
obteve uma teoria completa. A dificuldade residia na
circunstincia de o espago dual, isto é, o espago dos
funcionais lineares continuos sobre um espaco (£),
nilo ser ji um espago (F7), o que impossibilitava a
aplicagio dos mdétodos da teoria de Daxacn. Convird
ohservar que o espago dual de C([) ¢ o espago de
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certas medidas sobre a recta, certamente digno de
lugar numa teoria geral dos espacos lineares.

Outro ponte que vale a pena referir ¢ que uma
parte central da Andlise, a teoria das fungdes anali-
ticas, era praticamente inacessivel aos métodos de
Baxacn: o mais simples dos espac¢os que aqui se po-
dem considerar, o das fun¢des holomorfas num con-
junto aberto do plano complexo, ¢ jd um espaco (F7)
niio normavel.

Também o espaco das fungdes reais indefinidamente
derivdveis num intervalo [a,d] ¢ um espago (I7)
nio normavel.

Impunha-se entdo desenvolver uma teoria, que fosse
por um lado bastante geral para abranger todos os
espagos de grande interesse na Andlise, por outro nio
tido geral que excluisse a possibilidade de obter teo-
remas profundos. Ao encontro desta necessidade é
que surge a teoria dos espagos localmente convexos
que s6 nos iltimos cinco anos alecangou a sua forma
talvez definitiva.

Em lugar de se dar uma norma ||y || sobre um es-
pago linear K (como no caso dos espagos normados),
supde-se dada uma classe |pa(y)| de seminormas,
e introduz-se uma topologia T definindo as vizi-
nhan¢as da origem a partir dos conjuntos ilz,: de
todos os y e E tais que pa(y) <. Se a topologia
T for separada, o espago obtido diz-se localmente con-
vexo.

O que torna esta teoria mais dificil do que a dos
espagos de Bawacm é a necessidade de empregar os
instrumentos da moderna topologia geral, espagos
uniformes, filtros, ete., em vez dos métodos mais sim-
ples que sio suficientes nos espagos métricos. Toda-
via deve notar-se que, mesmo no caso dos espagos de
Baxacn, os teoremas sobre a convergéneia fraca exi-
gem na verdade os instrumentos topoldgicos, porque
a convergéncia fraca é a noglo de convergincia da
topologia fraca, a qual ndo é metrisdvel. Desta forma
tém os mdétodos modernos contribuido também para
esclarecer e ampliar a teoria cldssica de Bawacn.

Indicarei agora, apenas em tragos largos, o desen-
volvimento da teoria geral dos espagos localmente
€onvexos.

A noglio de espago localmente convexo e os pri-
meires teoremas sobre estes espagos foram estabele-
cidos por J. vox Neumasn em 1935. Em 1938, J.
Wenavses suprime uma hipdtese supérflua de nume-
rabilidade da definigio de vox Neumaxy. Mas a teoria
geral mantém-se pouco desenvolvida até 1942, ano
em que, num trabalho de J. Dieupoxxi sobre a teoria
de Bawacn, aparece a nogio de dualidade fraca, bem
como as demonstrages de alguns teoremas relativos
A topologia fraca. O trabalho de Dieuponyéi vem ge-
neralizar certos resultados que O. Togrri1z ¢ eu pro-

prio tinhamos obtido desde 1934, sobre uma classe
especial de espagos (a que demos o nome de espagos
perlcitos) enjos elementos sfio sucessbes de nimeros
ecomplexos. Os espagos perleitos sdo bastante mane-
javeis, fornecem fdceis exemplos e contra-exemplos,
e por esta raziio a respectiva teoria poude dar algum
estimulo ao desenvolvimento da teoria geral.

Mas o referido trabalho de Dieupoxyiz ndo marca
ainda o verdadeiro inicio da fase definitiva.

S0 em 1949 aparecce uma memdria de Disuposse
e L. Scuwanrz intitulada «La dualité dans les espaces
(1) et (L F')», que contém toda a aparelhagem de
nogdes topoldgicas e de métodos gerais de que a teo-
ria viria a servir-se. Neste trabalho utilizam-se os
resultados profundos sobre os espagos localmente con-
vexos que G. W. Mackry obteve, sob forma predo-
minantemente algébrica, em 1945 e 1946. E ¢ entlo
principalmente o jovem matemdtico A. Groraexpieck
(tem somente 25 anos de idade), quem desenvolve a
teoria geral dos espagos localmente convexos em vd-
rios trabalhoes, alguns ainda nfio publicados.

N#o tentarei fazer aqui um esbogo do conteiido da
teoria geral, bastard mencionar que se conhecem hoje
muito bem os duais dos espagos (F'), sobretudo por
obra de Dreunoxsi, Scawarrz ¢ (GroTHENDIECK, € (ue
se sabe com precisio quais o0s espagos localmente
convexos em que sfo verdadeiros os teoremas centrais
da teoria de Bawac.

Falarei agora das aplicagdes.

Foi a necessidade de uma defini¢do preciza do con-
ceito de distribuigiio que conduzin Dizvpoxst: e
Senwantz ao seu traballio sobre os espagos (/) e
(I. I"). A noglo de distribuigfo, sensacional desco-
herta de Scawartz, que veio alargar e anificar de uma
forma surpreendente a anilise real cldssica, ndo pode
definir-se precisamente sem a teoria dos espagos local-
mente convexos. Os espagos de que se necessita niio
¢do j4 mesmo espagos (I7), mas limites indutivos de
sucessdes de espagos (£), chamados espagos (L F').

A definigio de distribuigfio dada por Scawanrz é a
seguinte: uma distribuigio sobre a recta é um fun-
cional linear continuo sobre o espago ©O (espaco do
tipo (L I)), constituido pelas fun¢des indefinida-
mente derivdveis com suporte compacto sobre a recta.

Se se pretende seguir o desenvolvimento da teoria
das distribui¢fes e das suas aplicagdes aos diversos
ramos da Andlise, sente-se a necessidade de conhecer
a teoria dos espagos localmente convexos, ou pelo
menos algumas partes nfio muito elementares desta
teoria.

Outro campo de aplicagies ¢ constituido pela teoria
da integragio sobre os espagos localmente compactos,
generalizaciio das teorias da integraciio e da medida,
que obteve recentemente, no livro de Bournaxr sobre
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a integragio, uma forma bascada nos espagos local-
mente convexos. As medidas sobre um espago local-
mente compacto K sfo também definidas como ele-
mentos do espago dual de certo espago de fungoes
continuas sobre K.

Passemos a um terceiro campo de aplicagdes, a
teoria das fung¢des analiticas, que como j4 disse, se
manteve inacessivel aos métodos de Banacn. Em 1937,
0. Torrrirz reconheceu que certos espagos de fungdes
analiticas, por exemplo o das fungdes inteiras, eram
espagos perfeitos. Torrvirz conseguiu demonstrar vi-
rios teoremas cldssicos da teoria das fungdes inteiras
com os métodos gerais dos espagos perfeitos, e reco-
nhecer a dualidade entre o espaco das fungdes inteiras
¢ o das fung¢des analiticas na origem.

Por outro lado, existia desde 1930 uma teoria bas-
tante desenvolvida dos funcionais analiticos, de L.
Fanrarrré e da sua escola. Afastados das nogoes da
escola de Buaxacm, os fundamentos desta teoria nfio
eram de forma alguma simples.

12 assim, embora hd muito se sentisse a necessidade
de englobd-la numa teoria mais geral, é s6 em 1946
que J. Sesastiio E Sinva consegue dar A teoria de
Faxrtarert uma nova base, na qual, introduzindo o
espago % (C) das fungdes localmente analiticas sobre
um compacto ', permite demonstrar que, na sua
maior parte, ela cabe no quadro da teoria dos espa-
gos localmente convexos.

Note-se que os espagos F(C), cuja importincia
na andlise complexa é evidente, nfio sfo também es-
pagos (F'), mas limites indutives de espagos de
Baxacn, Nova ilustragio do facto de que a generali-
dade das nogdes da teoria moderna era imposta jd
pelos exemplos mais cldssicos.

A estes resultados de J. Siuva liga-se toda uma
série de trabalhos cujo objectivo é o estudo dos espa-
cos F(C) e de outros espagos mais gerais de fungdes
analiticas que tomam valores num espago localmente
convexo qualquer. Citarei junto do nome de J. Sinva
os de L. Nacusix [15], Stuva Dias [2], Groraenpieck
[7], Tirryany [20] e 0o meu préprio [10] (1). Creio bem que
nesta direcgiio serd possivel obter ainda muitos re-
sultados de grande interesse.

Para nfo ficar exclusivamente em generalidades,
vou tentar dar-vos uma impressiio mais precisa sobre
um problema que estudei no meu trabalho relativo as
digtribuigdes de fronteira («Randverteilungen») das
fungdes analiticas. scolho essa questiio, nfio s por
ser acessivel mesmo aos nHo especialistas da teoria
dos espagos localmente convexos, como também por-
que espero que as nog¢des que nela intervém serdo
iiteis na andlise clissica.

() Os nimeros entre colchetes referem-se 4 Bibliografia, que
se encontra no final. (N. da R.).

Seja f(z) uma fungBo holomorfa para |z|<1.
O problema do comportamento de f(z) quando z se
aproxima da circunferéncia K=(|z| =1) é um pro-
blema antigo. Sabe-se que hd casos em que f(z) ¢
ainda analitica sobre K, ou pelo menos continua.
Mas existem também fungdes de fronteira que per-
tencem sé a um espago L7, isto ¢, que s3o apenas
fungdes de p-ésima poténcia integrivel 4 Lepescue.
I, na maior parte dos casos, nio existe mesmo ne-
nhuma fungfo definida sobre K que possa ser consi-
derada como prolongamento por continuidade de f (z)
a fronteira, porque esta fungio se torna demasiado
patoldgica quando = se aproxima de K.

Tudo isto ¢ pouco claro, e talvez pare¢a impossivel
integrar estes casos divergentes num quadro onde se
organizem de uma maneira simples. Pois, como vamos
ver, a teoria dos espagos localmente convexos vem
permitir uma tal organizagfio e até de uma forma
bastante directa.

Observe-se primeiro que as fungdes y (z), anali-
ticas sobre a circunferéncia K (e portanto sobre um
conjunto aberto contendo essa circunferéncia) consti-
tuem um espago localmente convexo A (K), caso
particular dos espagos § (C) introduzidos por J. Sirva.

Como se v imediatamente, as fungdes 3 (z) de
A (K) sfo precisamente as que admitem um desen-
volvimento de Lavnext da forma

+=
4 (=}= _E .7,

com os coeficientes &, sujeitos a tnica condig¢fo de
existir um mimero natural £>1 e um nimero posi-
tivo M tais que
1y#
1Em | <M (1__;‘:_) n=0,1,2,...

Poderemos entdo representar y (z) pelo vector
p = (&), e o espago perfeito A (K), constituido por
todos os vectores ¢, serd topologicamente isomorfo
a A(K).

Designemos por A(K)' o espago dual de A(K),
isto ¢ o espaco cujos elementos sdo os funcionais line-
ares continuos sobre A(K). N#o darei agora a defi-
nigfio exacta da topologia de 4 (K) que é um pouco
complicada; mas indico a seguir um teorema sobre
os espagos perfeitos que fornece uma representagéio
bastante simples dos elementos dos A (K)':

Todos os funcionais lineares continuos u () sobre
um espago perfeito E podem representar-se como
vectores u = (v,), em que os v, devem submeter-se
i condi¢io inica de que o produto escalar u¢ —
= Yy, E, seja absolutamente convergente para todo
o pell; nestas condigdes ter-se-i u(g) = ug para
todo o g de I e todo o u pertencente ao dual de E.
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Um cdleulo elementar evidencia que o espaco
A(K)" ¢ isomorfo ao espago perfeito 2 (K)' de todos
vectores u = (v,) tais que

+%¢, 1 Inl
_;(lv-?) |va| <o k=2,3,--.

Obtivemos assim uma concretizagfio Jos funcionais
lineares continuos ue A (K)' que fazem corresponder
um nimero complexo a cada fan¢fio ¥ (z) analitica
sobre K. Mas também poderemos agora considerar
um tal ue A(K)' como uma espécie de fun¢io genc-
ralizada sobre K, num passo semelhante ao que se
dd para introduzir as ne¢des de medida ou de distri-
buigfio sobre KA. Como se sabe, estas sfio também
funcionais que t&ém um valor nfio em cada ponto de
K, mas sim em cada fun¢io continua sobre A no
primeiro caso, e em cada fun¢io indefinidamente de-
rivdvel sobre K no segundo.

Segundo este ponto de vista, chamo aos elementos
de A(K)' distribuigBes de fronteira sobre K. E sio
precisamente estas distribui¢des que permitem resol-
ver o nosso problema sobre as singularidades de fron-
teira de uma fun¢fo f(z), analitica para |z| <1. Com
efeito, o teorema seguinte vem esclarecer toda a ques-
tio:

Quando p-»1, as fangdes f(pz) — fun¢bes ana-
liticas sobre K para O0<<p <1 — consideradas como
distribui¢des de fronteira sobre K, convergem no
sentido da topologia de 4 (A")', para um elemento
ued(K) .

Esta distribui¢io u serd entfio o limite de f(z),
quando nos aproximarmos de K sobre circunferéncias
concéntricas e interiores a A

Por meio da nossa representagiio dos elementos (e
A(K) e de A(K)' como vectores poide precisar-se
a convergéneia referida da seguinte mancira:

Se wu, sdo os vectores que representam os f (pz)
considerados como distribuigdes de fronteira, e se u
é o respectivo limite, a convergéncia dos f(pz) para
1 exprime-se pela convergiéneia no sentido usual dos
produtos u,p para wyp, para todo o pe 2 (L),

A convergéncia em questfio ¢, porém, muito fraca;
no caso geral nfo terd sentido pér a questio da con-
vergéneia dos f(pz), se nos limitarmos a um sector
do circulo |z|<<1.

Mas ¢ possivel que a distribui¢do de fronteira de
uma fung¢do f(z) possa prolongar-se num funcional
linear continuo sobre um espago mais vasto do que
A (K), por exemplo sobre o espago 1.2, de Hiunert.
E entfio a convergineia dos f(zz) para a distribui-
¢do u, que serd também um clemento de 1.2, tor-
nar-se-d4 mais forte, passando a coincidir com a con-
vergéncia no sentido do espago de HiLnert,

Vemos assim como um caso o primeira vista um
tanto estranho entra na nossa teoria geral.

Esta teoria dd agora a poessibilidade de classificar
as fungdes f(2), holomorfas no interior de K, a
partir dos espacos localmente convexos a que per-
tencem as suas distribui¢des de fronteira, facultando
um nove métode para precisar o tipo de singulari-
dades que uma tal fun¢fo admite sobre a circunfe-
réncia K. Trata-se porém de uma classificagfo
global, visto que se tem de considerar toda essa cir-
cunferéneia e ndo 86 uma parte dela.

Vejamos agora um outro ponto: sabe-se jd que, a
cada fungfio f(z), holomorfa para |z| <1, corres-
ponde uma distribui¢iio de fronteira. Pergunta-se
agora: serio aleancados Jdesta maneira todos os ele-
mentos de A (K7)'?

A resposta ¢ negativa, mas pode afirmar-se que
toda a distribui¢io de fronteira ¢ a soma de duas
outras, das quais uma ¢ o limite de uma funcio fj
holomorfa no interior de A e a outra o limite de uma
funcdo f holomorfa no exterior de K e nula no
pouto infinito.

Este resultado di uma justificaciio para o nome
adistribui¢iio de fronteira» que se adoptou; o par
(fis/f2) (que pode chamar-se uma fungio local-
mente analitica no complemento de A em relaciio A
esfera de Rieuany) tem um elemento de A (A')' como
sua distribuicdo de fronteira e, reciprocamente, todo
o elemento de A (K&)' ¢ a distribuigio de fronteira de
alguma fun¢iio localmente analitica no complementar
de K.

A teoria das distribuigdes e fronteira tem relagdes
bastante intimas com a das distribui¢des de Scnwarrz,
que alids me serviu de modelo.

Vié-s¢ imediatamente que o espago F (K), cons-
tituido pelas fungdes indefinidamente deriviveis so-
bre N, contém o espago A(K), o qual é denso
naquele; nestas condigdes toda a distribuigfio de
Scawanrtz sobre K & uma distribui¢fio de fronteira.

Surge agora naturalmente uma questio bastante
interessante: quais serio as fun¢des analiticas no in-
terior de A’ que admitem, como singularidades na
fronteira, distribuicdes de Scnwantz ?

A resposta ¢ muito simples: sfo precisamente as
fungoes de creseimento lento, isto ¢, as funcdes f(z)
para as quais existe um mimero natural I e uma
constante N tais que

N

|f(<‘5)l€a,,‘.—(:)

para |z| <1,

representando por 3 (2) adistinciade z a K. Assim,
as distribuigdes de Scnwanrz sobre K apresentam-ses
de certo modo, como generalizacio do conceito de
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polo, enquanto as distribui¢des de cardceter mais irre-
gular dariam wmna generalizag¢iio do coneeito de ponto
singuiar essencial.

E, reciprocamente, toda a distribuigio de Scuwanrz
d sobre KN ¢ soma de duas outras, oy e ds, que
sio distribui¢des de fronteira de duas fungdes de eres-
cimento lento f; e f», sendo /) holomorfa no inte-
rior de K e f» holomorfa no exterior de A e nula
no infinito.

Obtém-se assim uma correspondéncia biunivoca
entre as distribui¢des de Senwarrz sobre K e as fun-
goes (fy(z), f2(z)) holomorfas em Q-K e de cresci-
mento lento. I esta correspondéneia ¢ mesmo um iso-
morfismo algébrico do espago E (K)' das distribuigdes
de Scnwanrz sobre o espago P (2-K) das fung¢des
localmente analiticas no complementar de K, o que
significa que poderemos identificar as distribuigdes
de Senwanrz com pares de fungdes analiticas.

Ilis um ponto de vista que permite cncarar muito
concretamente as distribuigdes, nfio parecendo ji tio
singular a circunstineia de que toda a distribui¢iio
sobre N seja indefinidamente diferencidvel.

Se pensarmos agora em substituir KA por uma
recta g passando pela origem do plano complexo, a
sitnagfio torna-se muito mais complicada: hd distri-
buigdes de Scawanrz sobre g que niio sio distribui-
¢oes de fronteira de nenhum par de fungdes analiticas.
As relagdes precisas entre os dois tipos de distribui-
cOes nfo sfio conhecidas neste caso, a sua determina-
¢io constitui um interessante problema ainda nio
resolvido

Terd talvez interesse referir ainda que os resul-
tados que obtive tém também uma certa importincia
para a teoria das séries de Founien.

Scuwanrz demonstrou que uma série de Foumier
o i - - .~ -

Y a, e tem por soma uma distribui¢fo, se existe
—_—

um mimero natural & e um M > 0 tais que

|a, | < M|n]t n=1t1,+2,.

No entanto, pela minha teoria, pode dar-se um sen-
tido 4 soma d¢ uma série de Foukier, ainda quando os
respectivos coeficientes satisfagam iis condigdes mais
fracas:

s 1\
: (“T) la, | <o

A soma de uma tal série de Foumer ¢ um funcional
linear sobre o espago das fung¢des periddicas analiticas
sobre a recta.

Devo porém terminar.

Espero ter conseguido mostrar-vos que a teoria dos

E=2,8,.

espagos localmente convesos, aparentemente tio abs-
tracta, tem aplicagdes bastanie concretas na Andlise
clissica, e que o estudo detalhado desses espagos
abrird novos campos de investigagio na Aundlise fun-
cional.
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