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b + c 2a ; 2,°} a área do rectângulo construído com 
os dois menores lados é m vezes a área do triângulo. 
Discussão. Aplicação ao caso de ser a = 438 m e m =• 3. 

R : Seja b + c — 2 a , e suponhamos que b é o mc-
nor dos lados do triângulo: b < a < ; c . A área do rec-
tângulo referido é a • b ; e como a altura do triângulo 
para o lado b è a • sen C, a ««a área exprime-se por 
a • b • sen C/2 ; donde, em virtude da condição do enun-
ciado, sen C --- 2/m . Tem, pois, de ser m 2 . 

Se ra = 2 , o triângulo é rectângulo em C , com 
a • b = 2 ; e desta relação, juntamente com a ! + b2 = e2 

e b 4- c = 2 a , tiram-se os valores dos seus lados 
(a = 4 b / 3 , c = 5 b /3 com b = / í i / j / 2 ) , obtendo-se em 
seguida os valores dos ângulos (A - are sen 4/5) . 

Se m >- 2 , obtido C de sen C = 2 / m , da relação 
entre os lados e aí somas dos ângulos opostos vem, cal-
culando a soma b + c , 2 sen B =• sen A -f- sen C ; mas 
sendo sen B = sen (A + C), fica 2 sen (A f C ) —sen A +• 

A C 
+ sen C , o que conduz a 3 tg — — cotg , que 

permite determinar A , — ficando o problema resolvido, 
pois se conhecem os três ângulos do triângulo e se sabe 
que (b + c)/2 sen A— b/sen R = c/sen C . Como a <c 

A L 
segue-se que também A <, C ou seja tg -< tg ; 

- a C assim, a relação á tg • tg —p — 1 conduz a 

c i G 4 
tg2 —>— e, como (? « (0,®),tg — D e s t e 

/ n 2 

\T'T)' 
Excluído o modo conclui-se que tem de ser C e 

caso de ser m = 2 , já considerado, fica-nos yZjÍ<. 

< s e n C —— c i e portanto m e ( 2 , 4 / l / 3 ) , ficando m 
o problema com duas soluções para ra neste intervalo. 

SoIncBes dos N,oi 3931 a 3S3S de L. Albuqmrqu» 

M A T E M A T I C A S S U P E R I O R E S 
P O N T O S DE E X A M E S DE F R E Q U Ê N C I A E F I N A I S 

G E O M E T R I A D E S C R I T I V A 

F. C. L. — G E O M E T R I A D E S C R I T I V A — 1.» Exame de Fre-
quência, 1954-55. 
3 9 3 9 —Sejam a ,a' -•• números reais. Considere 

o conjunto dos pares ( a , P ) e defina nesse conjunto 
uma soma pela lei seguinte 

(a , g) + (a ' , p1) - (« + a!, p + p') . 
Mostre que a correspondência è um ho-
momorfismo, e determine o seu núcleo. 

3 9 4 0 — Determine o grupo dos automorfismos de 
um grupo cíclico finito. 

3941 — Considere um plano oblíquo qualquer. 
Determine o seu traço no PJ , 4 utilizando uma recta 
de perfil do plano, 

3942 — Dadas 3 rectas não complanas duas a 
duas, mostre (construindo) que é possível haver uma 
recta paralela a uma delas e que encontra as outras 
duas. 

3943 — Dadas 2 rectas, uma paralela ao pj , 4 e 
outra paralela ao £1,3 construir por um ponto não 
pertencente a nenhuma das rectas dadas, uma recta 
paralela ao jSj,i que as encontre. 

Observação; 
Resolver o problema sem recorrer à LT, no caso 

em que tiver solução. 

Enunciar a condição necessária e suficiente para 
que o problema tenha solução. 

F. C. C. — G E O M E T R I A D E S C R I T I V A — 2." Exame fre-
quência — 1953-54. 

Ponto n.° 1 
3 9 4 4 - P o r um ponto de L. T. conduzir uma recta 

que taça ângulos de 40° com o plano vertical de pro-
jecção e com um plano vertical que define com aquele 
um diedro de 70®. 

R: A recta é uma das arestas de um triedro, cujas fa-
ces medem 70°, 50° e HO", sendo as outras duas arestas 
eixos dos dois planos. 

3945 — Determinar os pontos de Bi que distam 
4™ de L. T. 

Rr São os pontos da intersecção de Bi com uma su-
perfície cilíndrica de revolução que tem L. T. por eixo 
e 4tln por raio dum paralelo. 

3 9 4 6 — Conduzir pela h. T. os planos que defi-
nem ângulos de 30° com urna horizontal inclinada 
45" sobre o plano vertical de projecção. 

R : São os planos tangentes, conduzidas por L. T. 
a uma superfície cónica de revolução que tem a hori-
zontal por eixo e 60" de abertura. 

SoluçSos dos 3344 a 3946 do J. Farinha 
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A N Á L I S E I N F I N I T É S I M A L 

F, C . L . — C Á L C U L O INFI NITKSDIAL — 1.® Exame de Fre-
quência — 1.* chamada — 1 1 de Janeiro de 1935 

T e o r i a 

3947 — Defina operação de fração contínua e in-
dique como tal operação se aplica ao desenvolvimento 
dos números reais e enuncie os teoremas que respei-
tam a tais desenvolvimentos, quer no caso dos núme-
ros fraccionários, quer no caso dos números irracio-
nais. 

3948 — Defina conjuoto complementar dum con-
junto dado o justifique a classificação dos pontos de 
um conjunto que resulta das relações deste com o seu 
complementar. Defina fronteira de um conjunto e 
enuncie os teoremas que respeitam a tal conceito. 

3 9 4 9 — Defina números derivados, semi-derivadas 
e derivadas de uma função de uma só variável inde-
pendente, num dos seus pontos. 

Defina diferencial de uma tal função e escreva a 
sua expressão analítica e indique o significado geo-
métrico da diferencial considerada. 

Prática 

3 9 5 0 — Dada a quádrica 

x* + y* + b* — 2yzJr2zx~'2xyA-3S"'í — 0 

а) mostre que a superfície tem uma recta de cen-
tros a distância infinita ; 

б) determine o plano diametral conjugado cem a 
direcção definida por ( 1 , 3 , 5 ) e mostre que ele passa 
pela recta de centros; 

e) classifique a quádrica e escreva a sua equação 
reduzida. 

3951 — Dada a superfície 

nfi (x? + 2 a x 4- yi) z- (a e m fixos) 

a) indicar as suas direcções principais e verificar 
se há rectas que passem pela origem das coordenadas 
e pertençam à superfície; 

b) determinar o lugar geométrico das circunferên-
cias: f x* + 2 a x + y* - Rí i B - A 

que se apoiam na recta 
x = e — my — 0 ; 

e) em face dos resultados obtidos que pode dizer 
àcerca da superfície dada? 

F. C . L . — C A L C D L O I N F I N I T E S I M A L — 2. ' Frequência 
— 2.* chamada — 30 de Abril de 1955. 

Prática 
3952 — A partir da equação vectorial O -= P + 

+ pn que dá o centro de curvatura de uma curva 
plana correspondente ao ponto P, mostre que 

dc d p - + 

d s de 

onde e é o arco da curva dada tomado a partir de 
um ponto P o . 

Conclua dai que a tangente à evoluta é normal à 
evolvente no ponto correspondente. O que acontece 
nos pontos em que p 6 máximo ou mínimo? Deter-
mine a evoluta da elipse 

e estude a natureza dos pontos da evoluta que são 
centros de curvatura da elipse nos seus vértices. 

3953 — Determine a menor distância da origem O 
à superfície 

e mostre que o ponto à menor distância se encontra 
numa normal à superfície passando por O. 

3 9 5 4 — Determine e estude os pontos singulares 
da curva 

a;3 1- y3 = xy . 

Qual a ordem do contacto da curva com a circunfe-
rência 

+ y* = V ? 
F, C. C . — C Á L C U L O IHFINITÉSISJAL — 1," Exame de fre-

quência — Maio de 1954. 

Ponto 1 

3955 — Determinar e caracterizar o integral ge-
ral e o integral singular da equação 

8 < ! + » « ) - ( « f - j 

R: As curvas do integral geral são as circunferên-
cias com centro sobre Os e tangentes às rectas y = x , 
que constituem o integral singular. 

3956 — Determinar as curvas integrais da equação 
y'ii + yt _ 2 ( 1 — sen 2 JS) + cos x 
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q u e passam pela origem tangencialmente à recta 
y = — x . 

R : Integral geral 
1 X 

v d + C; cos x + c3sen — — cos2 x - — cos x . 

As condições dadas exigem cj —• —--,03 = —— cj. o o 
d* y dz 

3 9 5 7 — Calcular em função de z,t,—~ e 
d x* dt 

Í/Í z l i 
— , sendo í rfí3 u 

R : 

d íy 

x = z + te? 
z* — fi. 

d z „ 
2z-~-—2 t 

d y d t 
d x d z 

d t 

K r , ) f - S H f e + t e ' J 1 -

1 S + et + te\! 
î 

Ponto 2 

3958 — Mostrar que as curvas integrais da equa-
ção diferencia] 

yyn + Ixy' — y = 0 

constituem duas famílias de curvas ortogonais. Deter-
miná-las e representá-las geometricamente. 

R : Trata-se de uma equação do 2," grau em y' , em 
que o produto das raízes vale —1. 0 integral geral é 
a família de parábolas j , ! = o i + 2 a í , 

3 9 5 9 — Determinar a curva integral da equação 

y-' + y1 — sen x 0 

que passa pelo ponto , — ^ com tangente paralela 

a Ox . 
1 

S : Integral geral: y -»Ci + Cj e - 1 - — (sen x + cos x). 

Ás condições impostas exigem C| 
1 

, c j - — e71 
2 2 

3 9 6 0 — Calcular z.%, em função de « , n , 10, w'u ,-••, 

Í u = y + B 

v — y — z 
w — — e'. 

R : Atendendo a que z 

as equações 

— T / + 

w^ zí — wí zí = 2 x — eT zi 
w; ( i + z;> + w ; ( i - z;j — o « « , 

dão z* e z, em função de u , v , w , wj,, wj , 
A equação 

Lw>(i -t- z'r) 4- w;, (i — * ; ) ] z ; 4- wí z; ; — 
— [vr%* ( i - z;) 4- w\u ( i + z;>] z; - — 

— — e1 zí Zj — e* así'T 

permite depois calcular z'5'r em função de u , v , w , 

Soluces dos N.°* 33J5 B 3960 d» J. Diuníslo 

I. S. A. CÁLCULO InFI SITES IM AI, E DAS PROBABILIDADE» 
— Prova escrita do Exame Final - 1 . " época — 
1.* chamada — 1953. 
3961 — Desenvolva y^l — e - 1 em série de potên-

cias de e~' e indique os valores de x para os quais a 
série é convergente. Com base neste resultado desen-
volva em sórte o integral 

£ dx 

}* V 1 -i 
e justifique o processo utilizado, 

3962 — Calcule o integral de x yi no domínio limi-
tado pelas curvas representativas das funçSes cosx , 

cos 3 x no intervalo 
[ - Ï - H -

e o domínio 

+ dx 
T, íw , x(x — 1)' 

3 9 6 3 — Determine o domínio de existência da 
função 

e calcule o valor exacto da função para t 

3 9 0 4 _ a) Resolva a equação y' = V l̂ — , sendo 
y função incógnita de x o diga em que consistem as 
linhas integrais da equação, b) Escreva o integral 

geral de + d 1 _ «« — - = 0 e determine a supe-
àx dy 

fície integral da equação que passa pela recta x = 0, 
y — a-

3965 — Calcule a probabilidade de que, tirando ao 
acaso três cartas dum baralho completo, com reposi-
ção após cada tiragem, as cartas sejam : a) as três d<> 
copas ; b) duas de copas e uma de espadas ; c) as três 
dum mesmo naipe; d) as três de naipes diferentes! 
e) não todas dum mesmo naipe. 
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I , S . A . — C A L C U L O INFINITESIMAL I. DAS P R O B A L I D A D E » 

— Prova escrita do Exame Final —1.* Época — 
2* Chamada - 1 9 5 5 . 

3 9 6 6 — Determine o domfnio de existência da 
função 

c calcule o valor da função para 2 = 0 . 

3967 — Calcule o integral da função 

no domínio limitado pelas superfícies de equações 
•y = y = 2 , z ™ 0 , s = y . 

uma vizinhança do ponto (—í , 1) dentro da qual 
existe uma função = y (x,y) que substituída na equa-
ção dada a transforma numa identidade 

3968 — Verifique que o diferenciai. 
y dx xdy xy d z + 
a — a a — z (o—a)s 

é exacto; e determine uma sua primitiva. 

3969 — Resolva o sistema de equações 

f V = y + 2s 
l z' = 3 y + s 

em que y , s são funções incógnitas de x . 

3970 —Calcule a probabilidade de que, em três 
lançamentos sucessivos dum dado perfeito, a soma 
dos pontos obtidos seja; 

a) não superior a 4 ; 
b) não inferior a 17; 
c) superior a 4 e inferior a 17. 
Posto isto, calcule a probabilidade de que, em seis 

lançamentos sucessivos dum dado perfeito, a soma 
dos pontos obtidos, tanto nos três primeiros como nos 
três últimos lançamentos, seja superior a 4 e inferior 
a 17. 

Enunciados dos N3961 a 3970 da J. S. e Silva 

I . S . C. E. F. — A N Á L I S E INFINITESIMAL — Exame final 
— 14 de Outubro de 1954. 

I 

3971 — Considere a equação f(x ,y ,z) •= 2 x z* + 
+ x*y* — 2y — 3 z = 0 e prove que ela define uma 
função (x',y) na vizinhança de P ( — 1 , 1 , — 1). 
Escreva até aos termos do 2.® grau, inclusivé, o de-
senvolvimento tayloriano da função a — f (x , y) se-
gundo as potências de (x + 1) e (y — 1 ) . 

A função a = f (x, y) terá um extremo no ponto 
( — 1 , 1 ) ? Justifique a resposta. 

R : Como f (•—1 , 1 , — 1 ) = 0 e f (x , y , z) é continua 
como função de e l » P , ( — 1 , 1 , —1)=£0 , existe 

« ' , ( - 1 , 1 ) 

« » , ( - 1 , 1 ) - -

«' ' ,•(-1,1) — 

z ' „ ( - l , l ) = -

z ' ; . ( - i , i ) - -

1 , - 1 ) 
M - i , 1 , - 1 ) 
f . C - i , 1 , - 1 ) 

1 , - 1 ) 
1 , - 1 ) 

P t ( - i , 1 , - 1 ) 
1 , - 1 ) 
1 , - 1 ) 

f ' í ' ( - l a , - i ) 

= o, 
= o , 

- 4 e 

— 2 p. ( - 1 , 1 à M ) 
e portanto o desenvolvimento taytoriano de z (x , y) é o 
seguinte; 

z ( x , y ) - t ( - l , l ) + (x + 1) z ' , ( — 1 , 1 ) + ( y -
- l ) z ' , { - l , l ) + (x + l ) í z ' ; . ( - l , l ) + 2 ( x + l ) < y -
- 1 ) < ( - 1 , 1 ) + < y - 1 ) * z'i> (-1,1) + B j _ 
— 2 (x + 1)2 + 8 (x + 1) (y - 1) - 2 (y - 1)* + ü 3 • 
Como o ponto ( — 1 , 1 ) faz 1 , 1 ) = 0 e z', ( — 
— 1 ,1) = 0 teremos de analisar o sinal de s2 — rt 
para ver se existe um extremo. Ora s ! — rt = 4' — 
— (— 2) (— 2) >• 0 e portanto não há extremo. 

II 

3 9 7 2 — a) Prove que j y 1 d x dy 

fí (ffl , Tl) 
— .—.i«>+-«i jíi > 0 , n > 0 onde A é o quarto 
4 (m + n) 
de circulo x' + r2 situado no 1.® quadrante, 

/*» 
b) Sabe que em certas condições / / (x) dx ™ 

= / 00 (£> — o) com a < c < 6 . Enuncie e demons-

tre alguma proposição análoga para j j / (as, y)dx dy 
sendo A o rectângulo 

R : a) Fazendo a mudança para coordenadas polares 

vem J I x5m~' y 1 " - 1 dx dy — j * pt <»+•>-< d p j 
' T 

J ' cos4™- ' fesen5"-1 bd6 = -Í- $ (m , n)^* p*«->+">-i d p -

3 (m , n) = r ' ' r l <m+n> t 
4(m + n) 

rb 
b) Sabemos que I f (x) dx = f (c) (b - a) quando 

f ( i ) é continua em (a , b) . Vamos então demonstrar a 
seguinte proposição: nSe f ( x , y) é continua em rela-
ção ao par de variáveis ( x , y ) no rectângulo 
<b,c<;y<d então: 

j f " D X : J [ " f ( X , y) dy « (b - a) (d - c) f (YJ , 
onde (*q , t) é um ponto do rectângulo». 
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Com efeito, sendo f ( i , y) contínua cm relação ao 
par de variáveis (x i v) também o é em relação a x e 

f (x , y) d y = 
C b — (d — c) f (x, t ) , com c < t < d , e I (d — 

- c ) f (x dx = (d — c) (b — a ) f { i j , t ) com a < * ] < 
< b e o teorema está provado. 

Ill 

3973 — Achar uma curva tal que se a normal num 
ponto M corta o eixo OLB num ponto P , o centro 
de curvatura C é simétrico de P em relação a M, 

R : A normal é Y — y •=> — — (X - x) ou seja X — 

— 3E + y ' ( Y - y) = 0 e as coordenadas de P são 
(x + yy 1 , 0 ) , Como CM MP conclui-se facilmente 
que y y " = 1 -f- y'2 e esta equação pode escrever-se do 

seguinte modo yy 
dy' 
d ? 1 + y11 

— - y ( l y , ; l o g X = log + y'2 ; y ' = 
y 1 + y ' í ' Ci v • ' J 

i ^ y î - C f X 
(a J v/y'-Cî 

+ C I ; X - C I 

y X —Ct 
= Cj arcch — e finalmente y = C< ch ——— (cate-

nária). 

I. S. C. E. F. — A N Á L I S E M A T E M Á T I C A — Prova prática 
— 10 de Janeiro de 1955. 

3974 — Determinar as equações dos planos tangen-„ , y* tes à superfície — -f s2 = l paralelos à recta r ^ 

z + 2 

R: A superfície é um cilindro de geratrizes para-
lelas o 0X; o correspondente plano projectante da recta 
é: 2y — 3z — 6 = 0. Os planos procurados deverão ter 
equações da forma 2y — 3z + c — 0 . Tudo se reduz a 
fazer com que o sistema 

f 2y - 3z + c = 0 
{ y! + 4 z2 - 4 = 0 

tenha soluções reais iguais. A equação 25 z2 — 6c z •+ 
+ c2 — 16 ~ 0 que resulta da eliminação de y deverá 
ter raízes reais iguais, e portanto: Hc2 —25 (c1 —16) = 0 
Ott ± 5 . As equações dos planos tangentes são: 
2y — 3z + 5 — 0 , 

3975 — Escrever a expressão da derivada de ordem 
1 

n da função : f(x) = sen* x 
x2 — 1 
1 

R : Decompõe-sc em soma de fracções simples 
x2 — l 

1 1 r _ i 
_ X — I X 

d" / 1 \ {—1)° (x -I- l )"+ i — (x — 1)*H 

* r - - 1 2 — 1 2 j x — 1 x + 1 | 

t<èò 

e vem imediatamente: 

(X2 _ 1)»H 

Como — (sen2 x) — 2 sen x cos x -= sen 2x, temos 
dx 

facilmente : 

d" 
(sen2 x) — sen ( 2x + dx° V 2 

(n - 1) W 

Empregue-se agora a fórmula de L E I U N I Z 

d" 
d^f<*> = 2 

( -1)" (x+ l ) " + l - ( * - ! ) " 
(xí - 1)"+' sen2 x + 

2 ( x '^ l ) " - ' + l 

3976 — Indicar como se racionalizam os integrais 

r -_• d X — — ; I — " p r = i / (2« '+are seo x)*dx; 
J sen6 a; • cos2 x j yá-x-tfi-xj 

(x + 2) ' [1 + (a; + 2)2]"1 dx e resolver completa-

mente dois deles. 
R : Para o primeiro integral, como os expoentes de 

sen x e cos x são da mesma paridade é possível exprimir 
a função integrando racionalmente em tg x com as fór~ 
mulas de fácil dedução 

tg" * 1 
sen' x = cos2 x — -— 

l + tg2x 14 tg»x 
sen x cos x tg x 

1 + tg'-' x 
Para o segundo integral, faz-se : 4 — I • - t® c : 

C t2 dt — 6 / . 
J 1-t2 

Para o terceiro integral vem: 

4 
J (2 x2 + are sen x)2dx - x* -{- 4 j x- are sen x dx + 

+ J are2 sen x dx 
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e acha-se integrando por partes : / X1 are sen x dx ——are sen x + - j xs — ̂ —^ 
x ' 
Ü" 

•dx 

; — are sen x + - xä y / l — sP + - —x 2 ) ' + C 

arcJsenxdx = x • arc-sen x-}-2 í aresenx f' dx = 
V^l -x 8 

= x • are3 sen i + 2 ( /1—x* are sen x — 2 x + C 

valorei a substituir em cima. 

Finalmente, tem-se: I (x + 2)3 [1 + ( x + 2 ) ' ] 1 " d (x + 2) 

/ 
K 5 Z 3 

( * » - l ) z*dz = — - — + C 
O O 

(x + 2)3[ l + (x + 2 ) í ] " í d x = * [ l + ( x + 2 ) M 5 " Ö 

_ l [ l + (x + 2)ä]:i'a + 0 . 
à 

Enunciados o £0Luç8e& dos li," 3971 a 3976 do Feronndo do Josus 

F. C. C. — Análise SuPKRrOR-2.0 Exame de Frequên-
cia - 1932-33. 

3977 — Desenvolver em série nas vizinhanças da 
origem a função f(z) = l / { 2 sen a — e"), e indicar o 
raio do circulo de convergência. 

R : f<z) = - l + ( - 2 + i ) z + ( - ~ + 

O raio do circulo de convergência é 

3978 — Calcular 

R : -, 

i v f 

f 

+ log5 2 

• dx 
{3ca -f 4) \/x - 1 

sen-^-, sendo B = a r c t g 2 
/ Í35 

F. C. C. — Análise Superior — Alguns problemas dos 
exames de frequência e finais do ano lectivo 
1953-34. 

3979 — Integrar pelo método de BERTRAND O sistema 

d z x z — b (x + y + a) log (x + y + z) 
dx x z — x (x + y + z) log (x + y + z) 
dz ^ yz — s(x + y + s) log {x + y + s) 
ày y Z — y {x + y + z) log (x + y + s) 

R : O integral geral do sistema 

dx d y dz 

e faz-se 1+ (x + 2)z = z1 o que dá: d (x + 2) dz . x - f J 

Q', - R1 , R' t — P' , P'T - Q ' , ' 
que 4 neste caso 

dx d y dz 

— * ( « < - * ) z ( x - y ) ' 
define as linhas de turbilhão 

f log (x y z) = Ci 
l x - j - y - t - z = CI. 

Efectuada a mudança de variáveis 

r l o g ( x y z) = u 

a equação diferencial total equivalente ao sistema pro-
posto reduz-se o v l o g v d u = d v , equação que inte-
grada dá u = log log v + c . O resultado final será 
então x + y -(- z ec * 1 1 . 

3 9 8 0 — Integrar o sistema de Chahfit-Ijagrangií e 
determinar um integral completo para a equação de 
derivadas parciais 

pz + qz ~ 2 { p x + q y) . 

R : Integral geral do sistema de CUARPIT-LAORANOE: 

p = a q 
4 z = pJ + q ! + P 
2 p x - pi = T 

2 q y — q2 = í . 

Integral completo : 
2 2 a /« 

1 + o! \¥ x
! + x y + 2 « +9-

3981 — Mostrar que as linhas assintoticas da su-
y perficie z are t g — se projectam sobre os planos 
x 

z = k segundo dnas famílias de curvas ortogonais. 
R : As projecções referidas são as circunferências de 

centro na origem 4- y J c e as rectas que passam 
pela origem y = c x . 

3 9 8 2 — Determinar as trajectórias ortogonais das 
superfícies integrais da equação 

(x* + yz) dx 4- 2 xy dy + %dz — 0. 

R : Integre-se o sistema 

d x d y dz 
x2 + y l 2 x y z ' 

o que dará 
j ! _ y í = a y 

ße 

Z =1 
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3 9 8 3 — Calcular os três primeiros termos do desen-
volvimento em série de MAC-LAUBIN da função 

1 + chs 
Calcular o raio de convergência e os poios de f(s) 

cora a respectiva ordem. 
1 73 

Poios: Z = I ( I T + 2 K I T ) , K = 0 , + L , ± 2 , - " , 

duplos. 
Raio de convergência, TI . 

3 9 8 4 — Calcular pelo método dos resíduos 

j f 
1 

- dx . 
7, — x) (x — 1)2 

R: 5 t/3 t/ã B 
18 

3985 — Calcular pelo método dos resíduos 
1 

Jfi 
R : 

, (1 + **) ^(2 - x) (x ~ 1) 
da;. 

4 J 
/* 9\ 1 

— Tl sen I — i — I com 9 = are tg - , 10 \8 2/ 2 
I O < 0 < - , 

3 9 8 6 — Calcular o integral 

1 
J, (« + 1) {/x—2 

dn 

usando o método dos resíduos e verificar o resultado 
por meio do cálculo real. 

R: 
a 

Enunciados o soluçães dos n.°5 39T7 a 3986 d» J. Dionísio 

Á L G E B R A 

F. C. L. — ALOEBRA SUPÍBIOH— t.® Exame de Frequên-
c ia— 2.* chamada — 7 de Março de 1955. 

I 

3987 — Seja © um grupo e f> e g dois sub-grupos. 
Mostre que se fj g é um sub-grupo, sc tem 

5 9 - S & 6 68 - Í)U9-
II 

3 9 8 8 — Mostre que todo o módulo com um gerador 
é isomorfo de um módulo cociente dos inteiros. 

III 

3 9 8 9 —Seja 31 um anel. Mostre que toda a potên-
cia 21" de 31 é um ideal bilateral. 

S U P E R I O R 

I V 

3990 — Prove (jue o anel dos elementos da forma 
JM-F-»t/2| E M 1 u e M J n inteiros tem algoritmo de 
divisão. Conclua por consequência) que éum domínio 
euclidiano. 

V 

3991 — Dado o domínio de integridade D[A:J em 
que 

O « 3 / ( 3 ) , 
diga quais são os polinómios irredutíveis do 1.® e 2," 
graus. 

Verifique depois que, para os referidos polinómios 
é, de facto, i ' — 4 Cijfc dum quadrado perfeito. 

M E C Â N I C A 

I, S. T, — M E C Â N I C A R A C I O H A I . — i.* exame de frequên-
c ia—1951 . 

3992 — Dados três pontos 
Pi (a i , í>j , ci) de massa 
Pi (az, , Ci) de massa mj; 
P3 (a3, b3, Cj) de massa m3 ; 

que relações devem existir entre as coordenadas dos 
pontos para que seja possívol determinar as massas 

R A C I O N A L 

de modo tal que os eixos coordenados sejam eixos 
principais de inércia? 

E se forem mais de três pontos? 

3993 — Indeterminação nos problemas variacionais: 
1.* — No caso do integral simples; 
2,1' — No caso do integral duplo, 
3 9 9 4 — Operações sobre tensores — grandeza dum 

vector e ângulo de dois vectores em cálculo absoluto —. 
Produto interno e produlo externo. 
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X. S . T . — M E C Â N I C A R A C I O N A L — 2 . ° exame de fre-
quência — 1951. 

3995 — Um ponto move-se sobre o eixo dos xx. 
t2 

segundo a lei + (xo+Vot)2 , sendo X uma 
®í . . . 

constante e xg e as condições iniciais. 
Mostrar que a iei de forças 6 F ~ —— , sendo m 

a massa do ponto. 

C Á L C U L O D A S 

F. C L . — C Á L C U L O DAS P R O B A B I L I D A D E S —Prova extraor-
dinária em 24 de Março de 1955. 

3 9 9 9 — Dois jogadores A e B atiram alternada-
mente dois dados ao ar, começando A; A ganha o 
j ogo se obtiver uma soma de 6 pontos antes de B ter 
obtido uma soma de 7 pontos; li ganha o jogo se 
obtiver uma soma de 7 pontos antes de A ter obtido 
uma soma de 6 pontos. Calcule a probabilidade que 
cada jogador tem de ganhar e a de empate, supondo 

a) que o j ogo é limitado a » partidas no máximo. 
&) que o jogo prosegue até que um dos jogadores 

tenha ganho. 

4 0 0 0 — Uma urna contém 1 esfera branca e a pre-
tas. Fazem-se extrações sucessivas de uma esfera sem 

3 9 9 6 — Deduza as fórmulas de LOUENTZ e verifique 
a invariância da forma dt2 = c}dfl — dy\ — dy\ — 

3 9 9 7 — Equilíbrio duma funicular submetida à 
acção de forças centrais. 

3 9 9 8 — Verifique que as equações canónicas são 
as das características da equação às derivações par-
ciais de H A M I L T O X - J A C O B I . 

P R O B A B I L I D A D E S 

reposição até ter-se extraído todas as esferas da urna. 
Determinar o valor médio do número de esferas pre-
tas saídas antes de sair a branca e o valor médio do 
número de esferas pretas saídas depois de ter saído 
a branca. Diga, justificando, se não podia indicar 
imediatamente, antes de resolver o problema a que é 
igual a soma daqueles 2 valores médios. 

4001 — Dois jogadores A e B jogam entre si 
um j ogo composto de 300 partidas, cada uma das 
quais é equitativa. Em cada partida A tem a pro-
babilidade p de ganhar 2 escudos o B a probabili-
dade 7 = 1 — p de ganhar b estudos. Determinar o 
valor de p de modo que seja igual a 0,8427 a pro-
babilidade de que nenbum dos jogadores ganhe mais 
de 60 escudos. 

A S T R O N O M I A 

F , C . L . — E X A M E PRÁTICO DE ASTRONOMIA — ) . * F r e -

quência — i.* chamada - 3 de Fevereiro de 1950. 

4 0 0 2 — Calcular analítica e graficamente as coor-
denadas equatoriais de Urano sabendo que as suas 

1 5 8 ° 1 8 ' 0 8 " , 5 
e que 

a = 22" 53"- 49',780 
-29° 58'00",31 

f X — 1 » 
coordenadas eelipticas sao { 

H l 3 3° 50' 49",6 
a obliqüidade da ecliptíca é 6 — 23° 27' 24",9 . 

4003— C a l c u l a r analítica e graficamente o azi-
mute c o ângulo horário da estrela i Piseis Australis 

R C T - 2 S (Fonialhaut) cujas coord. são i 
( tt ™ —. 

no momento do seu nascimento num lugar cuja lati-
tude ê (f = 25*46' 15",09. 
F . C . L - — - E X A M E P R Á T I C O DE ASTRONOMIA —- 1 . * F r e -

quência — 2.1 chamada — 13 de Fevereiro de 1950. 

4 0 0 4 — Calcular analítica e graficamente as coor-
denadas galácticas duma estrela cujas coordenadas 

f « - 14' 20m 30-,5 
equatoriais sao ; sabendo que a ori-

l 3 = 38° 43' 15",8 

gem de contagem das longitudes galácticas tem dn 
ascensão recta 18* 40m 0',00 e que o plano do equa-
dor galáctico faz um ângulo de 62° 0' 0",0 com o 
plano do oquador celeste. 

4 0 0 5 —Calcular analítica e graficamente o ângulo 
horário e a distância zenital da estrela a I.yrae 

f a = 18" 34-" 34',043 
(Vega) cujas coordenadas são ( s = 3 g e 4 3 , 5 ( ; „ 0 Í 

no instante em que corta o 1.» vertical Este dum lu-
gar cuja latitude é f — - 40»40'59",98 . 

Se estivesse a trabalhar com um teodolito neste 
local teria possibilidade de efectuar esta observação? 
Porquê ¥ 

F . C . L - — F X A M E P R Á T I C O DE ASTRONOMIA — 2 . * F r e -

quência — 1.* chamada — 11 de Maio de 1950. 

4 0 0 6 — Na data de hoje, num lugar da terra de 
f m « 29» 56' 39",45 N , 
í ^ „ o T, observou-se, no 
l X — 4h 15D 43*,78 E 

coordenadas 
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momento da sua passagem meridiana, a estrela a 
, , ta—16" 25"' 09-,908 

Scorpn (Antarus) cuias coord. sao J 
1 v U — 26" 16' 54",90 

Pretende-se determinar: 
a) o tempo sidera), o tempo verdadeiro e o tempo 

legal no momento da observação. 
b) o tempo sideral num local situado no meridiano 

médio do 6." fuso a IV de Greenwich. 
e) o ângulo horário, o tempo sideral e o tempo 

médio num local cujas coordenadas são 
f tf = + 68" 47' 19",96 
t X — - 10" 49™ 27-,18' 

4 0 0 7 — Num local de coordenadas 
r<p = 53° 10' 20",84 N 
U — 10" 33">42',85 W 
do meridiano, tendo-se determinado para altura h = 
= 40® 53' 47",16. 

Sabendo-se que as coordenadas do Sol são 
f a = 3"03» 39* ,95 
í í —(-17° 18' 25",4 
dadeiro nesse instante. 

observou-se lioje o Sol, a leste 

pretende-se calcular o tempo ver-

F . C . L . — E X A M E P R Á T I C O DE ASTRONOMIA — 2 . " F r e -

quência — 2.* chamada — 26 de Maio de 1950 

K . Sabendo que a ascensão 

4 0 0 8 — Observou-se às li1 ' de tempo civil, num 
determinado lugar da terra, o Sol cujas coordcnadas 

a _ 8" 40™ 48',82 
' + 18° 19[ 49",4 ' 

recta do Sol médio nesse instante é a. = 8" 34m 33',5tí 
pretende-se calcular o tempo sideral c o tempo ver-
dadeiro no momento da observação. 

[ m = - - 30° 30' 30" 
4009 — Num local de coord. \ T 

U = I0" 15» 30*,6 E 
observou-se hoje uma estrela tendo-se determinado 
para seu azimute A = 129° 4 9 ' 5 0 " ; as coordenadas 

, , „ r o = 10" 15» 30-,6 da estrela são J 
I S = 20» 251 04" 

Pretende-se determinar: 
a) a distância zenital da estrela, o tempo sideral 

e o tempo verdadeiro no momento da observação. 
b) o ângulo horário 0 o tempo legal num lugar de 

•f - 66° 32' 18",9 N 
X — i r>&l »47 " ,8 lF ' 

coordenadas 

F . C . L . — E X A M E PRÁTICO DB A S T R O N O M I A — 1 . ' F r e -

quência — chamada — 31 de Janeiro de 1955. 

' « - I O " 3 4 » 00 S ,30 
- 8 5 ° 4 4 ' 5 0 " , 3 

foi observada num lugar cujas coordenadas geográ-

F A - 1 0 " 34 M 0 0 ' , 3 0 
4010 — Uma estrela de coord. i 

{ 3 - — 85° 44 ' CO",96 

r u = - 22» 53' 43", 96 
ficas sao í , „ t • 

1 X = + 2" 52™ 53',77 
Determinar: 

a) a distância Genital quando a estrela passa no 
meridiano. 

b) analítica e graficamente o azimute, o ângulo 
horário c a distância zenital no momento da sua elon-
gação E . 

4011 —Determinar graficamente as coordenadas 
equatoriais do planeta Neptuno cujas coordenadas 

cclipticas são j 

ccliptica é = 23° 27 ' . 

X —-f- lü6° 10' 
ß = + l ° 0 3 ' 

sendo a obliqüidade de 

4 0 1 2 — Duas estrelas de coordenadas («1,81) c 
(a i , 82) foram observadas num mesmo vertical nos 
instantes Qj e 6 ; . 

Determinar o azimute í o vertical e a latitude do 
lugar de observação. 

F . C . L . — E X A M E P R Á T I C O DE ASTRONOMIA — 1 . * F r e -

quência — 2.* chamada — 7 de Fevereiro de 1955. 

4013 — Determinar analítica e graficamente o ân-
gulo horário e a distância zenital duma estrela de 

f a = 18" 43,n 43',043 
C t"> n l - U - + 38° 24' 56",19 n o Í B B t a n t 6 < » n < l n , 5 C o r t a 

0 1.° vertical Este dum lugar cuja latitude é tf = — 
- 40" 04 '59" , 9 8 . 

Calcular o tempo sideral nesse instante. 
Se estivesse a trabalhar com um teodolito neste 

local teria possibilidade de efectuar esta observação? 
Porquê ? 

Determinar a distância zenital e o tempo sideral 
no momento das passagens meridianas. 

4014 — Determinar graficamente as coord. equa-
toriais duma estrela cujas coordenadas galácticas são 
r rj — 5a 20' 
J _ . A s coordenadas do polo norte galác-
1 G — 129° 37' 

f a — 12" 40™ 
tico sao | ^ ^ QQ, u a ongem de contagem das 

, . . _ f a = 18" 40'" 
longitudes galacticas tem por coord, j ^ ^ 

4 0 1 5 — Num lugar de latitude duas estrelas 
( a ] ; 3 t) e (üj , 3;) são observadas num mesmo verti-
cal (de azimute desconhecido) no mesmo instante. 
Determinar o tempo sideral local no instante da 
observação. 
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F Í S I C A M A T E M Á T I C A 

F. C. L, — F Í S I C A M A T E M Á T I C A — i.° Exame de Fre-
quência — Ano 1953-54. 

4016 — Duas barras rígidas assentes em S e S' 
(referenciais em movimento relativista) experimentam 
ambas contracções. Explique o paradoxo aparente. 

4 0 1 7 — F I Z E A U realizou a seguinte experiência: Fez 
passar raios luminosos por tubos onde circulava água 
em velocidade constante v e mediu a velocidade da 
IUK nesse trajecto, E. 

Sabendo que 6 n o índice de refracção da água a 
— c 
cc — •• + v o valor não relativista a esperar deduza o 

n — * 
valor relativista cr e encontre o que for obtido expe-
rimentalmente desprezando os termos de ordem de 
e2' 

4018—Defina comprimento duma barra {fixa em S') 
em & com o produto do velocidade do referencial S1 

em que assenta pelo tempo que medeia entre os 2 
passagem dos extremos de barra pelo mesmo ponto 
f a S . 

Deduza expressão da contracção dos comprimentos. 
Enunciados dos N.°" <016 8 401B de J, Tiago da Ollvoirn 

Exame de Fre-F . C . C . — F Í S I C A MATEMÁTICA — 2 . " 

quéiicia — Ano de 1 9 5 2 - 5 3 . 

da àz 
4019 — Considere a equação a !- b 1 

d* dy 
em que a e b são constantes, 

a) Determine o integral geral. 

b) Determine a superfície integrai que contém a 
curva a = x* + y* , s 1 . 

c) Mostre que a equação dada é a equação de deri-
vadas parciais das superfícies cilíndricas. 
R : a) x — a z f (y— bz) que: c) é « equação da» 
superfície* cilíndricas; b) 1 — a' — (x — a i f — 2 ax + 
+ 2 a ' z = b* + 2 b ( y — bz) + (y — b z ) 5 . 

4 0 2 0 — V e r i f i c a r se é aplicável o critério de JOKDAS 

relativo às séries de FOUBIBK para a função 
f(x) e- sen 1/» , / (O) = O , com x d (—JC, ir) . 

R: .4 aplicação do critério de JORDAN exige que a fun-
ção seja de variação limitada. Na soma que define a 
variação total da função, cada parcela 

\ sen l /x t + 1 — sen l/xk | 

pode ter o valor 2 desde que se tome 

1 1 
2 . j TT I t / 2 

com j inteiro. Deste modo a função dada não è de va-
riação limitada, e o critério de JORDAN não é aplicável, 

t 
4021 — Prove que o potencial definido pela calote 

da esfera 
x* + y5 + z- - a1 + 

de densidade p. — z e limitado pelo circulo de cota h 
tem, na origem, o valor n a ' . Bi 0 potencial idado 

r r z d S 
pelo integrai de superfície I I •--•••— • rujo 

JJ8 V* + y + 2 

valor é, de facto, ir a". 
SolnçOís dos N." 4010 a 4021 de J. Farinha 

M E C Â N I C A C E L E S T E 

F. C . C . — MECÂHICA C E L E S T E — Exame de fre-
quência. 

Prova prática 
4 0 2 2 — Calcular com uin erro inferior a 0,1" a 

longitude de J L T I T E K na sua órbita, às O1 T. U. de 
15 de Abri! de 1955, utilizando os elementos do pla-
neta dados nas Efemérides deste ano. 

K : V •= 121° 571 44",7. Soluto do J. Fnriuba 
Prova teórico 

4 0 2 3 — Baseando-so na expressão do potencial 
duma camada esférica homogénea, demonstrar que 

esta atrai um ponto exterior como se a sua massa 
estivesse reunida no centro. 

4 0 2 4 — Das equações diferenciais dos movimentos 
do Sol e dos planetas relativamente a um sistema de 
referência inercial, deduzir as equações diferenciais 
dos movimentos dos planetas em volta do Sol. 

4 0 2 5 — Partindo das correspondentes fórmulas do 
movimento elíptico, deduzir as formulas que dão a 
posição dum cometa hiperbólico na sua órbita. 


