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b+c¢=2a; 2.°) a drea do rectdngulo construide com
os dois menores lados é m vezes a drea do tridngulo.
Discussdo. Aplicagio ao caso deser a =438 m e m = 3.

R: Seja b+c=2a, e suponhamos que b ¢ o me-
nor dos lados do triangulo: b<<a<<c. A area do rec-
tangulo referido é a-b; e como a altura do triingulo
para olado b € a.senC, a sua drea exprime-se por
a-b.sen C/2; donde, em virtude da condigio do enun-
ciado, senC =2/m . Tem, pois, de ser m>2.

Se m=2, o tridngulo € rectingulo em C, com
a:b=2; e desta relagdo, juntamente com a?-+ b?= c?
e b+c=2a, tiram-se os valores dos seus lados
(a=4b/3,c=5b/3 com b=\/3/{/2), obtendo-se em
sequida os valores dos dngulos (A = arcsen 4/5).

Se m>2, obtido C de sen C=2/m, da relagio
entre os lados e as somas dos angulos opostos vem, cal-
culando a soma b+c,2sen B =sen A + sen C; mas
sendo sen B=sen (A4 C), fica 2sen (A4 C)=sen A4

A C
+ senC, o que conduz a Stg? = cotg R que

permite determinar A, — ficando o problema resolvido,

pois se conhecem os trés dngulos do tridngulo e se sabe

que (b+c)/2sen A=bfsen B =c¢/senC. Como a<ec
A C

seque-se que também A <<C ou seja tg o < tg T;

assim, a relagdo 3 tg% . tg% =1 conduz a

tg? g >l e, como Ce(O,n),th}i.. Deste
ST ) 2 ~ 3

x 2
modo conclui-se que tem de ser C e (g— : ‘?“) . Exeluido o

caso de ser m =2, j4 considerado, fica-nos \/3{2-(
2

<senC= — <1 e portanto m e (2,4)y/3), ficando
m

o problema com duas solugbes para m neste intervalo.

Solucdes dos N.%° 3931 a 3938 de L. Albuquerque

MATEMATICAS SUPERIORES
PONTOS DE EXAMES DE FREQUENCIA E FINAIS

GEOMETRIA

F. C. L. — Geomerria Descrimiva — 1.° Exame de Fre-
quéncia, 1954-55.

3939 —Sejam «,B,a',B'-+- nimeros reais. Considere
o conjunto dos pares («,f) e defina nesse conjunto
uma soma pela lei seguinte

(2,8) + (@,B)=(a+a,B+B).
Mostre que a correspondéncia (a«,f) — e, ¢é um ho-
momorfismo, e determine o seu micleo.

3940 — Determine o grupo dos automorfismos de
um grupo ciclico finito.

3941 — Considere um plano obliquo qualquer.
Determine o seu trago no B,,4 utilizando uma recta
de perfil do plano.

3942 — Dadas 3 rectas nfie complanas duas a
duas, mostre (construindo) que é possivel haver uma
recta paralela a uma delas e que encontra as outras
duas.

3943 — Dadas 2 rectas, uma paralela ao Ba,y €
outra paralela ao fBi,3 construir por um ponto nio
pertencente a nenhuma das rectas dadas, uma recta
paralela ao Bj,4 que as encontre.

Observagéo:

Resolver o problema sem recorrer 4 L7, no caso
em que tiver solugdo.

DESCRITIVA

Enuneiar a condi¢io necessdria e suficiente para
que o problema tenha solugio.

F. C. C. — Geomerria Descririva — 2.° Exame fre-

quéncia — 1953-54.

Ponto n.? 1

3944 —Por um ponto de L.T. conduzir uma recta
que faga Angulos de 40° com o plano vertical de pro-
jecgdo e com um plano vertical que define com aquele
um diedro de 70e.

R: A recta é uma das arestas de um triedro, cujas fa-
ces medem 70°, 50° e 50°, sendo as outras duas arestas
eixos dos dois planos.

3945 — Determinar os pontos de By que distam
4 de E, T.

R: Sdo os pontos da intersecgdo de By com uma su-
perficie cilindrica de revolugiio que tem L.'T. por eixo
e 4" por raio dum paralelo.

3946 — Conduzir pela L.T. os planos que defi-
nem fAngulos de 30° com uma horizontal inclinada
45° sobre o plano vertical de projecgio.

R: Sdo os planos tangentes, conduzidas por L.T.
a uma superficie ednica de revolugdo que tem a hori-
zontal por eiwo e 60° de abertura.

Solugles dos N.° 3944 a 5946 de J. Farinha
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ANALISE

F. C. L. — C4rcuro IsFinrrésmian — 4.° Exame de Fre-
quéncia — 1.* chamada — 14 de Janeiro de 1955

Teoria

3947 — Defina operagio de fragio continua e in-
dique como tal operaco se aplica ao desenvolvimento
dos mimeros reais e enuncie os teoremas que respei-
tam a tais desenvolvimentos, quer no caso dos nime-
ros fracciondrios, quer no caso dos mimeros irracio-
nais.

3948 — Defina conjunto complementar dum con-
junte dado e justifique a classificagiio dos pontos de
um conjunto que resulta das relacdes deste com o seu
complementar. Defina fronteira de um conjunto e
enuncie os teoremas que respeitam a tal conceito.

3949 — Defina nimeros derivados, semi-derivadas
e derivadas de uma fung¢fo de uma s6 varidvel inde-
pendente, num dos seus pontos.

Defina diferencial de uma tal fungio e escreva a
sua expressfio analitica e indique o significado geo-
métrico da diferencial considerada.

Prética
3950 — Dada a quddrica
w22+l + 22— 2yzs+ 2z -2y +ax—1=0

a) mostre que a superficie tem uma recta de cen-
tros a distincia infinita ;

b) determine o plano diametral conjugado cem a
direcgdo definida por (1,3,5) e mostre que ele passa
pela recta de centros;

¢) classifique a quddrica e escreva a sua equagio
reduzida.

3951 — Dada a superficie

m? (22 + 2ax + y?) = 22 (a e m fixos)

a) indicar as suas direc¢des principais e verificar
ge hd rectas que passem pela origem das coordenadas
e pertengam 3 superficie;

b) determinar o lugar geométrico das circunferén-
cias: {a:2+2aac+y3=R2

s=h
que se apoiam na recta
z=z—my=0;

¢) em face dos resultados obtidos que pode dizer
Acerca da superficie dada?

INFINITESIMAL

F. C. L. — Circoro IsFinitésiman — 2.* Frequéncia
— 2.* chamada — 30 de Abril de 1955.

Préatica
3952 — A partir da equagdio vectorial C = P +

+ p-?; que dd o centro de curvatura de uma curva
plana correspondente ao ponto P, mostre que
B
ds ds
onde s é o arco da curva dada tomado a partir de
um ponto Py.

Conclua dai que a tangente i evoluta é normal &
evolvente no ponto correspondente. O que acontece
nos pontos em que p ¢ mdximo ou minimo ? Deter-
mine a evoluta da elipse

x? 1
i - —
4 Ty

e estude a natureza dos pontos da evoluta que sfo
centros de curvatura da elipse nos seus vértices.

3953 — Determine a menor distincia da origem O
A superficie
w2+ +22—B8rx—8y—62+24=0
e mostre que o ponto 4 menor distincia se encontra

numa normal a superficie passando por O.

3954 — Determine e estude os pontos singulares
da curva
a3 +yd=my.

Qual a ordem do contacto da curva com a circunfe-
réncia
w2 y=y?

F. C. C. — Circuro InFinirisimar — 2.° Exame de fre-
quéncia — Maio de 1954.

Ponto 1
3955 — Determinar e caracterizar o integral ge-
ral e o integral singular da equagio
2y (L+y%) = (= +yy')*.

R: As curvas do integral geral sdo as circunferén-
cias com centro sobre Ox e tangentes as rectas y=1x,
que constituem o integral singular.

3956 — Determinar as curvas integrais da equagio

y"+y'=2(1 —sen2x) + cosx
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que passam pela origem tangencialmente & recta
y=—x.
R: Integral geral ”
X
y=¢ +crcos x+czsenx+2x — gcosﬂx—- Y COSX.
5 1

As condigies dadas exigem c3 = — i = .

d*y 2 dz
3957 — Calcular 7 T fungdo de z,f,— e
&I

Y dt
d2z d =24 te
de’ s {y—zz—-tz.
dz
2z ——2¢
=, dy " dt
3 Egdz_}_ ‘+te‘,
E e
dz\2 dzz dz . .
ay [2(3) +2ZF§“2](¢T{+E + te )—
a< dz+e‘+te‘)z
dt

d2z dz
17 ‘ ‘ st
(dt2+2e +te)(2zdt )

dz_'“el ; te')z'
gedy »

Ponto 2

3958 — Mostrar que as curvas integrais da equa-
¢fo diferencial

yy? + 22y —y=0
constituem duas familias de curvas ortogonais. Deter-
mind-las e representd-las geométricamente.

R: Trata-se de uma equagdo do 2.° grau em y', em
que o produto das raizes vale —1. O integral geral €
a familia de pardbolas y* = o® + 2ax.

3959 — Determinar a curva integral da equagio

y'!'+y —senx =0

1
que passa pelo ponto (n : E) com tangente paralela

a Ox. :
R: Integral geral: y=cy+cye™— .1 (sen x + cos x).
o 1 i,
As condigles impostas exigem ¢y —=— - ey = = e% .
3960 — Calcular 27, em fun¢fo de u,v,w,w,---,
u=y+z
sendo v=y—z
w=x? — e,

R: Atendendo a que z =

u—v ( *x “—:)’k
X=\WwWse ’
2 ]

WoZi — Wz, =2x —e’z!
wa(l + 2,) + Wy (1 — z,) =—e*z,

as equagoes

dio z, e zy em fungdode u,v,w,w,,w,.
A equagdo
(wa (1 + 2)) + wyy (1 — 2))] 2 + Wiz —
—[wo @ —2)+ w1 +2)]2 — w2y =
=—e'z; 2, — ez,
permite depois caleular z,, em fungio de u,v,w,
i’
3 Wa 2208
Solugdes dos N.°* 3855 e 3960 de J. Dionisio

L 8. A. — Circuro InFiNtTESIMAL E DAS PROBABILIDADES
— Prova escrita do Exame Final — 1.* época —
1.* chamada — 1955.

3961 — Desenvolva /1 — e* em série de potén-
cias de e~* e indique os valores de = para os quais a
série é convergente. Com base neste resultado desen-
volva em série o integral

"1 dx
J!_ Vi—e=
2
e justifique o processo utilizado.

3962 — Calcule o integral de = y* no dominio limi-
tado pelas curvas representativas das fungdes cosx ,

ey Tk L
cos8 3 £ no inter\"alo 3

3963 — Determine o dominio de existéncia da

fungdo
oo PR
A o

1
e calcule o valor exacto da fungfio para ¢ = ry-

3964 — a) Resolva a equacio ' = /1 —y* ,sendo
y fungdo incdgnita de = e diga em que consistemn as
linhas integrais da equagfo. ) Escreva o integral

geral de % + V1T =3 3—: = 0 e determine a supe-

ficie integral da equagfio que passa pela recta @ = 0,
y=2.

3965 — Calcule a probabilidade de que, tirando ao
acaso trés cartas dum baralho completo, com reposi-
¢do apos cada tiragem, as cartas sejam : a) as trés de
copas ; b) duas de copas e uma de espadas; ¢) as trés
dum mesmo naipe; d) as trés de naipes diferentes;
e) niio todas dum mesmo naipe.
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I S. A. — Circuro InFisrresiMaL E pAs ProBAniDADES
— Prova escrita do Exame Final — 1.2 Epoca —
2.* Chamada — 1955,

3966 — Determine o dominio de existéncia da

fungfo
¢ () = j

e calcule o valor da fung¢io para ¢ = 0.

!3 -zt

“(1 - 32}’)

3967 — Calcule o integral da fungio
3 al y? e
no dominio limitado pelas superficies de equagdes
y=o* y=2,s=0,2=9.
3968 — Verifique que o diferencial
y dx

x dy xzydz

(a—2)*

a—z a4—32

é exacto, e determine uma sua primitiva.
3969 — Resolva o sistema de equagdes

{ Yy =y+ 2z
2 =38y+z
em que ¥, z sfio fungdes incognitas de .

3970 — Calcule a probabilidade de que, em trés
langamentos sucessivos dum dado perfeito, a soma
dos pontos obtidos seja:

a) nio superior a 4;

b) nHo inferior a 17;

¢) superior a 4 e inferior a 17.

Posto isto, calcule a probabilidade de que, em seis
langamentos sucessivos dum dado perfeito, a soma
dos pontos obtidos, tanto nos trés primeiros como nos
trés iltimos langamentos, seja superior a 4 e inferior

217
Enunciados dos N.*® 3861 a 3970 de J. S. o Silva

I. S. C. E. F. — Axdvise IsFiviréisimar — Exame final
— 14 de Outubro de 1954.

I

3971 — Considere a equagio f(x,y,23) =2x2? +
+ a2y — 2y —32=0 e prove que ela define uma
fun¢fio z=g¢ (x',y) na vizinhanga de P (—1,1,—1).
Escreva até aos termos do 2.° grau, inclusivé, o de-
senvolvimento tayloriano da fun¢éio 2z = o (»,y) se-
gundo as poténcias de (z+1) e (y —1).

A fungdo z= ¢ (x,y) terd um extremo no ponto
(—1,1)? Justifique_a resposta.

R: Como f(—1,1,-1)=0¢ f(x,
como fungio de {x,y) ez efl, (—1,1

,z) € continua
—1)=£0, existe

uma vizinhanga do ponto (—1,1) dentro da qual
exisle uma fungio z=1 (x,y) que substituida na equa-
¢do dada a transforma numa identidade

Ly R B
z's(—1:1}=-ﬁ“é—_1_’1’_1;- ;
T - St
#(=1,;1,—1)
2l (] Ve e il Loiti ) e L
Lt( ’) f’x("’lsl,_l) 0’
" f“x'( 1,1,-1)
2le(-1,1) = B e T =—32,
i u( 1!1!_1)
-1,1)=— —_—
zx!( ,) fr,(—l,l’—-l) 4 e
ALy e TR S
z,;,(_1,1)=_f%1_’__1.;__2
z ) 2

e portanto o desenvolvimento tayloriano de z (x,y) €o
sequinte:

z(x,y)=2z(-1,1) + (x+ 1)z, (-1,1) + (y—
—1) 2, (=1,1) + (x + 1)22% (—1,1) + 2 (x +1) (y—

—1)z5(—1,1) + (y—1)22% (— 1 D)+ By = —1—
~2(x+ 1+ B(x +1) (v ~1) — 2(y — 1)? + By.
Como o ponto (—1,1) faz z',(—1,1) =0 e z', (—
—1,1) =0 teremos de analizar o sinal de 8 — rt
para ver se existe um extremo. Ora s —rt = 42 —
— (= 2) (= 2) >0 e portanto nio hi ewtremo.

II

3972 — a) Prove que .j x2m=t yin-l gy dy =
A

B (m,n)
4 (m+n)
de circulo =2 + %2 < 2 situado no 1.° quadrante.

rzimtn) > 0,n>0 onde 4 é o guarto

b
5) Sabe que em certas condigdes J fx) do =
a

= f(c) (b —a) com a<<e¢<b. Enuncie e demons-

tre alguma proposigio andloga para JJ Sz, y)dxdy
A

sendo A o rectingulo a <o b, ey <Ld.
R : a) Fazendo a mudanga para coordenadas polares

e J L xtet g2t gy dy = Jo ¥ pt (mtu=1 g PJ
r

™
("2 1l
2m—1 g 201 = 2 (mtn}—1 e
.jo cos' sen 3 B(m,n)‘ﬁ p p

= 3 (m,' ll) 12 (mtn)
4 (m 4+ n) :
b) Sabemos que f(x)dx = f(c) (b — a) quando

a
f (x) € continua em (a,b). Vamos entdo demonstrar a
sequinte proposi¢iio: «Se f(x,y) ¢ continua em rela-
¢do ao par de varidveis (x,y) no rectingulo a < x<

<b,e<y<d entdo:

b ~a
f dxj f(x,y)dy=(b—a)(d —¢)f(q,7)
a [}
onde (1 ,x) € um ponto do rectangulon.
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Com efeito, sendo f(x,y) continua em relagio ao
par de varidveis (x,y) também o € em relagio a x e

f(x,y)dy =

—(@—=c)f(x,7), com c<t<d, eJ @ —
a

—c¢)f(x,t)dx=(d—¢e) (b—a)f(q,t) com a<<n<<
<< b e o teorema estd provado.

a y separadamente, e entdo

111

3973 — Achar uma curva tal que se a normal num
ponto M corta o eixo Oz num ponto P, o centro
de curvatura C é simétrico de P emrelagio a M.

i
R: Anormalé Y —y =— — (X — x) ou sga X —
¥y

— x4+ y' (Y—y)=0 e as coordenadas de P sio

(x+yy',0). Como OM = MP conclui-se facilmente

que yy'" =1+ y'2 e esta equagido pode escrever-se do
!

d
sequinte modo yy' -E-J—'- =1+ y'2
¥

d ' dy!
Ty-fq-;rz; I°3é=l°gvl+y'2; y=
= d :

s r =0 -4 ‘7{2'%074‘02;3—02"

1

x —C

= Cy arcch Lig finalmente y = Cjch (cate-

C] Ci
naria).

I 8. C. E. F. — Ax{uise Maremirica — Prova pratica
— 10 de Janeiro de 1955.
3974 — Determinar as equagdes dos planos tangen-
2 -1
tes a superf‘icie% + 22=1 paralelos i recta !‘EQ:T—

v z+2

3 2

R: A superficie é um cilindro de geratrizes para-

lelas a 0-)2; o correspondente plano projectante da recta
€: 2y — Bz — 6 = 0. Os planos procurados deverdo ter
equagides da forma 2y — 3z + ¢ = 0. Tudo se reduz a
fazer com que o sistema

2y — 3z 4+ c¢c=0
{y3+4z?—4=0

tenha solugles reais iguais. A equacgio 2522 — 6ez +
+ ¢2 — 16 = 0 que resulta da eliminagdo de y deverd
ter raizes reais iguais, e portanto: 9e2—25 (¢2—16)=0
ou c= +5. As equacies dos planos tangentes sdo:
2y —3z2+5=0.

3975 — Escrever a expressiio da derivada de ordem

1
n da fungdo: f(x) = T sen?x

R: Decompie-se 1 em soma de fracgoes simples

2 —

1 1 1 1 J
- — - e vem imediatamente:
x2—1 2| x—1 x4+ 1]

dn ( 1 ) {_l)n " (x + 1)n+l 2V, (X Lo 1)5{..[

dxn \x2—1 2 (x2 — T)nHt

d
Como 95 (sen?x) = 2sen x cos x = sen 2x, temos
X
Jfacilmente :

n

dx®

(sen? x) = 2" sen (2x +- p:_—_lh:) .

2

Empregue-se agora a férmula de Leisxiz

dn o (_l)n (X + 1)n+l = (X - 1}n+| =
af(x} T L (x — 1) - sen? x +
b p=n—1 (_, I)n-n > (x_l_]_)n-o-H_(x_I)n—nH St
[ 9 (xz—l)""ﬂ
(p—1)= 1 (n—1) «
. 25 4 —n— [ 2 f—— ).
sen(x-i— 5 )+x2—1 sen( X + 3 )

3976 — Indicar como se racionalizam os integrais

[‘ d':.c o dw » 2 . g y
i ——————3 | (2z* +-arcsenx)?dx;
.} sen® x - cos? :.::’J V4—$—U/4—w’J (22 +ar )2da;

f(x + 2)3[1 + (= + 2)?]"* de e resolver completa-

mente dois deles.

R: Para o primeiro integral, como os expoentes de
senx e cos x sio da mesma paridade € possivel exprimir
a fungdo integranda racionalmente em tg x com as for-
mulas de faeil dedugdo

tg? x 1

sen? X = ————
14+tg?x

82X = —m——
14+tgix
tg x

88N X COS X = —————,
1+tg?x

Para o segundo integral, faz-se: 4 — x = 15 e vem:

Para o terceiro integral vem :
Fal 4 »
J (2 x2 + are sen x)2dx —5x5+4j x? arc sen x dx +

»
-+ J are? sen x dx



44

GAZETA DE MATEMATICA

e acha-se integrando por partes:

2 x3 b B e 5.7
fx arcsenxdxngarcsenx-p-gjx 1/1—:§3U(=

3 1 2
=%are sen x + gxz V1—xz+ 3 ‘/(1_x2)3 + C

1—x?

—x-arc’senx+2 ¢/ T—x?arcsenx —2x 4 C

- X
farcz senxdx=x-are’senx+42 [ arcsenx - 7—-— dx=

",

valores a substituir em cima.
Finalmente, tem-se:] (x+2)3[1+(x+2)2]"2 d (x+2)

z
e faz-se 14 (2 +2)2 = 22 0 que dd: d (x+2) = = dz
z5 28
[@-nzu=-i-To
1
f(x+2)3 [14(x+2)2]"* dx = 5 [1+(x+2)2]"2 —

1
— 5[+ (+27" +C.

Enunciades e solugbes dos n,% 3971 a 3976 de Fernando de Jesus

F. C. C. — Ax{uise Sveerior —2.° Exame de Frequén-
cia — 1952-53.

3977 — Desenvolver em série nas vizinhangas da
origem a fun¢fio f(z) =1/(2senz — ¢¥), e indicar o
raio do circulo de convergéncia.

7
R: f(z)=—1+(—2+i)z+ (— -2—-+2i)z"+---

0 raio do circulo de convergéncia é

1. /=
T\ 5 +loe2
1 il

1
dx

3978 — Calcular f e~
1 (=4 1)z -1

ki3 (-3
sen —, sendo o = arctg?2

R: 3

V135

F. C. C. — Axiuise Surerior — Alguns problemas dos
exames de frequéncia e finais do ano lectivo
1953-54.

3979 —Integrar pelo método de Berrraxp o sistema
Jz zz—z(@+y+2) log (@ +y+2)
ox wz—x(x+y+2) log (v +y + 2)
0z yz—z(x+y+ 2 log (@ + y + 2)
dy ya—y(z+y+z)log (®+y+s)

R: O integral geral do sistema
dx dy dz
Q,—R, R,—P, P,—Q.’
que € neste caso
dx dy ' ds
Ay —2) yE-x z(x-y)
define as linhas de turbilhio
log(xyz) =¢
{ X+y+2z=2=Cz.

3

E fectuada a mudanga de varidveis
log(xyz)=nu
{ X Yo 2N,
a equagdo diferencial total equivalente ao sistema pro-
posto reduz-se a vlogvdu = dv, equagdo que inte-

grada di u=loglogv + c¢. O resultado final serd
entdo x +y + z=e°*7%,

3980 — Integrar o sistema de Cuarprr-Liacrance e
determinar um integral completo para a equacio de
derivadas parciais

P+@=2(pz+qy)-

R: Integral geral do sistema de Cuarpir-LaaraNce:
p=oaq
4z =p2 4+ q2 4B
2px—pi=7y
29y —¢*=3.
Integral completo :
2a

L0 (s i
z 1+a,(2x +xy +3—)+B.

3081 — Mostrar que as linhas assintéticas da su-
perficie =z = arc tgl se projectam sobre os planos
&
z = k segundo duas familias de curvas ortogonais.

R: As projecgies referidas sio as circunferéncias de
centro na origem x* 4 y2 =c e as rectas que passam
pela origem y = cx.

3982 — Determinar as trajectérias ortogonais das
superficies integrais da equacio

(22 +y¥)de + 2uydy + 2dz = 0.

R : Integre-se o sistema

dx d y dz

x2+y3=2xy 7

o que dard

1
g=fe *t7,

lxzu—y2=uy
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3983 — Calcular os trés primeiros termos do desen-
volvimento em série de Mac-Liavrin da fungiio
P cos z
L e
=) 1+ cha
Calcular o raio de convergéncia e os polos de f(z)
com a respectiva ordem.

R f 1 322 18 4
: (z)_ﬁ_ St et frase
Polos: z=i(n+2kx) , KE=0,+1,4+2,..-,

duplos.
Raio de convergéncia, = .

3984 — Calcular pelo método dos residnos

f 3 - dx .
s B2 (2 —=x) (x—1)

a3
R: 5vV3 t/Zn
18

ALGEBRA

F. C. L.—Avaesra Surenior —4.° Exame de Frequén-
cia—2.* chamada -- 7 de Margo de 1955.

1

3087 — Seja G um grupo e [y e g dois sub-grupos.
Mostre que se g ¢ um sub-grupo, se tem

hbg=gh e bg=0HUg.
II

39088 — Mostre que todo o mddulo com um gerador
¢ isomorfo de um modulo cociente dos inteiros.

111

3989 —Seja 2 um anel. Mostre que toda a potén-
cia A% de A é um ideal bilateral.

MECANICA

I 8. T.— Mecisrca Racionar — 1.° exame de frequén-
cia — 1951.

3992 — Dados trés pontos

Py (ay,by,eq) de massa my;
Py (as,by,cs) de massa my;
Py (ag, by, c;) de massa my;

que relagdes devem existir entre as coordenadas dos
pontos para que seja possivel determinar as massas

3085 — Calcular pelo método dos residuos

2 1
f(l TAVE—D =D

4 4
- /8 /125 f
R Mn 3,3,,,(2 +_)

1
com 0= arc tgé,

3986 — Calcular o integral

e
L@ ) o—a

usando o método dos residuos e verificar o resultado
por meio do cdleulo real.

R: @ .
3
Enunciados e solugles dos n,* 3977 a 3986 de J. Dionisio

SUPERIOR

v

3990 — Prove que o anel dos elementos da forma
{m+ny/2| em que m,n sio inteiros tem algoritmo de
divisio. Conclua por consequéncia, que é um dominio
euclidiano.

Y
3991 — Dado o dominio de integridade O[z] em
que _
=33,
diga quais sfio os polinémios irredutiveis do 1.° e 2.°
graus,

Verifique depois que, para os referidos polinémios
é, de facto, *—4 ¢=£ dum quadrado perfeito.

RACIONAL

de modo tal que os eixos coordenados sejam eixos
principais de inercia?
E se forem mais de trés pontos?
3993 — Indeterminagfo nos problemas variacionais:
1.2 — No caso do integral simples;
2. — No caso do integral duplo.

3994 — Operagdes sobre tensores — grandeza dum
vector e Angulo de dois vectores em cdlculo absoluto —.
Produto interno e produle externo.
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I. 8. T. —Mzcixica RacroxaL —2.° exame de fre-
quéncia — 1951.

3995 — Um ponto move-ge sobre o eixo dos xzxz
segundo a lei == —lli—z + (wo+7v9¢)2, sendo ) uma
constante e xp e vy :;condigﬁes iniciais.

Mostrar que a lei de forgas é F = Tle , sendo m

a massa do ponto.

CALCULO DAS

F.C L.—Circuro pas Prosasininapes —Prova extraor-
dinaria em 24 de Marco de 1955.

3999 — Dois jogadores A e B atiram alternada-
mente dois dados ao ar, comeg¢ando 4; 4 ganhao
jogo se obtiver uma soma de 6 pontos antes de B ter
obtido uma soma de 7 pontos; B ganha o jogo se
obtiver uma soma de 7 pontos antes de A ter obtido
uma soma de 6 pontos. Calcule a probabilidade que
cada jogador tem de ganhar e a de empate, supondo

a) que o jogo ¢ limitado a n partidas no maximo.

b) que o jogo prosegue até que um dos jogadores
tenha ganho.

4000 — Uma urna contém 1 esfera branca e a pre-
tas. Fazem-se extragdes sucessivas de uma esfera sem

3906 — Deduza as férmulas de Lorextz e verifique
a invariincia da forma ds? = ¢2dR — dy} —dy} — dy3.

3997 — Equilibrio duma funicular submetida a
acgdo de forgas centrais.

3008 — Verifique que as equagdes candnicas sio
as das caracteristicas da equagio as derivagdes par-
ciais de Hamivron-Jacost.

PROBABILIDADES

reposi¢do até ter-se extraido todas as esferas da urna.
Determinar o valor médio do nimero de esferas pre-
tas saidas antes de sair a branca e o valor médio do
nimero de esferas pretas saidas depois de ter saido
a branca. Diga, justificando, se nfio podia indicar
imediatamente, antes de resolver o problema a que é
igual a soma daqueles 2 valores médios.

4001 — Dois jogadores 4 e B jogam entre si
um jogo composto de 300 partidas, cada uma das
quais é equitativa. Em cada partida 4 tem a pro-
babilidade p de ganhar 2 escudos e B a probabili-
dade ¢ =1 — p de ganhar & eseudos. Determinar o
valor de p de modo que seja igual a 0,8427 a pro-
babilidade de que nenhum dos jogadores ganhe mais
de 60 escudos.

ASTRONOMIA

F. C. L. — Exame Pririco pe Asrrovomia — 1.* Fre-
quéncia — 1.* chamada — 3 de Fevereiro de 1950.

4002 — Caleular analitica e graficamente as coor-
denadas equatoriais de Urano sabendo que as suas
) = 158 18' 08,5
8 =—305049"6 °
a obliquidade da ecliptica ¢ e = 23°27'24"'9.

4003 — Calcular analitica e graficamente o azi-
mute e o dngulo hordrio da estrela « Piscis Australis
o = 22" 53™ 49,780
& = — 29° 58' 00",31
no momento do seu nascimento num lugar cuja lati-
tude ¢ ¢ = 25°46'15",09.

F. C. L. — Exame Pririco pe Asrronomia — 4.* Fre-
quéncia — 2.* chamada — 13 de Fevereiro de 1950.

coordenadas eclipticas sfo { que

(Fornalhaut) cujas coord. sfo {

4004 — Calcular analitica e graficamente as coor-
denadas galdcticas duma estrela cujas coordenadas
a = 14" 20™ 3005

3 = 38043' 15" 8 sabendo que a ori-

equatoriais sfio {

gem de contagem das longitudes galdcticas tem de
ascensiio recta 18"40™ 04,00 e que o plano do equa-
dor galdetico faz um dngulo de 62°0'0",0 com o
plano do equador celeste.

4005 — Calcular analitica e graficamente o fingulo
hordrio e a distincia zenital da estrela a« Lyrae
o = 18" 34™ 345,043
3 = 38 42' 56',91
no instante em que corta o 1.° vertical Este dum lu-
gar cuja latitude é ¢ = — 40°40'59'",98 .

Se estivesse a trabalhar com um teodolito neste
local teria possibilidade de efectuar esta observagio?
Porqué ?

(Vega) cujas coordenadas sdo {

F. C. L. — Exaue Pririco pe Astrowomia -- 2.* Fre-
quéncia — 1.* chamada — 41 de Maio de 1950.

4006 — Na data de hoje, num lugar da terra de
o = 29°56'39",45 N

) = 15943278 E observou-se, no

coordenadas {
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momento da sua passagem meridiana, a estrela o
Scorpii (Antares) cujas coord. sio ;‘:_lzl;ji’;]o;;:igg

Pretende-se determinar:

a) o tempo sideral, o tempo verdadeiro e o tempo
legal no momento da observagio.

5) o tempo sideral num local situado no meridiano
médio do 6.° fuso a W de Greenwich.

¢) o dngulo hordrio, o tempo sideral e o tempo
médio num local cujas coordenadas sio

o = 68°47'19',96

h=— 10" 49m 275,18 "

4007 — Num local de coordenadas

¢ =053°10'20"84 N
{ A =104 33 42: 85 W
do meridiano, tendo-se determinado para altura % =
= 40° 58' 47',16.

Sabendo-se que as coordenadas do Sol siie

a = 3"03™ 39°,95
{B — 417018/ 25/ 4 pretende-se calcular o tempo ver-

dadeiro nesse instante.

observou-se hoje o Sol, a leste

F. C. L. — Exaue Pritico pe AsrroNomia — 2.* Fre-
quéncia — 2.* chamada — 26 de Maio de 1950

4008 — Observou-se as 11" de tempo civil, num
determinado lugar da terra, o Sol cujas coordenadag
4 { a = 8" 40™ 48¢,82
Bao .

8=+18°19'49"4
recta do Sol médio nesse instante ¢ o, =8" 34 331,56
pretende-se calcular o temnpo sideral e o tempo ver-
dadeiro no momento da observacfo.

Sabendo que a ascensio

@ = -- 300 30' 30"
A=10"15~30°6 E
observou-se hoje uma estrela tendo-se determinado
para seu azimute A = 129°49'50"; as coordenadas
a = 10" 15= 30,6

3 = 20° 25' 04"

Pretende-se determinar:

a) a distincia zenital da estrela, o tempo sideral
e o tempo verdadeiro no momento da observacio.

4009 — Num local de coord. {

da estrela sio {

&) o dngulo hordrio e o tempo legal num lugar de
p =66°32'18"9 N

coordenadas \ = 110 542 47+ 8 W

F. C. L. — Exame Pririco pe Astroxomia — 1.2 Fre-
quéncia — 1.* chamada — 31 de Janeiro de 1955.
a=10"34= 005,30
&= — 85° 44' 50,96
foi observada num lugar cujas coordenadas geogra-

4010 — Uma estrela de coord. {

g = — 22°53' 43!, 96
A= + 20 52m 53,77
Determinar:

ficas sio {

a) a distincia zenital quando a estrela passa no
meridiano.

5) analitica e graficamente o azimute, o dngulo
hordrio e a distincia zenital no momento da sua elon-
gacio K.

4011 — Determinar graficamente as coordenadas
equatoriais do planeta Neptuno cujas coordenadas
A =+ 166° 10’
B =+1008
ecliptica € = 23027/,

eclipticas sio { sendo a obliquidade de

4012 — Duas estrelas de coordenadas (ay,8;) e
(@, 8) foram observadas num mesmo vertical nos
instantes 0O; e 0,.

Determinar o azimute Jo vertical e a latitude do
lugar de observacao.

F. C. L. — Exame Prfrico bz Asrroxomia — 1.* Fre-
quéncia — 2.* chamada — 7 de Fevereiro de 1955.

4013 — Determinar analitica e graficamente o dn-
gulo hordrio e a distfincia zenital duma estrela de

. {g =18 43n 43,043 Z
0 . 3
coor a e} 38° 24’ 56”,19 noinstante em (1110(301‘ a

o 1.2 vertical Este dum lugar cuja latitude é ¢ = —
— 40°04' 59", 98 .
Calcular o tempo sideral nesse instante.

Se estivesse a trabalhar com um teodolito neste
local teria possibilidade de efectuar esta observacgio?
Porqué?

Determinar a distincia zenital e o tempo sideral
no momento das passagens meridianas,

4014 — Determinar graficamente as coord. equa-
toriais duma estrela cujas coordenadas galdcticas sfio
g.=—5820  Kacoordenadss do pol nore galid

. Asec a -
{G — 1290 37! s coordenadas do polo norte galdc

@ = '112!! 4011:

t' 3
ico sio {5 — 4 28000

e a origem de contagem das

o = 18" 40™

longitudes galdcticas te o ord.
gitudes g c m por coor {3-:0"0'

4015 — Num lugar de latitude ¢y, daas estrelas
(g3 8;) e (o2,8s) sdo observadas num mesmo verti-
cal (de azimute desconhecido) no mesmo instante.
Determinar o tempo sideral local no instante da
observagio.
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F. C. L. — FistcaA Maremdrica — 1.» Exame de Fre-
quéncia — Ano 1953-54.

4016 — Duas barras rigidas assentes em § e §'
(referenciais em movimento relativista) experimentam
ambas contracgdes. Explique o paradoxo aparente.

4017 —F1zeav realizoun a seguinte experiéncia: Fez
passar raios luminosos por tubos onde circulava dgua
em velocidade constante v e mediu a velocidade da
luz nesse trajecto, ¢.

Sabendo que ¢ n o indice de refracgiio da dgua e

C,

¢ = -
. == — -+ v o valor nflo relativista a esperar deduza o
A

valor relativista ¢, e encontre o que for obtido expe-
rimentalmente desprezando os termos de ordem de

2
v

4018 —Defina comprimento duma barra (fixa em S')
em & com o produto de velocidade do referencial S'
em que assenta pelo tempo que medeia entre os 2
passagem dos extremos de barra pelo mesmo ponto
Pas.

Deduza expressio da contracgdo dos comprimentos.

Enunciados dos N.°* 4016 a 4018 de J. Tiago de Oliveira

F. C. C. — Fistca Maremirica — 2.° Exame de Fre-
quéncia — Ano de 1952-53.
02
4019 — Considere a equagio a — +b—=1
a oy
em que a e b sido constantes.
a) Determine o integral geral.

6) Determine a superficie integral que contém a
carva z=x*+ 4y, z=1.

¢) Mostre que a equagiio dada é a equagio de derl-
vadas parciais das superficies cilindricas.
R: a) x—az="f(y—bz) que: ¢) € a equagio das
superficies cilindricas; b) 1 —a®* —(x—az)*—2ax+
+ 2a’z=Db2+2b(y —bz) + (y —bz)?.

4020—Verificar se ¢ aplicdvel o critério de Jorpan
relativo as séries de Fourier para a fungio

f(z) = senl/w, f(0)

R: A aplicagido do critério de Jorpax exige que a fun-

¢do seja de variagdo limitada. Na soma que define a
variagdo total da fungdo, cada parcela

=0, com 2 C(—=,n).

| sen 1/x 4y —sen 1/x, |

pode ter o valor 2 desde que se tome
1 1l
- — X, o ——
2jm+ /2 ST m—=/2

com j inteiro. Deste modo a fun¢do dada ndo é de va-
riagdo Za’ma’tada, e o critério de Jorpax ndo € aplicavel.

Xyt

4021 — Prove que o potencial definido pela calnf.e

da esfera
2+ y? + 2= a4+ b
de densidade p. = z e limitado pelo circulo de cota &
tem, na origem, o valor wa*. R: O potencial € dado
P e ] z dS
o d . il
pelo integral de superficie st e |
valor €, de facto, = a®.
Solugles dos N.% 4019 a 4021 de J. Farinha

MECANICA CELESTE

F. C. C. — Mecivica Cereste — 1.° Exame de fre-
quéncia.
Prova prética
4022 — Calcular com um erro inferior a 0,1' a
longitude de Jiriter na sua drbita, s O"T. U. de
15 de Abril de 1955, utilizando os elementos do pla-
neta dadoes nas Efemérides deste ano. ;
R: v =121° 57 44',7. Solugfio de J. Farinha
Prova tedrica

4023 — Baseando-se na expressiio do potencial
duma camada esférica homogénea, demonstrar que

esta atrai um ponto exterior como se a sua massa
estivesse reunida no centro.

4024 — Das equagdes diferenciais dos movimentos
do Sol e dos planetas relativamente a um sistema de
referéncia inercial, deduzir as equagdes diferenciais
dos movimentos dos planetas em volta do Sol.

4025 — Partindo das correspondentes férmulas do
movimento eliptico, deduzir as formulas que ddo a
posicio dum cometa hiperbédlico na-sua drbita.




