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MATEMATICAS ELEMENTARES
PONTOS DOS EXAMES DE APTIDAO AS ESCOLAS SUPERIORES

Exame de aptiddo para frequéncia do Instituto de
Ciéncias Econdmicas e Financeiras — Ano de 1954

Prova escrita de Matemalica

I

3913 — Existem valores reais de x para os quais
a soma

2 3
I
& x
é negativa? Justifique a resposta.
2+ 2 3
R: 1+ 2/x+3/x*<0 o 15 :+ <0 para
X

o que € suficiente ser x* + 2x + 3 <0 cujas raizes
sido x = —1+/23,

Atendendo & natureza das raizes concluie-se, pois, nio
existirem valores de X para 0s quais a soma proposta
possa ser negativa.

3914 — Com 10 soldadoes e 4 cabos quantas rondas
se podem formar, sabendo que cada ronda é consti-
tuida por 7 soldados e 2 cabos?

R: Trata-se de combinagies visto que cada grupo
deve diferir dos restantes num homem, pelo menos.

O niimero de grupos formados com os soldados € dado
por CI° e o nimero de grupos formados com os cabos €
dado por C}.

Cada grupo dos cabos pode ser associado a todos os
grupos de soldados e vice-versa.

Ao todo serdo, pois, C}°><Ci =120><6 =720 rondas.

11

3915 — Determine os dngulos x compreendidos
entre 0 e 2= radianos que verificam a igualdade

te (m + ~;—-) = cotg

R: 8Sendo tg (x + =/5) = cotgx € tg (x + =/5) =
= tg (x/2 — x) cujos arcos estdo relacionados pela
expressio x + mfd =K-x 4+ =/2 — x onde K € um
pardmetro que pode tomar valores inteiros no intervalo
(= 20k

, 3
E, pois, s == (Ii'f? + 20).

Como 0 <x <<2m=, teremos de considerar apenas os
valores de K =0,1,2,3 para os quais resultam, res-

] 5 GRS 13 = 23~

pectwamente, as solug:ues Xy == -2—0 y X2 = —2(')— y X3 = W
33 =
R

3916 — Mostrar que das relagdes

* = a cos f

y = b sen 0
se deduz

ax® y!

S

R: Comox=acosf; y=Dbsent ¢ x/a=cos 0;
y/b =sen o

Quadrando e somando, vem x%/a? + y2/b? =
= cos?0 + sen?8 ou x?/a? + y2Z/b?=1

111

3917 -- Quais sio os nimeros que admitem 12
divisores e cujos factores primos sfo apenas 2 e 37
Justifique a resposta.

R: 122=22>3=4.3=2.6

Para 12=4 -3 vem Ny=23.32=72 ¢ N,=22.33=108

Para 12=2.6 vem N3=2 .35=486 ¢ N;=25.3=96

3918 — Demonstre que a soma a* + 5* + ¢* em que
a, b e ¢ sdo trés inteiros quaisquer nfo divisiveis
por 3, é divisivel por 3.

R: Um nimero ndo divisivel por 3 ou é da forma
3 +1 ouéda forma 3 + 2; o seu quadrado ¢ sempre
S+1vistoque (3+1)2=8+3+1=3+1e 3 +2)2=
SRR SR L e

Entio a soma dos quadrades de irés niumeros nas
condi¢ies propostas € sempre um multiplo de 3 wvisto

que B+ +EB+1)+@B+1)=8+3=3
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Exame de aptiddo para frequéncia das licencia-
turas em Ciéncias Matematicas, Ciéncias Fisico-
-Quimicas e Ciéncias Geofisicas, preparatérios
para as escolas militares e curso de engenheiros
gedgrafos — Ano de 1954

ARITMETICA

1

3919 — Provar que a soma de trés mimeros natu-
rais impares consecutivos nunca ¢ um mimero primo.

R: Sejam 2n + 1, 2n + 3 e 2n + b os trés nitmeros
inteiros impares consecutivos. O nimmero soma 2n + 1 4
+ 20 4+ 3 4+ 2n + 5 = 6n + 9 admite o divisor 3, além
da unidade, do priprio niimero e de outros possiveis
divisores.

Ndo €, pois, niimero primo.

I

3920 — Calcular dois nimeros, sabendo que a sua
soma é 360 e que o sem mdximo divisor comum ¢é 15.
Achar as diversas solugoes do problema.

R: Seja a+b=2360 e m.d.c.(a,b) =15

Fazendo x=2a/15 e y =b/15 ou x + y = 360/15 = 24
e, como m. d. ¢. (x,y) = 1, os valores possiveis dex ey
gerdo x =1, y=28;x=5,y=195x=7,y=17;
x=141,y=13.

Para x=1 ey=23¢a=15 e b =345
Para x =5 ey=19éa=T5 e b =285
Para x=T7 ey=17 € a =100 ¢ b =255

Parax=11ey=13¢é a =165 ¢ b =195
II1

3921 — Qual o resto da divisfio de @ + & + ¢ por 16,
sabendo que os restos das divisdes de a, b e ¢ por 16
sdo 11, 9 e 15 respectivamente ? Justificar.

R: Quando dois nitmeros A e B divididos por um terceiro
numero p dio restos iguais diz-se que sio congruentes
em relagio a p que se chama modulo da congruéncia.
A=DB (mod p) (A ¢ B sio congruentes de midulo p)

Ensina-nos um teorema da Aritmética: «Dividindo
varios nimeros pelo mesmo divisor, a sua soma e a soma
dos restos destas divisies sdo congruentes em relagdo ao
divisors

Assim, (a + b + ¢) e (11 + 9 + 15) sdo congruentes
em relagio ao mddulo 16 .

Por outras palavras, o resto da divisdo de (3 + b + ¢)

por 16 € igual ao resto*da divisio de (11 4+ 9 + 15)
por 16.
Donde o resto = 3

ALGEBRA

1

3922 — Calcular os trés menores inteiros positivos
que divididos por 38 dfo o resto 14 e dividides por 46
dio o resto 2.

R: Segundo o enunciado serd 38 -y+14=46x+42 ou
23x — 19y = 16 cujas solugies podem obter-se das rela-
coes x = —8 —19t; y = — 10 — 23t onde — 8 e — 10
representam um par de solugdes inteiras, préviamente
determinadas.

As trés menores solugies inteiras e positivas serdo
correspondentes aos valoresde t=—1;t=—2;t=—3.

Para t=—1 € x=11;y=13 com a solueio N;=508

Para t=—2 € x=30;y=36 com a solugdo N,=1382

Para t=—3 é x=49;y=>59 com a solugio N3=2256

11

3923 — Determinar m de modo que as raizes da
equagiio «* 4 2mx — 2m + 3 =0 sejam reais e de
sinais contrdrios.

R: Como a >0 ¢ suficiente considerar ¢ <0, isto
€ —2m + 3 <0, donde m > 3/2

111

3024 — Os coeficientes do 4.° e do 6.° termos do
desenvolvimento de (1 + x)" estdo entre si como 2 e 3.
Determinar n e esses dois coeficientes.

R: Ty=0C}-a%:x73%¢ Tsy=0Cp:ab.x"*t
Az A?
C3:Cp=2/3 au-g%:5—i' = 2/3; (5! A3): (3! AY) == 2/3;
[6-4-(n—1)(n—2)]: [0 (n—1) (n—2) (n—3) (n—4)]=2/3 ;
20

—_—— =2/3 do do 2.

=8 la—® /3, equagdo do graw com as
raizes ny =9 e n, = — 2, das quais s6 a primeira pode
ser considerada.

Donde n = 9.
C3 A"‘:—98'(’-321 8-1(3"(}"1‘2
:i=3—1-=( +8.7):(3:-2:1)= elg= 4=I!"‘

=(9-8.7-6):(4-3-2.1) =126

Exame de aptidao para a frequéncia dos prepara-
torios para a Faculdade de Engenharia—Ano de 1954
39025 — Para que valores de m a equacio

1
§(m —2x*—(m—3)z +2m =0

tem as raizes reais e de sinais contrdrios ?
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1
R: E suficiente que a - ¢ << 0, isto €, a(m—2) -2m<<o
oum?—2m <o, donde o <m < 2.

3026 — Por que algarismo se deve substituir u
para que o nimero 35 u seja divisivel por 67 Justifi-
que a resposta.

R: Afirma um Teorema de Aritmética: «Se um
nitmero ¢ divisivel por vdrios niumeros primos entre si,
dois a dois, € divisivel pelo seu produto e reciproca-
menten.,

Assim o nimero 35u serd divisivel simultineamente
por2epor3: éu=2e3+5+u=3ousciau=2
e u=3+1 donde se concluie que u §6 poderd tomar
o valor 4, que € o Wnico algarismo par que € igual
%8 1.

3927 — Como define combinagdes n a n de m
objectos distintos? Tome 6 letras e esereva as combi-
nagdes das mesmas tomadas 4 a 4, mostrando a sua lei
de formac8o e verificando o seu nimero pela férmula
respectiva.

3928 — A soma de dois nimeros ¢ 176 e o seu
m. m, ¢c. é 840. Calcule os mimeros

R: Sejaa+ b=176 ¢ m. m. c. (a,b) = 840

840 840 A
Fazendo x = (e e substituindo os valores

840 840
de aedeb na primeira relagio obteremos — + — =176
x y

2
xx-f-yy 105 donde x +y =22 e x-y = 105 visto

que a frac(,‘ﬁo olact
entre si).

Como x e y s6 poderdo assumir os valores 7 e 15,
respectivamente, as solugdes serdo a = 840/7 = 120
e b = 840/15 = 56

€ irredutivel (x e y sdo primos

ADMISSAO

Exame de admissdo ao estigio do 8.° grupo mo
Liceu Normal de D. Jodo III (Coimbra) — Ano
de 1951.

I — Teoria da divisibilidade.

II — Poliedros, poliedros regulares, superficies
prismdtica e piramidal. Prisma, pirimide e troncos
respectivos.

3031 — A soma de dois nmimeros inteiros, a e b,

& 1620. Calcule esses nimeros sabendo que o seu mi-
ximo divisor comum admite 12 divisores.

3929 — Demonstre qual é o limite para que tende
uma fracgdo qualquer quando se adiciona aos seus
dois termos a mesma quantidade e se faz crescer esta
indefinidamente.

R: O problema, tal como estd enunciado, poderd
prestar-se a certas confusies e dificuldades wvisto que
uma «fracgio qualquer», sendo do tipo x|y, € fungio
de duas varidveis e, nestas condigbes, a deferminagdo
do limite pedido € problema para além do ambito das
matemdticas elementares. Parece-nos que o A - desejard
o limite, supondo constantes os termos da fracgdo.

Seja afb uma fracgdo com a e b constantes e n a
«quantidade» que se faz variar indefinidamente.
a4+ n

L=
b+n

Serda lim —— =1 =
s+ b4+ n
a—b

b+n

vislo que

€ infinilamente pequeno com n — 2,

3930 — Resolva a equagio
2tglc —tga—1=0
determinando os valores de x com a aproximagio
de 1'.
R: Fazendo tgx =%, a equagdo proposta toma
o aspecto 272 —7Z —1 =0, com as raizes Z;=1

1

e Zp= ——.
t 2
As solugoes das equagdes trigonométricas Zy = tgx =1
1
e Ly =tgx = — = obter-se-do, respectivamente, por

meio das relagies x — 180°- K 4+45° ¢ x=180°.K +
+ 153° 27! onde 45° e 153° 27' representam os menores
arcos positivos, com a aproximagdo pedida, cujas tan-

gentes sio, respectivamente, iguais a 1 e a — —

2
Solugles dos N.°F 3913 a 3930 de M. J. Sousa Ventura

AO ESTAGIO

R: O problema € solucionado pelos seguintes valores
para a: 60, 90, 108, 120, 216, 240, 300, 420, 432, 450,
600, 630, 660, 750 e 780.

3932 — Calcular p e ¢ sabendo que a fracgio
224 p
s P toma o valor minimo a e o valor maximo b.
b 4
Verificar a exactidio do resultado recorrendo ao

Célculo Infinitesimal.

24+px+q
=

e f (x)=1—q/x2, anulando-se para x ==+ {/q (supde-

R: A primeira derivada de f(x) =



