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donde se tira Ac x e Vt j. E também A, x e V, 
por ser 

Bm AiX= AiBpqX =— 0 . 

Logo, xe Vtj implica Atxe Vtj, quer dizer, 
A l v ( í t z r ' i } 

Posto isto, torna-se aplicável ao caso pre-
sente a demonstração do caso particular antes 
considerado — desde que se considerem as 
variedades V\j em lugar das variedades Vtj . 

Con/unfos finitos (*) 
por José R i b e i r o A J b u q u e r q o e 

É de toda a conveniência que as palavras finito e 
infinito sejam empregadas cora propriedade. 

São conceitos de uso corrente em Matemática, sobre-
tudo em Análise. 

As pessoas que por força de circunstâncias são 
obrigadas a fazer frequente uso destes termos, por 
exemplo os estudantes, não encontram facilmente quem 
lhes forneça os significados claros o precisos, limpos 
de tudo o que de impróprio e confuso se disse e ficou 
ligado a esses termos. 

Nos cursos, em geral, começa-se a exposição mais 
adiante e supõe-se que os alunos já conhecem com 
suficiente nitidez essas noções. 

Os outros conceitos que se apresentam então, ficara 
EÈriaraente prejudicados sem um esclarecimento prévio. 

Procura-66 neste trabalho pôr ao alcance do leitor, 
o suficiente para que possa, sem perturbação, prosse-
guir os estudos correntes de Matemática, e também 
o meio de levar mais longe, se o quiser fazer, o tra-
balho imprescindível de clarificação 

Começaremos, para isso, por estudar o conceito de 
correspondência. 

1. Correspondência biunivoca 

O conceito de correspondência não é um conceito 
primitivo e pode reduzir-se ao conceito pfimitivo de 
conjunto. A possibilidade de uma tal redução confere 
ao conceito de correspondência o carácter de conceito 
derivado da teoria geral dos conjuntos. 

Indica-se a seguir uma maneira de fazer essa re-
dução. 

D E F I N I Ç Ã O 1 . Dados dois conjuntos A e B, sub-
conjuntos dura mesmo conjunto fundamental 1 , ura 

(*) Esto artigo :)iTi rn na coinposiçflo dos restantes, por tor 
9ido inicial mente destinado ao n.» :>3 da Gazeia Matemática. 

conjunto F tal que: 

!•); ZeP se e só se Z = (AxZ) + (BxZ), 
2."). Se í , e i x Z e Xt e A x Z então Xi = Xt, 
3."). Se YteBxZe Yze BxZ então Yt = Yt, 
4.°). Se Z,eP e Zze P então AxZtxZt = V, 
5. ' ) . Se e Zt e P então BxZ^Z^O, 
6. o). Se Xe A (ou X e B) existe um ZeP tal 

que Xe Z. 
É um conjunto P qMe estabelece uma correspondên-

cia biunivoca entre os elementos de A e B. 
Observações: Os conjuntos ZeP são sub-conj untos 

do conjunto fundamental 1 ; as somas e produtos são 
relativos ao conjunto fundamental. O conjunto P è 
portanto um conjunto de sub-conjuntos de 1, isto é, 
f c 21. 

As condi çSes 1.°), 2 a) e 3."} definem um par j um 
conjunto P que verifique apenas as condições 1."), 
2.®) e 3."), estabelece uma correspondência entre os 
elementos de A e B. 

Um conjunto que verifique as condições 1.°), 2."), 
3. ') e 4.°) (ou 1.*), 2.*), 3.o) e 5.")) estabelece uma 
correspondência unívoca entre os elementos de A e B 
(ou de S e A). Uma correspondência biunivoca è 
unívoca nos dois sentidos. 

Com a condição 6.°) a correspondência biunivoca é 
completa. 

Com o tarrao derivado correspondência biunivoca 
define-se um outro termo derivado: trata-se duma 
relação binária, é equivalente a, estabelecida entre os 
sub-conjuntos do conjunto fundamental. 

D E F I N I Ç Ã O 2. Dados dois conjuntos A e B s u b c o n -
juntos dum mesmo conjunto fundamental 1, diremos 
que A é equivalente a B e escreveremos simbolica-
mente A — B se, e só se, existe um conjunto P que 
estabeleça uma correspondência biunivoca entre os 
elementos de A e B. 
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Pode estabelecer-se o seguinte : 

T K O K I M A 1 . A relação binária é equivalente o 
é uma relação determinado, reflexiva, simétrica e 
transitiva. Quaisquer que sejam, A( B, C 

1.*. A — B ou A B (determinação). 
2.". A ~ A (reflexividade). 
3.". se A ~ B então B — A (simetria). 
4*. >e A - B e B ~ C então A ~ C (transitivi-

dade). 

significa que: A e' equivalente a B, é falso. 
0 teorema demonstra-se partindo das cinco primeiras 
condições da definição 1; a reflexidade, a simetria e 
a transitividade demonstram-se qualquer que seja o 
sentido atribuído à palavra enteie empregada na defi-
nição 2. A determinação fica assim dependente do 
sentido da palavra existe, mas se considerarmos uma 
axistência não contraditória a relação ~ é deter-
minada. 

2. Coniunfos finitos o conjuntos infinitos 

Os conceitos de finito e de infinito a3o antagónicos 
e t@m sido formados pela Humanidade através de um 
processas lento e prolongado. 

Nas origens deste processas está muito provavel-
mente uma operação mecânica, a operação de tomar 
os objectos mediante uma escolha entre os inume-
ráveis objectos circunstantes. Esta operação mecânica 
teria passado depois gradualmente e insensivelmente 
a operação mental, num daqueles saltos qualitativos 
que do conhecimento emocional ou sensorial faz 
passar ao conhecimento racional. 

A repetição de tantas experiências cora objectos de 
natureza diversa teria levado fatalmente à formação 
do conceito primitivíssimo de número natural pequeno 
(dígito) e, pouco a pouco, mediante saltos bruscoB, 
relâmpagos de inteligência na mente primitiva dos 
experimentadores, teria nascido, sem que se possa 
precisar como ou quando, o conceito de conjunto finito 
ao qual teria seguido o conceito de número finito. 

Mas, irresistivelmente e de modo inseparável, ao 
lado da colecção finita ficava a imensidade dos outros 
objectos ; o conceito de conjunto infinito alimentou 
assim o seu antagónico, e dele se foi igualmente 
formando. 

Este processo de formação dos conceitos antagó-
nicos é interminável e, no presente caso do par finito-
-infinito estamos bem longe duma conclusão. 

A existência de uma teoria dos números transfini-
tos (•), teoria recentemente nascida e ainda em plena 

(1) V»ja-so mais longe o secilLdo da jjAlavr» tranenjiíío. 

formação, prova como se procura conhecer o infinito 
por meio do finito. 

Por outro lado o finito estuda-se por meio do infi-
nito. Citemos para esclarecimento esta passagem de 
W I C - L A W S 1ER PI NS KL ! 

aII importe de signaler l'inclination d'esprit humain 
de se servir ti'infinifé pour examiner la fini té. Par 
exemple, le Calcul infinitésimal a été inventé pour 
nous faciliter la recherche d'objects finis ; pour calculer 
le volume d'un corps nous le décomposons en Calcul 
integral ère une infinité de parties infiniment petites et 
cela nous rend le problème plut facile 1 «Es muss auch 
dem menschlichen Verstand das Priidicat «unendlich» 
iit gewissen Bücksichten zugastanden werden• dit 
Cantor {l).* 

Entre as propriedades dos conjuntos infinitos fi-
guram muitas que não são verificadas pelos conjuntos 
finitos ; tomar uma delas para definição de conjunto 
infinito e, a partir dessa definição, fazer a teoria dos 
conjuntos infinitos, foi o método formal de estudo se-
guido por R. D Ü D E K I S D (2). 

O mesmo método formal ó adoptado por muitos 
outros autores, partindo alguns duma definição de 
conjunto finito. 

Este método, todavia, levanta uma questão muito 
importante da teoria dos conjuntos ; trata-se de um 
problema que foi enunciado claramente por H. LE-
BESGUE, nos seguintes termos: 

a Bien que je doute fort qu'on nomme jamais un en-
semble qui ne soit ni fini ni infini, l'impossibilité d'un 
tel ensemble ne me paraît pas demontrée» (3). 

Uma vez escolhida uma definição de conjunto finito, 
cada conjunto infinito é um conjunto não-finito. Do 
mesmo modo, dada uma definição de infinito, cada 
conjunto finito é um conjunto não-infinito. 

E depois de adoptar a definição de conjunto infinito 
dada por D E D E E I H O que S I E E P I N S K I chama transfinitos 
os números cardinais dos conjuntos infinitos. 

Em todos os casos faltou sempre provar que: um 
conjunto infinito é não-finito, um conjunto finito é 
não-infinito. 

Tomemos a seguinte definição de conjunto infinito: 
D E F I N I Ç Ã O 3. Um sub-conjunto . 4 do conjunto fun-

damental 1 será chamado um conjunto infinito se, e só 
se, para qualquer Xeí — A se tem : A~A+(X). 

Com o símbolo (A) representa-se um conjunto com 
um único elemento: I e ( I ) e se F e l e F e (A) 
entSo Y == X. 

(') W. giESPiNSKi — Leçons sur les nombres transfinis — 
pa#. 53. 

(*) RICARDO (JÙLIO GUILHEBME) DSDEKIKD — W a s *IND und 
\v«s sollen die Zahlux, § f>.f»4. 

(*) No final dama carta do HENRI LÏHEBGUE a E'MJLE BOKKL : 
Ter. E. BOUÏL — Leçons sur la Théorie dos Fonctions, pag. 15g. 
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A definição de conjunto infinito que acabámos de 
dar coincide com a definição dada por 1 >KDKKĴ D em 
• ITiii sind und toas sol/en die Zaklena (Braunschtoeig, 
18S8); a definição de DnoEKiHn era a seguinte : um 
conjunto é infinito se, e sâ se, tem a mesma potência de 
uma das suas partes alíquotas. 

Um conjunto A infinito no sentido da Definição 3 
é manifestamente infinito no sentido de DEOKKiun. 

Reciprocamente, seja A um conjunto infinito no 
sentido de D E D E K I H D ; será então A~B com BcA. 
Seja Xe A — B e então teremos fic(5 + ( X ) ] c i 
e se A ~ B será também B ~ [B + ( X ) ] e portanto 
o conjunto B e consequentemente o conjunto A são 
infinitos no sentido da Definição 3. 

Os conjuntos infinitos cuja teoria foi desenvolvida 
por D E D E K I N O são os mesmos que oa da classe aqui 
determinada por esta definição. 

Ponhamos agora a seguinte : 

D Í F I N I Ç Á O 4 . Um sub-conjunto A do conjunto 
fundamental 1 será chamado conjunto finito se, e só 
se, para qualquer X e l — A se tem : A^~A + ( X ) . 

É quasi evidente que as duas classes de conjuntos 
aqui fixadas com as definições 3 e 4, são complemen-
tares dentro de 21, 

Mas, a evidência é o carácter de que se revestem 
as proposições depois de demonstradas, e então 
demonstraremos um teorema 

TEOREMA 2. Para que 

1) Cada conjunto A c i não-finito seja um con-
junto infinito é necessário e suficiente que .-

2) Dados dois conjuntos A e A + (X) com X e 1 —A, 
uma e uma sá das relações A ~ A + { X ) e A-*"A -I- (X) 
tenha lugar. 

Demonstração. 

Suponhamos 1) faisa; então existe um conjunto 
A c i não-finito que é não-infinito^ mas se A é não-
-finito não se tem A.y*A + ( X ) , X e 1 — A e se A è 
não-infioito não se tein A ~ A -j- ( X ) , X e 1 — A . 

Portanto, existem os conjuntos A e A + ( X ) com 
X E L — A tais que nenhuma das relações A~.4+(X) 
e A j<~ A + ( X ) tem lugar; mas então também 2) 
<5 falsa. 

Suponhamos 2) falsa; não se podem verificar simul-
tàneamente para o mesmo par de conjuntos as duas 
relações ~ e e portanto existem oe conjuntos 
A c i e A (X) com X e l — A tais que: não se 
tem A — A + (X) com X e l — A e então A é não-
-infinito (Def, 3j, não ao tem A A + (X) com 
X e l — A e então A é não-finito (Def. 4), Portanto 
a 1) é falsa. Assim fica demonstrado o teorema. 

Podemos então afirmar perante as definições 3 e 4, 
o seguinte 

TKOHRMA 3. Cada conjunto A c i não-finito é um 
conjunto infinito, cada conjunto A c i não-infinito é 
um conjunto finito. 

Diversas definições de conjunto finito se conhecera 
hoje. As mais notáveis foram dadas por B. ROBSEL ( * ) , 

Z E R H E L O ( ! ) , SLEHPIHSEI ( 3 ) , K UE ATO WS KL ( 4 ) , T . I H S K I ( S ) . 

A definição ordinária de conjunto finito pode ser 
assim enunciada: um conjunto i finito se, e só se, o 
número dos seus elementos se pode exprimir mediante 
um número natural (supondo-se dada a noção de 
número natural). 

Das definições citadas precedentemente a mais 
notável de todas é talvez a de A L F R E D T A E S E I , Na sua 
memória sobre Ensembles finis, memória que ole con-
sidera sistematisante, o autor apresenta a seguinte 
notável propriedade para definição de conjunto finito: 

Def. A. Elemento irredutível duma classe K de 
conjuntos ó cada conjunto A tal que; AeK\ se 
B c A e B e K então B = A . 

Def. A!. Elemento saturado duma classe K de 
conjuntos é cada conjunto A tal que; AeK-, se AczB 
e B e K então A a=* B. 

Cada uma destas duas noções dá origem a uma 
definição de conjunto finito. 

Def. B. O conjunto A á finito se, e só se, cada 
classe não vazia K de seus sub-conjuntos admite 
pelo menos um elemento irredutível (ou saturado). 

Para terminar estas noticias históricas digamos 
que mnitas definições de conjunto finito se baseiam 
na noção de ordem e cotemos ainda que SCHOENFLIES 

considerava impossível a definição de número finito 
independente da noção de ordem. 

3. Propriedades dos conjuntos finitos. 

As definições 3 e 4 e o teorema que se lhes seguiu, 
esclarecera o problema de L E B E S O L K sobre a possibi-
lidade de nomear um conjunto simultaneamente não-
-finíto e não-infinito. 

Os conjuntos infinitos no sentido da Definição 3 
foram estudados já suficientemente (DEOEKI ND, 
SiERFiNsai, etc.). 

(') Comptea readus de Ia Soe. Math. «te Franco, Mars 19LI, 
p. SÚ. 

(*) Beber dls Orui.Hlnjen der ArlUimetik (Atti dei IV Coar 
Iniern. dei Hat., voi. 11). 

') LFaxleme d* ZraaLO ei Ron rfite dans IA Tbíoríe dei 
Eijsemljles, Buli. d« l'Ao. des ScleDce* de CracorJe, 1918, p. 106. 

Sur la aotlou de lhünsernMte flui. Fmid. Math, T. 1, p. 13. 
(') Sur Joa tuMftblw flnis, Flind. Mdtti,, T. G, pp. 45-95. 
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Retomemos a Definição 4, e estabeleçamos para 
esta classe de conjuntos as suas propriedades mais 
notáveis. 

T E O H E W A 4 . Ê finito cada conjunto A tal que: 

X e A e m Y e A então X s Y , Para demonstrar 
basta considerar os conjuntos A e iÍ = A + ( X ) com 
X a 1 — A e em seguida os conjuntos P verificando 
as condições 1."), 2.*), 3."}, da Definição 1. Os con-
juntos P nestas condições, conjuntos de pares de 
elementos, um de A outro de B, são inicamente 
dois e nenhum deles satisfaz as condições 4.°), 5 ") e 
6.°). Então para os conjuntos A e B as condições 
da Definição 1 são incompatíveis, e portanto não 
existe um P que estabeleça uma correspondência 
biunivoca entre os elementos de A e A + ( X ) . 

Então, temos A jjf" A +- ( X ) com X e 1 — A e o 
conjunto A é finito. 

T K O K E M A 5. Se A e B são finitos A. + B é finito. 

T e m - s e : A>~A-h(X) e Bj^B+{X) p a r a X e l -
— (A + B). Mas como A~A e portanto A + B^r A-\-
+ ( B f ( X ) ) , vem finalmente A+Bj<~{A + + ( X ) . 

T R O R E M A 6 . Se para cada A C B o conjunto A i 
finito, então B i finito. 

Temos AczB e B — ACB', mas A e B — A são 
finitos e pelo teorema precedente A + (B — A) è finito. 

Resultam os seguintes corolários: 

C O R O L Á R I O 1. Se A é finito e B U M conjunto qual-
quer, A — B é finito. 

C O H O I . Í E I O 2 . Se A é finito e I I um conjunto qual-
quer, A X B é finito. 

C O R O L Í R I O 3, »Se B é finito então, cada A <z B é 
também finito. 

Seja, com efeito, A <z B j então, A + (B—A)^B 
e também £í — (fl — A ) ^ A j mas, aplicando ao pri-
meiro membro desta última o corolário 1, o que é 
possível porque B é finito, resulta imediatamente: 
A finito. 

C O R O L Í R I O 4. A condição necessária, e suficiente 
para que A seja finito, é que seja finito todo e qual-
quer seu sub-conjunto. 

T E O R E M A 7 . Principio da indução completa para 
os conjuntos finitos. Se A é finito, então A pertence 
o toda a classe K de conjuntos que satisfaça as se-
guintes condições: 

1) Se Xe A então ( X ) « K . 
2) Se B e K e X a A então B + ( X ) e K . 

Demonstração. 

Seja X e A e portanto devido a 1), temos ( X ) e K . 
Representarem™ eom o símbolo 1 o cardinal do con-
junto ( X ) . Distinguiremos esse elemento X E A 
pondo X = X i e portanto ( X j ) ó o conjunto cujo 
cardinal é 1 . 

Seja um outro X e A ; então pela condição 2) te-
mos (X j ) - f - (X ) e K . Introduz amos um novo símbolo 
para representar o cardinal do conjunto (X|) + ( X ) ; 
o símbolo introduzido é 2 e para distinguir aquele 
X dos restantes pomos X = X ; e portanto o cardi-
nal do conjunto (X|) + (X^) é 2 . 

Continuando este processo de construção introdu-
zimos assim os símbolos 

1 , 2 , 3 , 4 , . , ! » 
e, se com este processo chegamos ao conjunto A , o 
teorema está demonstrado porque toda a classe K 
que verifique as condições 1) e 2) conterá evidente-
mente todos os conjuntos construídos. 

Se, com este procedimento repetido indefinidamente, 
não se alcança o conjunto A , tomaremos o conjunto 

•Xi I XT, X } , XT, ••• , X „ , ••• 

e designaremos por B o conjunto cujos elemento» são 

XI , X 3 , XT, , X „ , . . . 

O conjunto P cujos elementos são os pares [ X i j X j ] , 
, [ X j , X 3 ] , >-• estabelece uma correspondência biuni-
voca entre B e B 4- ( X j ) ; será pois 

B ~ B + (XJ) c o m XIEA—B. 

Mas é evidente B C A e por consequência tanto B 
como A seriam infinitos contra a hipótese. 

O conjunto A 6 alcançado com o processo de cons-
trução anterior e corresponde-lhe evidentemente um 
dos símbolos introduzidos : 1 , 2 , 3 , 4 , 

O conjunto A pertence a todas as classes K que 
verificam as condições 1) e 2), poii que qualquer 
classe nestas condições conterá todos os conjuntos 
construi dos. 

c . q . d . 

Resultam do teorema os seguintes corolários: 

C O R O L Á R I O 1 . A cada conjunto A finito corresponde 
um e só um dos números cardinais 1,2,3,4,--- n • • •. 
Além disso, existe uma correspondência biunivoca entre 
os elementos dum qualquer conjunto finito e os primeiros 
números cardinais. 

C O R O L Í R I O 2. Existe um conjunto que não é finito. 
Com efeito tomemos o conjunto dos números cardinais 
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introduzidos na demonstração do teorema: 1 , 2 , 3 , 
Representemos por li o conjunto cujos 

elementos são os cardinais 2 , 3 , 4 , t e r e m o s 
a relação 7 í ~ B - l - ( l ) com 1 Então, o conjunto 
dos números cardinais é infinito no sentido da Defi-
nição 3. 

THOREMÀ 8. Se A pertence a toda a classe K de 
conjuntos que satisfaz as condições 1). e 2). do teorema 
precedente, então A éfinito. 

Com efeito, se A pertence a uma classe A que 
verifica as condições 1) e 2), então A pode ser al-
cançado mediante o processo de construção indicado 
na demonstração do teorema precedente e correspon-
de-lhe um dos números cardinais I , 2 , 3 , 4 , •••, n . 
Resultará imediatamente que se tem a relação A jc 
j'" A-t-(X) com X$A e portanto A é finito. 

Derivam daqui os seguintes corolários: 

COROLÁRIO 1 . Para que A seja finito i necessário e 
suficiente que A pertença a toda a classe K que veri-
fique as condições 1). e 2). do teorema 7. 

CoROi-ÍRio 2, Para que A seja finito é necessário 
e suficiente que A pertença a toda a classe K de con-
juntos que verifique as condições: 

1) Se X e A então (X ) e K , 
2) Se B I E I C E K então B + C e K . 

Este teorema demonstra-se sem dificuldade. 
Muitas outras propriedades importantes dos con-

juntos finitos se podem demonstrar sem grande difi-
culdade, mas com aquelas que aqui apresentamos 
consideramos a teoria já esboçada. 

O cálculo das probabilidades e a teorização 
do comporfamenlo económ/cof1) 

por G u x t o v o d e Castro 

I . O Comportamento Económico. 

Se o Cálculo das Probabilidades pôde 
passar por uma teoria dos jogos de azar, 
esta teoria dos jogos de azar pode descrever-
ã o como uma teoria do comportamento econô-
mico. A concepção do Cálculo como uma teo-
ria de comportamento tem, porém, que ser 
temperada pela concepção das realidades que 
nos afasta de extremos insensatos. A mate-
mática não pode ser vista como produto do 
exercício gratuito da inteligência nem como 
codificação de verdades absolutas que os 
génios desvendam, de maneira mais ou menos 
sobrenatural, para pautar as únicas condutas 
inteligentes; há que algures encontrar a vera 
efígie do que é a um tempo uma construção 
maravilhosa da inteligência e um apoio pre-

cioso da nossa acção sobre a natureza — 
tndo isto, mas só isto. 

Veja-se a solene advertência de BOREli ; 
tLa science du Hasard ne saurait, plus qu,e 
toute autre science, prétendre A régir nos actes; 
elle peut seulement, comme c'est le rôle de la 
science, faciliter la reflexion qui précède l'action 
chez tous les êtres raisonnables. Dans les ques-

(!) Este escrito d a redacção da segunda de qua-
tro palestras que, sob o titulo geral «O Cálculo das 
Probabilidades. Palestras sobre os progressos duma 
disciplina por ocasião dum centenárioB, foram realiza-
das na AdministraçSo-Geral dos Correios, Telégrafos 
e Telefones, em Janeiro-Fevereiro de 1955. Incluídas 
numa longa série de palestras profissionais daquela 
Administração, esta ó publicada aqui por sua amável 
deferência. 


