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donde se tira 4,xeV;;. E também 4, xeV,
por ser
By, djw= A, Byyc =0,
Logo, x € V; implica 4,xeV;;, quer dizer,
AVi;cVy;

Conjuntos
por José Ribeiro

E de toda a conveniéncia que as palavras finito e
infinito sejam empregadas com propriedade.

S3o conceitos de uso corrente em Matemdtica, sobre-
tudo em Andlise.

As pessoas que por forga de circunstincias sio
obrigadas a fazer frequente uso destes termos, por
exemplo os estudantes, ndo encontram facilmente quem
lhes fornega os significados claros e precisos, limpos
de tudo o que de imprdprio e confuso se disse e ficon
ligado a esses termos.

Nos cursos, em geral, comega-se a exposi¢io mais
adiante e supde-se que os alunos jd conhecem com
suficiente nitidez essas nogdes.

Os outros conceitos que se apresentam entdo, ficam
sériamente prejudicados sem um esclarecimento prévio.

Procura-se neste trabalho por ao aleance do leitor,
o suficiente para que possa, sem perturbagio, prosse-
guir os estudos correntes de Matemdtica, e também
o meio de levar mais longe, se o quiser fazer, o tra-
balho imprescindivel de clarificagiio

Comegaremos, para isso, por estudar o conceito de
correspondéncia.

1. Correspondéncia biunivoca

O conceito de correspondéneia nfio é um conceito
primitivo e pode reduzir-se ao conceito ptimitivo de
conjunto. A possibilidade de uma tal redug¢fo confere
ao conceito de correspondéncia o cardcter de conceito
derivado da teoria geral dos conjuntos.

Indica-se a seguir uma maneira de fazer essa re-
dugdo. -

Dzrixigio 1. Dados dois conjuntos 4 e B, sub-
-conjuntos dum mesmo conjunto fundamental 1, um

(*) Este artigo difere na composi¢io dos restantes, por ter
sido inieialmente destinade ao n.* 59 da Gazela de Malemdbtica.

(l=1,2, ceeympi=1, 23 Simey m;j=1’21 Sueg Tt)

Posto isto, torna-se aplicavel ao caso pre-
sente a demonstracio do caso particular antes
considerado — desde que se considerem as
variedades V}; em lugar das variedades V;;.

finitos (%)

Albuquerque

conjunto P tal que:

1°). ZeP e e s6 se Z=(AxZ) + (BxZ),

2°). Be XjedxZ e Xye A< Z entio Xj=X,,

3°). Se YjeBxZ e Y,e B><Z entio Y;=1,,

4°). Se ZijeP e Z,6 P entio A Z;<Z,=0,

5°). Se ZjeP e Ze P entio B<XZy<Z;=0,

6.°). Se Xed (ou XeB) existe um Ze P tal
que X6 Z.

E um conjunto P que estabelece uma correspondén-
cia biunivoca entre os elementos de A e B.

Observagdes: Os conjuntos Ze P s3o sub-conjuntos
do conjunto fundamental 1; as somas e produtos sdo
relativos ao conjunto fundamental. O conjunto P é
portanto um conjunto de sub-conjuntos de 1, isto &,
Pc2

Ag condigbes 1.°), 2.°) e 3.°) definem um par; um
conjunto P que verifique apenas as condigdes 1.°),
2.°) e 3.°), estabelece uma correspondéncia entre os
elementos de 4 e B.

Um conjunto que verifique as condigdes 1.°), 2.°),
3.°) e 4.°) (ou 1.°), 2:*), 3.%) e 5.°)) estabelece uma
correspondéncia univoca entre os elementos de 4 e B
(ou de B e 4). Uma correspond@ncia biunivoca é
univoca nos dois sentidos.

Com a condigfio 6.°) a correspondéncia biunivoca é
completa.

Com o termo derivado correspondéncia
define-se um outro termo derivado: trata-se duma

3

- relagfio bindria, € equivalente a, estabelecida entre os

sub-conjuntos do conjunto fundamental.

Derixigio 2. Dados dois conjuntos 4 e B sub-con-
juntos dum mesmo conjunto fundamental 1, diremos
que A € equivalente a B e escreveremos simbdélica-
mente A~ B se, e s0 se, existe um conjunto P que
estabelega uma correspondéncia biunivoca entre os
elementos de 4 e B.
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Pode estabelecer-se o seguinte:

Teorema 1. A relagdo bindria é equivelente a
é uma relagio determinada, reflexiva, simélrica e
transiliva. Quaisquer que sejam, A, B, C

1°. A~B ou A B (determinagio).

2.0, A~ A (reflexividade).

8. se A~B entio B~ A (simetria).

4°, se A~B e B~C entio A~C (transitivi-

ACB significa que: A € equivalente a B, é falso.
O teorema demonstra-se partindo das cinco primeiras
condigdes da definigdo 1; a reflexidade, a simetria e
a transitividade demonstram-se qualquer que seja o
sentido atribuido A palavra existe empregada na defi-
nigio 2. A determinagio fica assim dependente do
sentido da palavra existe, mas se considerarmos uma
existéncia nio contraditéria a relagio ~ ¢ deter-
minada.

2. Conjuntos finitos e conjuntos infinitos

Os conceitos de finito e de infinito sdo antagdnicos
e tém sido formados pela Humanidade através de um
processus lento e prolongado.

Nas origens deste processus estd muito provavel-
mente uma operagdo mecinica, a operagdo de tomar
os objectos mediante uma escolha entre os inume-
rdveis objectos circunstantes. Esta operagfo mecinica
teria passado depois gradualmente e insensivelmente
a operagdo mental, num daqueles saltos qualitativos
que do conhecimento emocional ou sensorial faz
passar ao conhecimento racional.

A repetigfio de tantas experiéncias com objectos de
natureza diversa teria levado fatalmente i formagio
do conceito primitivissimo de niimero natural pequeno
(digito) e, pouco a pouco, mediante saltos bruscos,
relimpagos de inteligéneia na mente primitiva dos
experimentadores, teria nascido, sem que se possa
precisar como ou quando, o conceito de conjunto finito
ao gual teria seguido o conceito de niimero finito.

Mas, irresistivelmente e de modo inseparivel, ao
lado da colecgdo finita ficava a imensidade dos outros
objectos ; o conceito de conjunto infinito alimentou
assim o seu antagdnico, e dele se foi igualmente
formando.

Este processo de formagdio dos conceitos antagé-
nicos é intermindvel e, no presente caso do par finito-
-tnfinito estamos bem longe duma conclusio.

A existéncia de uma teoria dos mimeros transfini-
tos (1), teoria recentemente nascida e ainda em plena

(') Veja-se mails longe o sentido da palavra transnfiifo.

formagio, prova como se procura conhecer o infinito
por meio do finito.

Por outro lado o finito estuda-se por meio do infi-
nito. Citemos para esclarecimento esta passagem de
WacLaw SIERPINSKI :

«ll importe de signaler UVinclination d'esprit humain
de se servir d'infinité pour examiner la finité. Par
exemple, le Calcul infinitésimal a €t inventé pour
nous faciliter la recherche d'objects finis; pour calculer
le volume d’un corps nous le décomposons en Caleul
integral en une infinité de parties infiniment petites et
cela nous rend le probléme plus facile! «Es muss auch
dem menschlichen Verstand das Priidicat sunendlich»
in gewissen Riicksichten zugastanden werden» dit
Cantor (1).»

Entre as propriedades dos conjuntos infinitos fi-
guram muitas que ndo sdo verificadas pelos conjuntos
finitos; tomar uma delas para definigio de conjunto
infinito e, a partir dessa definigfo, fazer a teoria dos
conjuntos infinitos, foi o método formal de estudo se-
guido por R. Depexmp (2).

O mesmo método formal é adoptado por muitos
outros autores, partindo alguns duma defini¢lio de
conjunto finito.

Este método, todavia, levanta uma questfio muito
importante da teoria dos conjuntos; trata-se de um
problema que foi enunciado claramente por H. Lz~
BESGUE, nos seguintes termos :

«Bien que je doute fort qu'on nomme jamais un en-
semble qui ne soit ni fini ni infini, Uimpossibilité d'un
tel ensemble ne me parait pas demoniréen (3).

Uma vez escolhida uma defini¢io de conjunto finito,
cada conjunto infinito é um conjunto ndo-finito. Do
mesmo modo, dada uma defini¢io de infinito, cada
conjunto finito é um conjunto ndo-infinito.

E depois de adoptar a definigio de conjunto infinito
dada por Depexino que Siereinskr chama fransfinitos
o8 numeros cardinais dos conjuntos infinitos.

Em todos os casos faltou sempre provar que: um
conjunto infinito é ndo-finito, um conjunto finito é
nHo-infinito.

Tomemos a seguinte defini¢io de conjunto infinito:

DerFixigio 3. Um sub-conjunto 4 do conjunte fun-
damental 1 serd chamado um conjunto infinito se, e 86
se, para qualquer Xel—A4 se tem: A~ A4(X).

Com o simbolo (X) representa-se um conjunto com
um tnico elemento: Xe(X) ese Yel e Ye (X)
entio Y= X.

(') W. Bmemrpinski — Legons sur les nombres transfinis —
pag. 53.

(*) Ricarpo (JULio GUILHERME) DEDEKIND — Was sind und
was sollen dle Zaunex, § 5.64.

(*) No final duma carta de HeENrI LEBESGUE a E'MILE BOREL :
ver. E. BorEL — Legons sur la Théorle des Fonctions, pag. 15g.
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A definigio de conjunto infinito que acabdmos de
dar coincide com a definigio dada por Depesisp em
a Was sind und was sollen die Zahlen» (Braunschweiyg,
1888); a definiglo de Deperinp era a seguinte: um
conjunto € infinito se, e s0 se, tem a mesma poténcia de
uma das suas partes aliquotas.

Um conjunto A4 infinito no sentido da Defini¢io 3
¢ manifestamente infinito no sentido de Depexixp.

Reciprocamente, seja 4 um conjunto infinito no
sentido de Depexinp ; serd entio A ~B com BCA.
Seja Xe A— B e entfo teremos B C [B+(X)]c4
ese A~ B serd também B ~[B + (X)] e portanto
o conjunto B e consequentemente o conjunto 4 sfo
infinitos no sentido da Defini¢do 3.

Os conjuntos infinitos cuja teoria foi desenvolvida
por Deperino sfio os mesmos que os da classe aqui
determinada por esta definigio.

Ponhamos agora a seguinte :

DerFmigio 4. Um sub-conjunto 4 do conjunto
fundamental 1 serd chamado conjunto finito se, e 86
se, para qualquer Xel—4 se tem: 444 (X).

quasi evidente que as duas classes de conjuntos
aqui fixadas com as definigdes 3 e 4, s3o complemen-
tares dentro de 21

Mas, a evidéncia é o cardcter de que se revestem
as proposigdes depois de demonstradas, e entio
demonstraremos um teorema

Teorema 2. Para que

1) Cada conjunto A C 1 ndo-finito seja um con-
Junto infinito € necessario e suficiente que :

2) Dados dois conjuntos A e A+ (X) com X el—A,
uma e uma 86 das relagies A~A+(X) e ACA+(X)
tenha lugar.

Demonstragdo.

Suponhamos 1) falsa; entlio existe um conjunto
Ac1 ndo-finito que é ndo-infinito; mas se A é nio-
-finito ndo se tem A 4+ (X),Xel—4 ese 4 é
ndo-infinito ndo se tem A~ A4 + (X), Xel — 4.

Portanto, existem os conjuntos 4 e A4 + (X) com
X el1—A tais que nenhuma das relagdes 4d~4+(X)
e A 4+ (X) tem lugar; mas entio também 2)
é falsa.

Suponhamos 2) falsa; nfio se podem verificar simul-
tineamente para o mesmo par de conjuntos as duas
relagdes ~ e >~ e portanto existem os conjuntos
Acl e A+ (X) com Xel — 4 tais que: ndo se
tem A~ A+ (X) com Xel — A e entfio A & nfio-
-infinito (Def. 3), ndo se tem A4 4+ (X) com
Xel— A eentio 4 énfo-finito (Def. 4). Portanto
a 1) é falsa. Assim fica demonstrado o teorema.

Podemos entfio afirmar perante as definigdes 3 e 4,
o seguinte

Teorema 3. Cada conjunto A C 1 ndo-finito € um
conjunto infinito, cada conjunto A C 1 ndo-infinito €
um conjunto finito.

Diversas definigdes de conjunto finito se conhecem
hoje. As mais notdveis foram dadas por B. Russec (1),
Zeruero (?), Sierewskr (3), Kurarowskr (1), Tarskz (5).

A definigdo ordindria de conjunto finito pode ser
assim enunciada: um conjunfo € finito se, e sd se, o
ntimero dos seus elementos se pode exprimir mediante
um niémero natural (supondo-se dada a noglio de
nimero natural).

Das definigdes citadas precedentemente a mais
notdvel de todas é talvez a de Avrrep Tarskr. Na sua
memoria sobre Ensembles finis, memdria que ele con-
sidera sistematisante, o autor apresenta a seguinte
notdvel propriedade para defini¢fio de conjunto finito:

Def. A. Elemento irredutivel duma classe K de
conjuntos é cada conjunto A tal que; AeK: se
Bc A e BeK entio B=A.

Def. A'. Elemento saturado duma classe K de
conjuntos é cada conjunto 4 tal que; Ae K: se ACB
e Be K entio A=2F5.

Cada uma destas duas nogdes dd origem a uma
definigdo de conjunto finito.

Def. B. O cunjunto A ¢ finito se, e s6 se, cada
classe nfo vazia K de seus sub-conjuntes admite
pelo menos um elemento irredutivel (ou saturado).

Para terminar estas noticias histéricas digamos
que muitas definigdes de conjunto finito se baseiam
na nogdo de ordem e notemos ainda que ScmoEsFrres
considerava impossivel a defini¢giio de nimero finito
independente da nogdo de ordem.

3. Propriedades dos conjuntos finitos.

As definigdes 3 e 4 e o teorema que se lhes seguiu,
esclarecem o problema de Leseseu sobre a possibi-
lidade de nomear um conjunto simultineamente nfo-
~finito e ndo-infinito.

Os conjuntos infinitos no sentido da Definigdo 3
foram estudados jd4 suficientemente (DEpexinp,
SiereINskz, ete.).

(') Comptes rendus de la Soc. Math., de France, 22 Mars 1911,
p. 30,

(*) Useber die Grundlagen der Arithmetik (Atti del IV Cong.
Iotern. dei Mat., vol. 1I).

(*) L’axiome de ZrrRMELO et son rile dans la Théorie des
Ensembles, Bull. de 1’Ac. des Sclences de Cracovie, 1918, p. 106.

(*) Sur la notion de ’ensemble fini, Fund. Math, T. 1, p. 13.

(*) Sur les ensembles finis, Fund. Math., T, 6, pp. 45-95.
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Retomemos a Definigdo 4, e estabelegamos para
esta classe de conjuntos as suas propriedades mais
notdveis.

Trorewa 4. E finito cada conjunto A tal que:

XeA ese YeA entdo X=Y. Para demonstrar
basta considerar os conjuntos 4 e B=A+(X) com
Xel — 4 e em seguida os conjuntos P verificando
as condigdes 1.°), 2.°), 3.°), da Definigdo 1. Os con-
juntos P nestas condigdes, conjuntos de pares de
elementos, um de A outro de B, sio inicamente
dois e nenhum deles satisfaz as condigbes 4.°), 5.°) e
6.°). Entlio para os conjuntos A e B as condigdes
da Definigio 1 s3o incompativeis, e portanto nio
existe um P que estabelega uma correspondéncia
biunivoca entre os elementos de 4 e 4 + (X).

Entfo, temos 4 < A + (X) com Xel—4 eo
conjunto A é finito.

Trorema 5. Se A e B sdo finitos A+B ¢ finite.

Tem-se: A xA4+(X) e BB+ (X) para Xel—
—(A+B). Mas como 4 ~ 4 e portanto A+B.<A+
+ (B + (X)), vem finalmente A+B.<(A+B)+(X).

Trorema 6. Se para cada ACB o conjunto A ¢
finito, entdo B ¢ finito.

Temos ACB e B—ACB; mas 4 e B—A sio
finitos e pelo teorema precedente A+ (B—A) é finito.
Resultam os seguintes coroldrios:

Cororirio 1. Se A € finito e B um conjunto qual-
quer, A — B ¢ finito.

Corordrio 2. Se A ¢ finitoe B um conjunto qual-
quer, A ><B ¢ finito.

Cororirio 3. Se B € finito entio, cada A C B ¢
também finito.

Seja, com efeito, 4 — B; entfo, A+(B—4)=B
e também B—(B—A)=4; mas, aplicando ao pri-
meiro membro desta dltima o coroldrio 1, o que é
possivel porque B ¢ finito, resulta imediatamente :
A finito.

Corondrio 4. A condigdo necessiria e suficiente
para que A seja finifo, ¢ que seja finito todo e qual-
quer seu sub-conjunto.

Teorema 7. Principio da indugdo completa para
08 conjuntos finitos. Se A ¢€ finito, entdo A pertence
a toda a classe K de conjuntos que satisfaga as se-
guintes condigies :

1) Se XeA entio (X)eK.
2) Se BeK ¢ XeA entdo B+ (X)eK.

Demonstragdo.

Seja X e 4 e portanto devido a 1), temos (X) e K.
Representaremos com o simbolo 1 o cardinal do con-
junto (X). Distinguiremos esse elemento X e A
pondo X=X e portanto (X;) é o conjunto cujo
cardinal é 1.

Seja um outro X e A; entdo pela condigio 2) te-
mos (X;)+(X)e K. Introduzamos um novo simbolo
para representar o cardinal do conjunto (Xi)+(X);
o simbolo introduzido é 2 e para distinguir aquele
X dos restantes pomos X=X, e portanto o cardi-
nal do conjunto (Xj) + (X,) é 2.

Continuando este processo de construgio introdu-
zimos assim os simbolos

1,2,3,4,:-,n

e, se com este processo chegamos ao conjunto 4, o
teorema estd demonstrado porque toda a classe K
que verifique as condigdes 1) e 2) conterd evidente-
mente todos os conjuntos construidos.

Se, com este procedimento repetido indefinidamente,
ndo se alcanga o conjunto A4, tomaremos o conjunto

XI)XZ;XS'lXi)'”:Xn‘I G
e designaremos por B o conjunto cujos elementos sio
X21X3:X41'“}Xn""

O conjunto P cujos elementos sdo os pares [ X, X,],
,[Xz, Xj3], :- estabelece uma correspondéncia biuni-
voca entre B e B 4 (Xj); serd pois

B~B+(Xy) com X;ed—B.

Mas é evidente B A e por consequéncia tanto B
como A4 seriam infinitos contra a hipdtese,

O conjunto 4 é alcangado com o processo de cons-
trugdo anterior e corresponde-lhe evidentemente um
dos simbolos introduzidoes: 1,2,3,4,---,n.

O conjunto A pertence a todas as classes K que
verificam as condigbes 1) e 2), pois que qualquer
classe nestas condigdes conterd todos os conjuntos
construidos. *

c.q.d.

Resunltam do teorema os seguintes coroldrios :

Corordrro 1. A cada conjunto A finito corresponde
um e 86 um dos numeros cardinais 1,2,3,4, -+ n---.
Além disso, existe uma correspondéncia biunivoca entre
o8 elementos dum qualquer conjunto finito e os primeiros
nimeros cardinais.

Corordrio 2. Euwiste um conjunto que ndo € finito.
Com efeito tomemos o conjunto dos mimeros cardinais
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introduzidos na demonstra¢iio do teorema: 1,2,3,
y4,:++,n,---. Representemos por B o conjunto cujos
elementos sfio os cardinais 2,3,4,---n,---; teremos
a relagio B~B+(1) com 1¢ B. Entfo, o conjunto
dos mimeros cardinais é infinito no sentido da Defi-
nigfo 3.

Teorema 8. Se A pertence a toda a classe K de
conjuntos que satisfaz as condigies 1). e 2). do teorema
precedente, entido A ¢ finito.

Com efeito, se A pertence a uma classe K que
verifica as condigbes 1) e 2), entiio 4 pode ser al-
cangado mediante o processo de construgdo indicado
na demonstragio do teorema precedente e correspon-
de-lhe um dos mimeros cardinais 1,2,3,4,--,n.
Resultard imediatamente que se tem a relagio 4 <
X A+(X) com X¢A e portanto 4 ¢ finito.

Derivam daqui os seguintes coroldrios:

Corondrio 1. Para que A seja finito € necessario e
suficiente que A pertenga a toda a classe K que veri-
Jique as condigles 1). e 2). do teorema 7.

Corordrro 2. Para que A seja finito € necessdrio
e suficiente que A pertenga a toda a classe K de con-
Juntos que verifique as condigdes :

1) 8e XeA entio (X)eK,
2) Se BeK e CeK entdo B+ CeK.

Este teorema demonstra-se sem dificuldade.

Muitas outras propriedades importantes dos con-
juntos finitos se podem demonstrar sem grande difi-
culdade, mas com aquelas que aqui apresentamos
congideramos a teoria jd4 esbogada.

O célculo das probabilidades e a teorizacdo
do comportamento econémico(’)

por Gustavo de Caslro

1. O Comportamento Econémico.

Se o Calculo das Probabilidades péde
passar por uma teoria dos jogos de azar,
esta teoria dos jogos de azar pode descrever-
-se como uma teoria do comportamento econd-
mico. A concepgio do Calculo como uma teo-
ria de comportamento tem, porém, que ser
temperada pela concepgio das realidades que
nos afasta de extremos insensatos. A mate-
matica ndo pode ser vista como produto do
exercicio gratuito da inteligéneia nem como
codificagio de verdades absolutas que os
génios desvendam, de maneira mais ou menos
sobrenatural, para pautar as nicas condutas
inteligentes; ha que algures encontrar a vera
efigie do que é a um tempo uma construcgio
maravilhosa da inteligéneia e um apoio pre-

cioso da nossa acgio sobre a natureza —
tudo isto, mas 86 isto.

Veja-se a solene adverténcia de BOREL:
«La science du Hasard ne saurait, plus que
toute autre science, prétendre & régir nos actes;
elle peut seulement, comme c’est le role de la
science, faciliter la reflexion qui précéde Uaction
chez tous les étres raisonnables. Dans les ques-

(1) Este escrito é a redac¢fo da segunda de qua-
tro palestras que, sob o titulo geral «O Cédleulo das
Probabilidades. Palestras sobre os progressos duma
disciplina por ocasido dum centendrios, foram realiza-
das na Administragio-Geral dos Correios, Telégrafos
e Telefones, em Janeiro-Fevereiro de 1955. Incluidas
numa longa série de palestras profissionais daquela -
Administragio, esta é publicada aqui por sua amavel
deferéncia.



